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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Книга А. Уинтнера принадлежит к разряду сочинений, в KOTu

рых проблемы небесной мехаНИI{И трактуются с математической 
точки зрения как задачи качественной или аналитической тео
рии дифференциальных уравнений. 

Первой классической книгой такого характера является зна
менитое сочинение А. Пуанкаре «Новые методы небесной меха
ники» *), которая явилась источником множества новых идей, 
оказавших впоследствии колоссальное влияние на все наУЮI фи
анко-математического цикла. Следующей книгой этого рода нуж
но Jlризнать «Динамические системы» Биркгофа **), третьей
предлагаемую книгу Уинтнера, за которой последовала неболь
шая, но весьма содержательная книжка К. Зигеля «Лекции по 
небесной мехаюше» ***). Во всех этих книгах собраны главные 
результаты науки о движении небесных тел, рассеянные во мно
жестве отдельных статей, мемуаров и специальных сочинений 
раз.тIИЧНЫХ исследователей. Знакомство со всеми упомянутыми 
изданиями совершенно обязательно для специалиста в области 
современной небесной механики. Публикация на русском языке 
lШИГИ А. Уинтнера является поэтому полезной и своевременной. 

Основное достоинство книги А. УинтН'~ра заключается в том, 
что все изложение материала опирается на современный матема

тический аппарат и главные проблемы небесной механики свя
зываются с современной теорией динамических систем, которая 
сама по себе, впрочем, вышла из недр небесной механики благо
даря трудам А. Пуапкаре, А. М. Ляпунова, Т. Леви-Чивита, 
г. Д. Биркгофа и др. 

Как указывает сам автор настоящей книги в своем предисло
вии, более трети его сочинения занимает сжатое изложение ос
нов аналитичес}юй динамики. 

Остальная часть книги, содержащая три главы, рассматрива

ет главные проблемы небесной механики. При этом используют
ся как сведения из ана.'lитическоЙ динамики, изложенные в пер-

*) Готовится к изданию в русском переводе в издательстве «Наукао 
в серии «I-tлаССИIiИ естествознания» . 

.... ) Издана в PYCCIiOM переводе !J 1936 г . 
..... ) Издана в русском переводе 1: 1959 г. 
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вой трети книги, так И упомянутый выше математический ап
парат. 

Первая из этих трех l'лав (глава IV) посвящена задаче двух 
тел, т. е. теории невозмущенного кеплеровского движения. Здесь 
особенное внимание обращается на вопросы сходимости рядов и 
проблемы регулярпзацпи. 

В следующей главе (глава У) изложена общая задача мно
гих тел (материальных точек, разумеется!), главным образом
трех. Особое внимание обращено на вопросы существования част
ных решений, проблемы регуляри;щции и общие свойства движе
ния. Можно сказать, что в этой главе сделана ПОПЫТI{а охватить 
все важнейшие результаты, полученные до 40-х годов нашего 
столетия при исследовании задачи трех ~ли большего числа тел. 

Сжатость изложения и использование современного матема
тического аппарата позволили автору действительно коснуться 
всех важнейших проблем небесной механики. 

В последней главе книги рассматривается ограниченная кру
говая задача трех тел с ее специальным случаем - задачей Хил
ла в приложении к теории движения Луны. 

Книга А. Уинтнера несомненно представит большой интерес 
для студентов, аспирантов и специалистов по небесной механике, 
а также для лиц, занимающихся проблемами движения искусст
венных небесных тел. 

Однако в книге затронуты не все важные вопросы современ
ной небесной механики. Так, существенные вопросы устойчивос
ти решений и теории периодических и почти периодических ре

шений в книге А. Уинтнера не нашли себе места, и для их изу
чения читатель должен обращаться к другим сочинениям. 

Нужно также заметить, что автор почти не упоминает в сво
ей книге русских ученых, хотя многие их результаты имеют фун
даментальное значение. Например, при рассмотрении рядов Хил
ла ВОВСе не упоминается, что ДОI\азательство сходимости этих ря

дов впервые еще в 1893 г. дал А. М. Ляпунов, который установил 
также пригодность этих рядов для теории движения Луны. 

Г. Н. Дубошuн. 
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Более че:м двенадцать лет тому назад я начал по предложе
нию теперь покоиного профессора jJихтенштейна работу над кни
гой, посвященной проблеме трех тел. По первоначальному плану 
предполагалось дать систематическое изложение методов и ре· 

зулътатов теории периодических и родственных им частных ре· 

шений ограниченной задачи трех тел и ее обобщений, а весь 
остальной материал сосредоточить вокруг зтих фундаментальных 
решений. 

Однако в процеесе работы етановилось нсе оолее и более яс
но, что сиетематичеокому изложению математической теории пе
риодических решений и вопросу о их применении к проблемам 
движения в ('олнечной систем':!, с одной стироны, И численным 
исследоваНИЯl<r Стрем грена, с другой сторины, должна предшест
вовать современная трактовка тех аналитических вопросов об
щей теории канонических систем, которые ведут свое происхож
дение от небесной механики и остаются д,ля этой науки фунда
ментальными. После неОДНOI{ратных обсуждений плана книги с 
профессором Биркгофом я еще более убедился в необходимости 
именно такого подхода. Я очень обязан професеору Биркгофу за 
тот дружеский и активный интерес, который он все время прояв
лял к этой книге. 

Название книги yI{азывает на то, что общие топологические 
методы при доказательстве теорем существования, ведущие свое 

начало от Пуанкаре, здесь не рассматриваются. Тем не менее, не 
будь исследований Леви-Чиви:та и Биркгофа, эта книга не могла 
бы быть написана. 

Теория периодических решений иллюстрируется фактически 
лишь решениями Хилла в теории движения Луны. Последние 
играют такую важную историче~кую и методическую роль, что 

для них следовало сделать исключение. 

Приблизительно первая треть книги основана на лекциях по 
аналитической механике, ко.торые читались для студентов, спе

циализирующихся по физике и математике. Поэтому я надеюсь, 
что эти главы могут служить в качестве введения в аналитиче

скую динамику и в теорию возмущений. Всюду в этой книге 
особенно в главе VI) я имел перед собой цель не отпугнуть то 
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вызывающее сожаление большинство молодых математиков, кото
рые не имеют контакта с теоретической аетрономисЙ. 

Глава 1, возможно, необычна тем, что здесь рассматриваЮТСR 
толы,о Динамические операторы каНОНIIчеСIШХ снстем дифферен
циальных уравнений без привлечения самих уравнений, Iюторые 

лишь маСIiировали бы фактичеСl>ое содержание приводимых фор
мальных онерациЙ. Дифференциальные уравнения и их решеНIIЯ 
вводятся лишь в главе п. Соответственно метод вариации кано
нических постоянных в теории возмущений не связывается с из

вестным уравнением в частных ПРОIlЗВОДНЫХ, ноторое ВЫВОДIIТСЯ 

фактически лишь KaI, побочный результат теории преобразова
ний фазового пространства. 

В главе II подчеркивается существенное различие между фор
мальными вопросами, остающимися всегда локальными по своей 
природе, и проблемами в большом, которые и являются настоя
ЩJIМИ проблемами математичесной динамики. Хотя справедливо, 
что в большинстве случаев о возможной природе неЛО1'<альных 
проблем в небесной механике известно больше, чем об эффектив
ном методе их решения, но разделы, где речь идет о природе не

локальных проблем, представляются все же необходимыми. Дей
ствительно, если бы эти разделы отсутствовали, то было бы едва 
JIИ возможным в последующих главах в случае задачи n тел 
даже уназать, IШЮlе имеются актуальные проблемы и что следу
ет рассматривать в настоящее время как псевдопроблемы. 

В то время как главы 1 и II касаются произвольных канони
ческих систем, в главе IJI учитывается специфическая квадра
тичная структура динамической функции Гамильтона. Единст
венным не тривиальным случаем, в котором сейчас доступны в 
явном виде формальные аналитичеекие операции, является слу
чай двух степеней свободы, и он рассматривается достаточно де
тально с целью его дальнейшего применения к ограниченной за

даче трех тел. 

В главе IV ИЗJrаl'аетея задача двух тел в той мере, в кан:ой она 
представляет теоретический интерес, и не затрагивается вопрос 
о практическом опредедении орбит. При анаЛlfзе этого элемен
тарного случая обращаетея особое внимание на тот фаnт, что ВЫ
Gop Ньютоном ЗaI\Она притяжения является исключительным во 

многих отношениях. Хотя исторические замечания отнесены в 
нонец книгп, но все же некоторые замечания бьшо целесообраз
ным поместить я Tel,cT этой главы, поскольку сейчас почти забы
то, что развитие теории аналитических Фунnций весьма сильно 
обязано, R частноеТlI, <<::mементарной» задаче двух тел. 

Глава V является еамой длинной в этой книге. Она неСl<ОЛЫЮ 
неоднородна, так нак де.тrается ПОПЫТliа охватить' в ней все ре
зультаты; полученные до наСТОRщего времени при анализе зада-
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чи трех или большего числа тел (если исключить теорию перио
дических и родственных им решений). Однако в некоторых слу
чаях мне не удалось найти короткий путь изложеНIIЯ .некоторых 
результатов, длинные ДОI,азательства которых имеются лишь в 

оригинальных статьях. В этих немногих случаях я довольство
вался упоминанием (иногда лишь в виде исторических замеча
ний в конце книги) результатов без доказательства, но с объясне
нием значения результатов или причин возникновения труднос

тей при доказательстве, надеясь таЮfМ образом сохранить ту 
цель, которая прееледуется этой книгой и которой бы противоре
Ч)fЛО воспроизведение длинных оригинальных доказательств изо

лированных обычно фантов. Вместе с тем я не колебался указы
вать на проблемы, которые напоминают сами о себе, но н реше
нию ноторых я не нахожу подходящего пути. По существу все, 
что имеется в настоящее время более или менее занонченного, по 
нрайней мере принципиально,- это, с одной стороны, теория 

3ундмана парных If общих столкновений и, с другой стороны, 
теория гомографических решений. Соответственно эти два вопроса 
и анали:шруются достаточно ПОl!РОUПО. 

Глава VI, посвященная ограниченноii задаче трех тел, срав
нительно невелИ!,а .лишь по той ПРl'!:чине, что основа для нее бы
ла уже в достаточной мере заложена в предыдущих главах. Огра
ничения, которым подвергнут материал этой главы, уназаны в 

начале этого предисловия. В разделах, посвященных Teoplm дви
жения Луны, рассматриваются фундаментальные математиче
сние вопросы теории движения Луны, и книга заканчивается на 
границе еще неведомой области «малых делителей» в классиче
сной небесной механике. 

В примечаниях, которые собраны в приложении, делается по
пытна исправитъ некоторые традиционные ошибки. Действитель~ 
НО, даже нлассичеСI~ая литература пелиного века Небесной Меха
НИIШ перенасыщена повторными открытиями уже известных ре

зультатов (иногда, действительно, сделанными заново, чего в 
других случаях с уверенностью сказать нельзя). Такие повтор
ные открытия в течение последних ста лет привели к возникнове

нию определенных претензий на приоритет в том или ином воп
росе. Положение II ряде СJJ:vчае настолько сложное, что оно 
заслуживает детального исторического исследования. Подобная 
монографическан полнuта не является, нонечно, целью приложе
ния, которое содержит, по всей видимuсти, ошибки (тем более 
объяснимые, поскольку литература, появившаяся до Лагранжа, 
была мне ДОСТУIlНОЙ лишь в Нl'большом объеме). 

В случае пересечений n более или менее современных рабо
тах ссылюr делалисъ на работы лишь того автора, ноторый, по 
моему мнеНIIЮ, первым СfНРЫЛ данный результат или метод. 
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я решил прибегнуть к этому ПОСЛ!е того, как обнаружил, что, на
пример, теория Пицетти roмографических решений неоднократ
но оrnрывалась ·вновь в теч,ени.е че11верти века; точно так же ре

зультаты Гашо относительно характеристических показателей 
для либрационных решений, опубликованные В Comptes Rendus 
(1843), открывались вновь еще пять раз. Насколько неизбежны
ми являются эти пересечения результатов, можно заключить, 

если представить всю обширность как астрономической, так и 
математической литературы по проблеме n тел; эта литература 
обычно известна вначале очень небольшому кругу лиц, но потом 
распространяется вместе с многими журналами по многим стра

нам. Кроме того, искусные и целиком удовлетворительные иссле
дования часто встречаются в статьях, которые написаны авто

рами, не являющимися Е-натренированными математиками, II, 

таким образом, требовательный читатель, имеющии желание 
разобрать. статью вниматеJIЬНО, легко теряет терпение. I\онечно, 
ситуация, противоположная этой, встречается так же часто. 

Я приношу благодарность професеору Е. К Хэвиленду (Лин
н:ольнский университет), докторам Е. Р. ван Нампену и Р. В. Нер
шнеру (Университет Джона Гопкинса) и д-ру В. Rаплану (Ми
чиганский университет). внимательно прочитавшим рукопись 
или доказательства и оказавПIИМ мне помощь своими ценными 

предложениями и советами. Я считаю себя в долгу перед I\оми
тетом америк~нского математического общества и перед Нацио
нальным научно-исследовательским комитетом, сделавшими воз

мощным опубликование этой книги. 

ТIJМВОРТ, Н. Х., 
сентябрь 1940 

Аурел Уиnтnер 
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§§ 65-78 

§ 1. Будем называть вектором а = (aj) упорядоченную совокуп
ность конечного чиела скаляров (lj. Под т-вектором будем под
разумевать вектор с т компонентами, расположенными в форме 
«столбцю> : 

а= 

но не «строкй» (al, ... ,ат). Если Ь = (bj) -другой т-вектор, то 
через а· Ь = Ь . а обозначим скалярное произведение I.ajbj. Если 
а. - скаляр, то проивведение аа = аа представит т-вектор (aaj). 

Квадратную матрицу будем обозначать через С = (Ck i ), при
чем индекс i есть номер строки и индекс k - номер столбца. Если 
число строк и столбцов равно т, то такую матрицу будем назы
пать т-матрицей. 

Если а. - скаляр, то произведение ас = са представляет т
ма трицу (aCk i). Операцию транспонирования матрицы С = (Ck i) 
будем обозначать штрихом " так что С' = (Cik ) *}. Следователь
но, если С' = С, то матрица С - симметрическая. Символом В' А' 
представляется транспонированное произведение АВ (ф. ВА) 
двух т-матриц. Определитель матрицы С будем обозначать через 
det С, так что условие det С =1= О характеризует неособенную мат
рицу С, т. е. такую, для которой существует обратная матрица 

*) Обычный штрих' D дальнейшем будет обозвачать дифференцирова
ние по времени е. 
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С-!. Единичную матрицу будем обозначать через Е = (e"i), так 
что eii = 1 и ен' = О при k =1=- i. 

Если величина А есть т-матрица и а - т-вектор, то Аа lIред· 
ставит т-вектор, который можно рассматривать нак рВЗУЛI.тат 

применеНlfЯ к вектору а линейного преобразования А. Вместе с 
тем будем считать, что символ о.А не имеет смысла. 

Очевидно, что АВе, где А, В суть т-матрицы и е есть ln-Bel,
тор, представит т"вектор Се, причем С = АВ. Аналогичным обра
зом а·СЬ, где а, Ь суть т-векторы и С есть т-матрица, предста
вит скаляр а· е, причем е = СЬ. По определению транспонирован
ной матрицы а' сЬ = ЬС' а. 

Символом О будем обозначать не только число нуль, но Та!{же 
и нуль-вектор или нулевую матрицу. 

§ 2. Все числа, переменные пеЛИЧIIНЫ ИЛИ функции, встречаю
щиеся ниже, будем считать вещественными, если не оговорено 
(или если не вытекает из текста), что рассматривается область 
комплексных значений. 

Множество D переменных т-векторов Х = (Xi) в пространст
ве декартовых Iюординат будем называть областью, если ;)то мно
жество открытое, связное II не пустое. 

Будем говорить, что сналярная, векторная или матричная 
функция f = f(x) от Х принадлежпт R классу C(V), где v - неко
торое положительное целое число, если в рассматриваемой облас
ти f есть однозначная функция, все частные производные кото
рой порядка не выше v, существуют и непрерывны в области D. 
В случаях, когда недоразумения возникнуть не могут, мы не бу
дем явно уназывать область D. Нлаес C(V+1) содержится в клас
се C(V). 

Если f = f(x) есть скалярная, векторная или Мllтричная 
функция класса С(I) и Xi есть один из Iюмпdнентов т~BeKTopa 
Х = (Xi), то символом jXi будем обозначаТh чаетную производ-

ную / по Xi. Вмеете с тем символ /х мы будем исполь:ювать лишь 
в том случае, если функция /(х) является скаляром или т-вентс
ром. В первом случае (когда / есть скалярная функция) симво
лом /х == /х.(Х) будем обозна'I3ТЬ I'радиент / по отношению к х. Та
ким оБРНЗ0М, !.\. представит собой т-нектор-функцию (fXj)' для 

I\ОТОРОЙ j-й IЮМllонент равен частной пропзводной /Xi' Во втором 

случае (когда / = (f~) есть m-вектор-фуНlЩИЯ т-BPI\ТOpa Х = 
= (Xk)) символ /х = /х(Х) будет обозначать т-матрицу', строка 
которой с номером i состоит ШJ lюмпонентов градирнта скалярной 
фушщип fi по отношению к:г = (J/,). 

§ 3. Очевидно, что для данной т-вектор-функции у = у (х) клас
са С(!) существует скалярная функция s = s (Х), градиент КОТО-
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рой Sx (х) совпадает с у (х) в том и ТОЛЬКО в том случае, еСЛJl 
У (х) удовлетворяет условию интегрируемости, т. е. условию сим
метрии У\ = УХ матрицы Якоби, причем ух представляет собой 
гессиан (Sxix k ) = (SXkX;) скалярной функции s(x) класса С(2). 
Условие y\~ = y,~ является именно таким, при выполнении кото
рога ротор rot У (х) обращается тождественно в нуль *). 

Отсюда следует, что если данная матричная функция А = 
= А (х) класса C(I) о(jладает тем свойством, что для каждой ека
лярной функции / = /(х) данного I\ласса С(,') существует сн:аляр
ная функция f = /(х) такая, QTO /х = А/ж (т. е. еСJIИ при приме
нении к любому градиенту преобраЗ0вания А (х) мы также полу
ЧIIМ некоторый градиент), то А (х) = Jl.E, где Jl. есть скаляр, не 
зависящий от х = (xj), JI Е - единичная матрица **). 

§ 4. Пусть наряду с т-матрицей А = А (х) рассматривается т
вектор-функция а = а(х), и пусть А и а ТaIШВЫ, что для IШЖДОЙ 
скалярной функции /(х) некоторого класса C(v) можно найти та
кую скалярную функцию ! = l(х), чтобы было /х = а + А/х • 
Тогда, если / = g соответствует случаю t = О, то видно, что а яв
ляется градиентом g. Таким образом, А/х при любой функции / 
есть градиент (и именно градиент функции 1 - g). Из СRазанно
го в § 3 тогда следует, что А (х) = Jl.E, где Jl. = const. Наоборот, 
если существует скалярная фУНRЦИЯ g(x) и постоянная Jl. такие, 
что а = gx и А (х) = ~tE, то .т = g + Jl.t при любой функции f 
удовлетворяет равенству 1х = а + А/х . 

*) Под rot у === rot у(х) подразумевается матричная функция у" - ух' 
переменной х, представляющая всегда КОСОСИМllfетрическую т-матрицу (и 
которая может быть заменена т-вектор-функцией Х только для случая, когда 
1/2т (т -1) = т, т. е. для обычного случая т = 3). 

**) При доказательстве обозначим через Ak (Х) т-вектор, представляю
щий k-й столбец матрицы А(х). Так как вектор А(х)/ж(х) должен быть гра
диентом для каждого скалярного полинома / = /(х) === /(XI, ••• , х", . ~ • 
... , х",) If, следовательно, для каждого скалярного полинома / = /(Х,,) 
одной переменной Xk, то, положив g(Xk) = /"1; (XI<), УВИДIIМ, что B~KTOP 
g(xh)Ak(x) представляет собой при любом k градиент любого скалярного 
полинома g(Xi} относитеJIыо скаJIЯра Х;. Отсюда следует, что если вектор
функции, IlреДставляющие собой градиенты, удонлетворяют условию инте
грируе~IOСТИ. то I(аждый компонент вектора Ah(x), КрОМО !с-го, ДОШI\ОН обра
щаться тождественно в нуль, а k-u компонент вектора Ak (Х) должен зави
сеть лишь от k-ro компонента вектора Х = (Xi). ДРУГИМИ словами, т-мат
рица А (Х) должна предстаВJIЯТЬ собой диагональную матрицу, в которой 
k-й диагонаJIЬНЫЙ элемент -- об08начим его через ah = а" (Х) - является 
функцией лишь одного ко?ошонента Xk вектора Х = (х,). Следовательно, 
утверждение, что А (Х) = J.LE, где J.L = COl\st, эквивалентно условию ai (Х;) = 
= а" (Xk). Если же УСЛОВИО ai(xi) = al'(x,,) не удовлетворяется, то вектор 
А (Х) /х (Х) пе может быть градиентом ддя одночлрноп /(х) = XiXh, I'де i, k 
прош!Вольны. 
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в соответствии со сказанным выше т-вектор а(х) + A(x)v(x) 
представляет собой градиент для каждой фиксироnанной пары а 
и А при любо,м. градиенте v = f% тогда и только тогда, если задан
ный вектор а (х) является градиентом, а заданная матрица А (х) 
имеет вид ""Е, где Е - единичная матрица и "" - скаляр, не зави
сящий от х = (Xj). 

§ 5. Пусть х = (Х;) и у = (у;) суть два т-вектора. Отображе
ние у = у(х) области (х) на область (у) считается принадлежа
щим классу с[оу], если оно является локально топологическим, 
а функция у = у (х) и локально единственная обратная функция 
х = х(у) принадлежат классу с(оу). (Тогда отображение х = х(у) 
обязательно принадлежит классу C[V].) Заметим, что локально то
пологическое отображение у = у (х), определяемое вектор-функци
ей у (х) класса C(v), может и не принадлежать классу C[v] (с та· 
ким примером, если т = 1, мы встречаемся при рассмотрениц 
отображения у = хЗ области - 1 < х < 1 на область - 1 < у < 
< 1). в силу известных теорем о не явных функциях отображение 
у = у (х) будет принадлежать классу с[оу] тогда и только тогда, 
когда функция у (х) принадлежит классу с(оу) и ее якобиан 
dety%(x) не обращаетея в нуль в рассматриваемой области изме
нения х. 

§ 6. Пусть r = (ri) есть n-вектор, Н = Н(р) - скалярная функ
ция класса С(2) и Р = (Pi) - другой n-вектор. Предположим, что 
в рассматриваемой области изменения р гессиан det (HpiPk (р» 

не обращается в нуль. ТаIl: как гессиан представляет собой не что 
иное, как якоби ан градиента Нр(Р} функции Н(р) по отношению 
к р, то отображение r = г(р}, определяемое функцией r = 
= Н Р (р), принадлежит классу с[ 1]. Оказывается, что отображе
ние, определяемое обратной функцией р = Р (г), может быть 
представлено в той же самой форме, что и отображение r = 
= г(р) = Нр(р}, т. е. существует такая скалярная функция L = 
= L(r) класса С(2), что функция р(г} предетавляет собой гра
диент L,. (г). 

Чтобы доказать зто, определим L = L(r), полагая 

L(r} + Н(р} = г·р (1) 

причем р = р (г) представляет собой локально единственную об
ратную функцию по отношению к r = г(р). Таким образом, 

L(r) = Т'р(г} -Н(р(г». 

Так ЮЩ r = г(р) = Нр (р), то разность r - Нр (р (г» обращает
ся тождественно в нуль и, следовательно, Lr(r) = р(г) плюс два 
члена, сумма которых ееть нуль. Этим доказано, что локально 
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единственное обращение р = p(r) отображеНИЯ.f = Нр(Р) . мо
жет быть представлено с помощью скалярной функции L(r) по 
формуле р = Lr(r). Так как отображение r = Нр(р) принадле
Жит классу C[IJ, то отображение р = Lr(r) принадлежит к тому 
же классу, так что функция L(r) принадлежит классу С(2). Кроме 
того, произведение гессианов для скалярных функций L (r) .и 
Н(р) равно 

(Lr i'h (r» (HpiPh (р) = Е(= единичной матрице) (2) 

в силу каждой из формул преобразования 

r= Нр(р), р= Lr(r). (3) 

Действительно, эти преобразования взаимно обратны и, следова
тельно, матрица Якоби одного из них является обратной по отно
шению к матрице Якоби другого преобразования. В силу (2) мы 
будем иметь, что не только det(HpiPh (р» *- о в области измене-

ния р, но также и det (Lч h (r) ) 7= О в соответствующей области 

изменения r. 
В приведенпом тольно что доказательстве существования L 

функция L(r) была определена посредством формулы (1). Однако 
то требование, чтобы локально единственное обратное отображе
ние р = р (r) преобразования r = /l р (р) было равно р = Lr (r) , 
определяет не саму скалярную функцию L(r), но только ее гра
диент Lr(r). Отсюда следует, что если (1) не обращается в силу 
формулы r = r(p) = Нр(Р) в тождество по р, то разность меж
ду обеими частями (1) равна константе в силу одной из двух 
(эквивалентных друг другу) формул преобразования (3). Ниже 
мы будем всюду предполагать, что эта произвольная аддитивная 
постоянная выбрана равной нулю. 

§ 7. Пусть символ П обозначает операцию перестаноВl{И, при ко
торой буквы р, Н и r, L заменяются в формулировках § 6 буква
ми r, L и р, Н соответственно. Тогда П заменяет предположение 
о том, что дана функция Н (р) класса С('!.) с отличным от нуля гес·· 
сианом, предположением о существовании функции L(r) клас
са С(2) с стличным от нуля гессианом. Аналогичным образом П за

меняет предположение о справедливости равенства r = r(p) == 
== Нр(Р) предположением о выполнении равенства р = p(r) == 
== Lr(r). Формулы (1), (2), (3) переходят при перестановке П 
одна в другую. Отсюда следует, что вместо Н(р) и отображения 
r = Нр(Р) можно в качестве :исходных взять функцию L(r) и 
отображение р = Lr(r). Тогда Н(р) определится с помощью (1), 
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где r есть функция р, определяемая локально единственным об
ращением r = г(р) данного отображения р = L,.(r) Iкласса C[IJ. 

'Так как двунратное применение П дает, очевидно, тождествен
ную перестанов:ку и тан как формулы преобразования (3) суть 
локально единственные обращения друг друга, то ясно, что соот
ветствие между Н (р) п L(r) является инволюционным. Другими 
словами, если L(r) соответствует Н(р), то Н(р) соответствует 
L(r). Отсюда следует, что если LI(r) соответствует HI(p) 
и Нп (р) соответствует Lr (г) и вместе с тем Lп (г) соответствует 
Нп(р), то Нп(р) == H1(p), Lп(r) = Lr(r). 

§ 8. Предположим, что одна из двух скалярных функцпй Н, L 
(класса С(2) и обладающих отличным от нуля гессианом по отно
'.uению к n-векторам р, г) содержит н!шоторый l-вектор s n ка
честве параметра И что одна из n-вентор-функций Н р (р, S), 
Lr(r, s), рассматриваемых нак функции n + l скалярных пере
менных, принадлежит Iшассу СО)_ Тогда формулы § G перепишут-
ся в виде 

р = Lr(r,s), г= Hp(p,s), 

L(r, s) +ll(р, s) = г·р, 

(4) 

(5) 

(О) 

Функция г = Н р (р, 8) определяет для любой фпксированной 
точки l-мерной области значений параметра s отображение клас
са C[l] n-мерной р-области на n-мерную г-область. Точно так же 
пара СООтношений 1" = Нр(Р, s), s = ~ определяет отображение 
класса C[l] (n + l)-мерной области (р, s) на (n + l)-мерную об
ласть (г, _8). Обе формулы преобразований (4) ЭКВlIвалентны друг 
другу. 

Таким образом, г = r (р, s) и р = р (Т, 8). Если мы исключим 
из (5), например, р, то увидим, что переменный n-вектор г и по
стоянный l-вектор s связаны друг с другом скалярным тождеством 

L(r,s) +H(p(r,s),s) -Г'р(г,8) = О. 

д.Ифференцируя это тождество по компонентам l-вектора 8 = (si) 
и используя тот факт, что г - Н р (р, 8) = о в силу (4), получим 

Ls(r, s) + Hs(p, 8) = О (7) 

(к чему приходим так же, как в § 6 при выводе соотношения 
Lr(r) = р(г) из соотношения L + Н = р.г). 

Таким образом, мы получили, что градпентное соотношение 
(7) удовлетворяется тождеетnенно в СIlЛУ (4) и (5). Однако 
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оказывается, что соотношение (7) удовлетворяется также тожде
ственно 

(i) в силу толыю (4) или 
(Н) в силу только (5). 
Действительно, так I\aK (7) есть тождество в силу (4) и (5), 

а (5) удовлетворяется, как это следует из сказанного в конце § 6, 
тождественно в силу (4) с точностью до аддитивной постоянной 
(которая уничтожается при дифференцировании, выполняемом 
при переходе от (5) к (7», ТО ясно, что (7) удовлетворяется тож
дественно лишь в силу (4). Таким образом, (i) доказано. Что ка· 
саетСЯ (ii), то достаточно заметить, что если три вектора r, р, S 

предполагаются взаимно независимыми, то градиент произведе· 

ния r· р по отношению к s равен нулю. Следовательно, соотноше· 
ние (7) удовлетворяется тождественно в силу одного лишь равен· 
ства (5). 

Аналогично можно показать, что соотношения (4) представ
ляют собой 

(i) не только соотношения, определяющие отображение обла
сти (р, s) на область (r, s), но и 

(и) тождества,. связывающие три вектора r, р, S, подчиненных 
одному лишь соотношению (5). 

Такая двойственность возможной интерпретации градиентных 
соотношений (7) и (4) отражает фундаментальное свойство ин
волюционного преобразования (4). Обычно говорят, что отобра
жение (4) области (р, s) на область (r, s) представляет собой 
контактное преобразование. Слово (<контакт» связывается с одно
кратным частным дифференцированием. Заметим, что соотноше
ние (6) между частными производными второго порядка не об
ращается в тождество в силу одного только равенства (5). 

ЛАГРАНЖЕВЫ ПРОИЗВОДНЫЕ 

§ 9. Пусть R и Q суть области в пространствах изменения двух 
1l-векторов r = (ri) и q = (qi) соответственно, а Т - область 
изменения скалярной переменной t. Пусть L = L(r, q, t) - такая 
скалярная функция, что n-вектор-функция Lr(r, q, t) принадле
жит классу C(I) в области, являющейся произведением областей R, 
Q, Т *). Обозначим штрихом' полную производную «по временю) t. 

Пусть q(t) есть такая n-вектор-функция класса С(2) в 
области Т, что «траектория» q = q(t) в пространстве (q) лежит 

*) Под прои.аведение'М об.laJCтеЙ R, Q, т пqдраЗУ1Мвваеreя мН'Ожее.тво T<r' 

чек (~n + 1)-мернoro прост·ранства (г, q, t), для которого Т, q, t являются 
точками областей R, Q, т соотвеrerвенно. 

2 А. Уинтнер 
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внутри Q, а «СКОРОСТЫ> r =, q' (t) лежит внутри R Д.ТJ.Я всех t, при
надлежащих интервалу Т. 

Тогда можно определить непрерывную в Т n-веnтор-фУНRЦИЮ 
[L]q = ([L]q i ) от t, положив 

[L]q = L~, - Lq, 
, 

[L]q. = Lq,.- Lq ., 
I L , 

i = 1, ... ,n, (1) 

причем подразумевается, что L(q', q, t) выражено в функции t. 
Индексы q, qi В символах [ ]q, I Jqi обозначают не частное диф
ференцирование, но просто принадлежат этим символам. Таким 
образом, i-Rомпонент n-веI,тора [L]q равен 

(2) 

где суммирование ведется по индеI':СУ k от k = 1 до k = n, а ин
дексами Q'.i, qj, t обозначается в правой части (2) частное дпффе
ренцпрование функции 

L = L(q', q, t), (3) 
где 

q'=(q/), Q=(qi). 

n-вектор [L]q и его :компоненты [L]qi будем называть лагран
жевыми производными от L вдоль траектории q = q (t) в прост
ранстве (q). 

Из (2) или (1) можно легко вывести скалярное тождество 

(-L+q'Lq.)'=-Lt+q'[LJq (' = d~' ·a.b=~aibi). (-1) 

§ 9а. Тождество (4) УI\азывает на скрытый параллелизм между 
t- и n-вектором q = (qi). Введем поэтому (n + 1)-вектор q = 
= (qk), полагая чо = t, qf = qt, ... , qn = qn, И пусть L(q', q) = 
= L(q', q, t). Так как ЧО = t, Чо' = 1, чо" = О, то, применяя (2) 
1\ L, получим, что 

[Цq, = - L t , [L]q. = {L]q., i = 1 •... , n (L = L). (1а) 
L , 

Следовательно, тождество (4) можно переписать в следующей 
симметричной форме: 

(- L + q'Lq')' = q'[L]q. (4а) 

§ 10. Пусть ij = ij (q, t) есть n-вектор-функция 1\ласса С(2) в 
(n + 1)-мерной области (q, t), имеющая отличный от нуля Я1\О
Gиан по отношению R q. Тогда 

q = q(ij, [) (5) 
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лвляется отображением нласса С[2] дЛЯ наждого финсированного t. 
Кривая q = q(t), упомянутая в § 9, отображается на кривую ij = 
= ij(t) таким образом, что если Q обозначает якобиеву матрицу 
для q по отношению к q при фиксированном t, то 

, Q-'+ q = q qt, (6) 
причем равенство 

Q = qq (rlet Q4=O) 

является тождеством относительно t в силу (5). 
Имея функцию L, введенную в § 9, определим функцию L так, 

что 

L (ч', ч, t) == L(q', q, t) (7) 

в силу (5) и (6). Тогда предположения о дифференцируемости 
для L, сделанные в § 9, будут выполнены также и дЛЯ L. Более 
того, исходя из (1) и (7), можно получить с помОЩЬЮ непосред
ственного дифференцирования, что *) 

ш = Q'-Чv, (8) 
где 

w = [L]q, w = [L]q' Q = qq (det Q то Щ. 

§ 11. Нет необходимости указывать, что функция L, определяе
мая формулой (7), не совпадает с функцией L(ij', Ч, t). Даже 
если преобразование (5) - (6) очень близ но к тождественному 
преобразованию q = ч, q' = ч', то функция L(q', Ч, t) не будет 
очень близна к функции L(q', ч, t), т. е. к L(q', q, t). 

Действительно, пусть преобразо'вание (5) - (6) очень близко I{ 

q = q, ч' = q' в том смысле, что (5) - (6) принадлежит семейст
ву преобразований 

. q = q + 8/ + 0(8), ч' = q' + f·r + 0(8) **), (9) 

*) Правило преобразоваНIIЯ (8) лаrранжевых, производных можно сФор
мулировать, сказав, что в аилу (6) и (7) n-вектор ведет себя при отобра
жении (5) так же, как Rовариантный тензор в одном лишь пространстве (q), 
а псременная t в формуле (5) не принимается во внимание. С другой ст(}
роны, правило преобразования (6) вентора скорости не соответствует пре
образованию Rонтрвариантного тензора в пространстве (q), если t входит 
явно в формулу (5), т. е. если qt =1= О. 

**) Под о(е) подразумевае'I'СЯ фующия q', q, t, обладающая тем свой
ством, что отношение о(е) /8 стремится для всех рассматриваемых значе
ний q', q, t равномерно к нулю при 8 -+ О. Заметим, что даже в случае ана
литичности функции f первое из соотношений (9) не влечет за собой вт(}
рое, так юН' производная по t от 0(8) В первом соотношении может не быть 
фУНRцией типа о (8); ср. С понятием «слабой окрестности» в вариационном 
Ilсчислении. 
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где е> О - малый параметр, не зависящий от q, q', t, а f = 
= f (q', q, t) - фиксированная n-вектор-функция, не содержа
щая е и равная, очевидно, частной производной qe при е = О. у с
ловие, что L(q', q, t) очень близка к L(q', q, t), соответствует 
соотношению 

L (q', q, t) = L (q', q, t) + о (е) , (10) 

которое должно было бы выполняться в силу (9) . Однако это 
соотношение имеет место не для всех преобразований вида (9), 
но лишь для таких, в которых n-вектор ! = f(q', q, t) удовлетво
ряет при заданной СIШЛЯрНОЙ функции L = L(q', q, t) некоторо
му условию, а именно тому, что равенство 

(11) 

где! = f(q', q, t), L = L(q',q, t), тождественно удовлетворяется 
в (2n + 1)-мерной области (q', q, t). 

Действительно, подставляя (9) в L(q', q, t} и обозначая через 
л = л (q', q, t) частную производную Le(q', q, t) при е = О, уви-
дим, что 

л. = f·Lq +!' ·Lq .. 

Отсюда на основании (1) имеем 

л = -/. [L]q + (j.Lq.)'. 

Следовательно, по формуле Тейлора 

L(q',q,t) =L(q',q,t) +e{-f·[L]q+ (f·Lq,)'} +о(е), (12) 

поскольку функция L(q', q', t) и ее производная Le(q', q, t) об
ращаются при е = О в L (q', q, t) и { } = л соответственно. Тю, 
как формула (12) справедлива для любой функции f = !(q', q, t), 
входящей в (9), то из (7) следует, что предположение (10) вле
чет за собой обращение в нуль коэффициента 

{ }=л=л(q',q,t) 

при е в формуле (12). Это доказывает, что (11) представляет со
бой условие для функции f, вытекающее из предположения о спра
ведливости соотношения (10). 

§ 11а. Из вышесказанного следует, что если семейство преобра
зований (9) оставляет функцию L(q', q, t} инвариантной при лю
бом е, т. е. если 

L(q', q, t) = L(q', q, t) 
n силу (9), то n-вектор 

!(q',q,t) = (qe)e,=o 

(13) 
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удовлетворяет тождеству (11). Действительно, условие (13) яв
ляется достаточным для того, чтобы выполнялось (10). 

§ 12. I\лассический пример исполъвования того факта, что (11) 
есть следствие (13), будет приведен в § 96. 

Обращаясь к другому примеру, предположим, что (13) или 
по крайней мере (10) удовлетворяются и что 

Lt = о, ft = О, т. е. L = L(q', q), f = f(q', q). (14.) 

Пусть кривая q = q (t), рассматриваемая в § 9, является 
замкнутой в пространстве (q), т. е. что q(t) = q(t + Т) дЛЯ не
которого периода "t > О. Тогда 

о = ~ f·[L]q dt, (15) 
о 

где подынтегральное выражение рассматривается Itак функция t 
вдоль произвольной замкнутой кривой. 

Действительно, f( q' (t), q (t», [L (q' (t), q (t» ]ч, рассматривае
мые как функции t, имеют период"t", так что (15) вытекает из (11). 

§ 13. Если Lt = О, т. е. L = L(q', q), то 

о = ~ q'. [L]q dt (16) 
о 

для любой кривой того типа, который рассматривается в § 12. 
Действительно, (16) следует из (4) точно так же, как (15) сле
дует из (11). 

В частности, если семейство (9) определяется формулами 

q = q (t + е), q' = q' (t + е), 
то из f = (qe)e=o следует f = q'(t) и (15) сводитснк (16). Это 
согласуется с § 9а. 

§ 13а. Пусть L t = О. Соединим две точки q = qI, q =, qII ориен
тированной кривой q = q(t) класса С(2) в области (q). Тогда 
криволинейный интеграл 

11 

~ [L]q dq (17) 
чI 

не зависцт от пути интегрирования, а только от крайних точек q1, 
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qH И значений q', q" в этих точках при условии, что криван q (t) 
лежит внутри односвязной области. Этот результат лишь повто
ряет (16). 

§ 14. Вместо того чтобы рассматривать единственную кривую 
q = q (t), как это было сделано в § 9, рассмотрим семейство ири
вых q = q(c, t), зависящее от некоторого числа m(m~ 1) пара
метров Cj, причем n-вектор-функция q = q(c, t) т-вектора с = 
= (Cj) и времени t принадлежит 1\Лассу С(2) в рассматриваемой 
(т + 1)-мерной области (с, t). Пусть даны дополнительно две 
произвольные функции t1 = t1 (c) И tП = tJI (с) класса C(I) та
кие, ЧТО (с, t1) И (с, tII ) лежат в области (с, t), если с принадле
жит области (с). Тогда, если L = L (q', q, t) - скалярная функ
ция, рассматривавшаяся начиная с § 9, то скаляр 

t Il tIl 

S = ~ Ldt = ~ L(q'(c t), q(c, t), t)dt, ('18) 

t I t I 

является функцией S = S(c) класса C(I) в области (с). 
По основной формуле вариационного исчисления мы будем 

иметь для функции В(с) переменных Cl, ••• , Ст тождество 

II 

~B=~ (-1)V(L-q'·Lq.)!=t'Уl)tv+ 
'1=1 

11 t lI 

+ ~ (-1)V(Lq.)t=t'У·б(q)t=t'У - ~ ([L]q·(')q) t=!'Y dt. (19) 
'1=1 

Оператор (') в этой формуле определяется следующим образом: 

m а 

(') = ~ dCj--, 
дс; 

(20) 
j=1 

так что 

dF(c, t) = Р! (с, t) dt + i'JF(c, t). 

Меняя порядок дифференцирования, можно установить, что 
(~F)' = ~ (F'). Из (20) также видло, что БF = dF, если F яв
ляется функцией одпого с. Следовательно, тогда в (19) имеем 

БS = dS, бtI = dtt, бtП = dtII • 

С другой стороны, i'Jt =1= dt, ТВ,И как 6Р обпащается J] СООТ!Jетстнии 
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с (20) в нуль, если F является функцией одного толыю t, в част
ности, если F = t. 

Очевидно, что сумма пяти выражений в формуле (19) дЛЯ 
6S = dS представляет собой пфаффиан вида 

g\del + ... + gmdem, 

где gj = gj(el, ... , Ст) = gj(e). Следовательно, формула (19) го
nорит лишь о том, что :коэффициент gj(C) этого пфаффиана со
ппадает с частной производной Srj (е) фун:кции S переменной 
с(та:к что, в частности, пфаффиан совпадает с полным дифферен
циалом). Соответственно с этим классичеСlюе доказательство 
Лагранжа формулы (19) заключается внепосредственном диф
ференцнровании функции (18) по ej, в последующем интегриро
вании по частям, опирающемся на определение (1) фун:кции [L]q 
I{ на применении формулы б(F') = (6Р)' к Р(е, t) = q(e, t); ср. 
е доказательством формулы (12). 

ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО 

§ 15. Рассматривая скалярную функцию L(q', q, t) двух п-венто
ров r( = q'), q и времени t, мы предположили (§ 9), что п-вектор
функция L,.(r, q, t) принадлежит классу С(1) в исследуемой 
области (r, q, t). Для последующего нужно предположить допол
нительно, что янобиап КОМП(]/I('НТОВ l~'j вектора L r по отношепию к 

компонентам ri вектора r, т. е. гессиап det (Lri rk ), не обращается в 

нуль ни в одной точке (2п + 1) -мерной области (r, q, t). Тогда 
можно отождествить функцию L(r, q, t} с функцией L(r, s), рас
смотренной в § 8, причем параметрический вектор s (с произволь
ным числом l компонентов s 1 , ••• ,Sl) имеет здесь I{омпоненты, 
равные компонентам ql, ... , qn вентора q и времени t, та:к что 

l = n + 1. ТаЮIМ образом, при замене r = (ri) на q' = (q/) фор
мулы (4), (5), (6) § 8 переходят в следующие: 

р = Lч'(q', q, t}, (11) 

q'= Нр (р, q, t)., 

L(q',q,t} +H(p,q,t) = q'.p, 

(I. ) (Н )= Е 
ч;'чk' PiPk ' 

тогда нат, формула (7) зтого параграфа распадается на две фор
мулы: 

Lq(q', q, t) + Hq(p, q,t) = О, 
L t (q', q, t) + Н! (р, q, t) = О. 
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Векторные соотношения (11) - (12), (31) И скалярное соотно
шение (32) допускают двойную интерпретацию, объясненную в 
.Iюнце § 8. В соотвеТСТВlIИ с (22) условия 

det(L, ,(q', q, t»=F О, (41) 
Ч. qk 

det(H (p,q,t»=FO (42) 
PiPk 

эквивалентны одно другому в силу формул преобразования (11)
(12). Последние же являются R силу изложенного в § 1 взаимно 
обратимыми и инволюционными. 

В результате применения к кривой q = q (t), рассмотренной в 
§ 9, преобразования (11) или (12) зта кривая класса С(2) в n-мер
ной области (q) и вектор скорости q' = q' (t) вдоль нее заменяют
ся кривой Х. = Х (t) класса C(I) в 2n-мерном пространстве (х), об
разованном n + n компонентами двух n-векторов р = (Pi), q = 
= (qi). Другими словами, х = (Xj) есть 2n-вектор: 

(5) 
так что 

Н(р, q, t) = Н(х, t). 
§ 16. Компоненты Р; n-вектора (1]) обычно рассматриваются KaI, 
«обобщенные импульсы», которые являются по отношению к дан
ной функции L(r, q, t) «канонически сопряженными» с К01,lпонен
тами ri = q/ вектора «скороетю) r = q'. Пространство (n-мерное) 
«обобщенных координат» q называется (<позиционным пространст
ВОМ», а 2n-мерное пространство (х), определенное посредством 
(5) ,- «фазовым пространством». Целое число n называется «сте
пенью сnободы». Наконец, L и Н называются ассоциированными 
друг с другом функциями JIагранжа и Гамильтона соответственно. 

Что касается представления лагранжевых производных с по
мощью функции Гамильтона, то из (11), (31) § 15 и из (1) § 9 
I1ИДНО,ЧТО 

р' + Нч(р, q, t) = [L]q, (6) 
тогда как в силу (12) 

- q' + Н Р (р, q, t) = О. 

Аналогичным образом (1]), (2), (3) показывают, что формула 
(4) § 9 эквивалентна следующей: 

Н' -Ht = q'. [L]q. 

§ 168. Вместо функции. Лагранжа L(q', q, t) с n степенями ево
боды рассмотрим функцию L·, определяемую в соответствии с (5) 
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формулой 

т 

L"(x',x,t)= -Н(Х:, ... ,Х21l,t)+ ~x;x~+n. (7) 
;=1 

Таким образом, функция Е' имеет 2n степеней свободы, но вмес
те с тем содержит только n из 2n с.оставляющих х/ скорости, а 
2n компонентов Xj вектора х в фазовом пространстве рассматри
ваются как компоненты вектора в 2n-мерном позиционном прост
ранстве. 

Прибегая 1\ определению лагранжевой производной для функ
ции (7) 

[Г]х.= L;:. - L;., j = 1, ... , 2т, 
] ] ] 

получим, Что 

[L"J".= Нх . (х, t) -х:+n , • • [L"Jx.+ = Нх .+ (х, t) + x~, 
1 n 1. n 

i= 1, ... ,n. (8) 

Сравнивая формулы (8) и (5), видим, что n-векторные тождест
ва (6), (61) могут быть записаны в симметричной форме 

-q: + Нр . = [L·]p., p~ + Нч . = [L*]q.; i = 1, ... , N. (9) 
1. 1. 1. 1. 

Сравнение (7) и .(21) показывает, что L" = L в силу (5). 

§ 17. Из формул (6) § 10 и (1) § 1.5 следует, что если применить 
в позиционном пространстве преобразование (5) § 10, считая t 
переменным, то соответствующее точечное преобразование фазо
вого пространства определптся единственным образом. Такое 
распрос.транение преобразований n-мерного пространства .(q) на 
2n-мерное пространство (х) будет изучено в § 48. 

Нюне будет рассмотрен более общий случай, а именно случай 
преобразований пространства (х), н:оторые не обязательно вытена
ют непосредственно из преобразований пространства (q). 

Если У обозначает 2n-веI\ТОР, в н:оторый преобразовывается 
х, то эти преобразования имеют вид У = У (х, t), где в соответст
вии с (5) 

У = (Yj), j = 1, ... ,2n, 

У; = Ui, Yi+n = Vi, i = 1, ... ,n, } (10) 

причем и = (и;) и V = (Vi) суть n-векторы, которые предстамя
ют новые импульсы и ноординаты соответственно. 
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Мы будем предполагать, что якобиан !/х (х, t) для 2n-вектор
функции у (х, t) принадлежит классу С(1) J[ не обращается в нуль в 
рассматриваемой (2n+ 1) -мерной области (х, t). Тогда отображения 

у = у (х, t), (11 1 Ь 

х = х(у, t) 

двух фазовых пространств (х), (у) друг в друга прцнадлежат 
;s.лассу С[1] при каждом фиксированном t. В силу этих формул 
преЬбразования фУНIщия положения, определенная в прост
ранстве (х, t), переходит в функцию положення в пространстве 
(у, t) и яаоборот. Например, если F = F(y, t) есть скалярная 
функция класса СО), то частное дифференцирование дает в силу 
(111) ИЛИ (112) тождество 

F x =-= r\Fy , (12) 

где Г = УХ (aet г =1= О). Предосторожность необходима лишь при 
преобразовании частной производной F t по времени t *). Действи
тrльно, производная F t (у, t) при Фи"сированном у не совпадает 
в силу (111) С Ft(y(x,t),t), где фиксировано х. Будем подразу
мевать (если не оговорено противное), что якобнева 2n-матрица 
Г, входящая в тождество (12), выражена с помощью (112) каll: 
фУНIщия у и t, а через Г ! обозначим матрицу, получаемую при 
частном дифференцировании 4n2 элементов матрицы Г{у, t) по t 
при фиксированном у. Кроме того, через У! будем обозначать 2n
вектор УI (у, t), получаемый после частнOl'О дифференцирования 
у (х, t) по t при фиксированном х с последующей заменой х че· 
рез у И t с помощью (112). Таким образом, 

Yt= Yt(y,t), 

ух = Г = Г (у, t) (det Г =jb О). 

Пусть У! также принадлежит классу СО). Тогда с ПОМОIЦЬЮ неп!)· 
средственного дифференцирования (см. § 2, § 1) найдем, что в 
силу формул преобразования (111) - (112) класса С[I] имеют мес-
то соотношения: 

УХ = (Ху)-!, 

у' = (ух) х' + Yt, 

(141) 

(142) 

(14з ) 

*) ер. с. «лагранжевой» и «зйлеровой~ точками зрения ,в Юllfематике 
f/спрерывных сред. 
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причем (14,) и (142) при каждом фиксированном t суть тождест
ва в фазовом пространстве, а (142) есть тождество по t вдоль лю
бой кривой у = y(t) или х = x(t) класса C(I) в фазовом прост
ранстве. Используя (:131), (132), можно переписать (141), (142), 
(14з) в виде 

Ху = Г-1 , 

у' = Г.х' + Yt. 

§ 18. Нет необходимости говорить, что все эти тождества спра
педливы также и тогда, когда х или у суть векторы не в 2n-мер
ном фазовом пространстве, а в пространстве с любым ЧИСЛОМ 
измерений m. С этой точки зрения формулы (111) и (15з) 
не отличаются от формул (5) и (6) § 10, а формулы (12), 
(151), (152) могут быть использованы для проверки тожде
ства (8) § 10. 

Если FI, ... , F! суть скалярные фующии класса C(I), завися
щие от т-вектора х и, возможно, от t, то через 

1 1 
(Fж , ••• ,Fж) (15а) 

будем обозначать «якобиеву матрицу», в которой столбцы являют
ся градиентами функции F по отношению к х, так что эта матри
ца имеет т строк и l столбцов. 

Будем называть функции Fl , ... , Fl независимыми в рассмат
риваемой области, если матрица (15а) имеет ранг 1 в этой облас
ти *), т. е. в каждой точке области существует необращающийся 
в нуль минор с l столбцами и l строками (подразумевается, что 
l~ т). 

Будем называть функцию консервативной, если она не 
зависит явно от времени. Например, преобраЗ0вание (11,)
(112) назовем нонсервативным, если у = у (х) 11, следовательно, 
х = х{у). I\онсервативные функции х отображаются с помощью 
консервативных преобразований в функции у, являющиеся так
же консервативными. Из (32), § 15 видно, что если функция Лаг
ранжа L является Iюнсервативной (L = L(q', q», то такой же 
будет функция Гамильтона II = Н (р, q), и наоборот. 

§ 19. Положим т = 2n и обозначим через (e"i) и (О) единичную 
и нулевую n-матрицы соответственно. 

*) в соответствии с общепринятой теореомой это определение незави
симости совпадает с классическим попятием, если препебречь нигде по 
uЛОТIJ,blМfI мнощеСТJjами в ПрОС'l:раНСТ!lе :С. 
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Пусть 1 обозначает постоянную 2m-матрицу *) 

(e~) ) 
(О) , (16) 

так что l' = -1, 1-1 = -1, rlet 1 = 1. Тогда В соответствии 
с (16), (5) и (6) 2n-векторное соотношение 

x'+IHx === (Р'\ +т(Нр )== (P'+Hq)=([L]q) (17) 
q' ) \ Н q q' - н р О 

где Р, q, Hq , Пр, [L]q и О суть n-векторы, представляет собой тож~ 
дество по t. 

Ниже мы будем пользоваться при заданной функции Гамиль~ 
тона Н = Н (х, t) дифференциальным оператором V, определен~ 
вым формулой 

(18) 

где F = F (х, t) - скалярная функция класса C(l) так что V F 
представляет собой непрерывную скалярную фУНlщ~ю в (2n + 1)
мерной области (х, t}. 

§ 20. Если две скалярные функции F, G от 2n-вектора х = (Xj) 
принадлежат классу C(l), то можно определить непрерывную ска
лярную функцию (F; С) от х, полагая 

(19) 
так что (в силу (16» 

.. B(F С) 
(F; C)=~ , 

i=1 д (XiXi+n) 
-(G;F). ( 19t ) 

Таким образом, если Fl, F2, F3 принадлежат классу C(l), то 

(РР; РЗ) = (Р; РЗ)F2 + (Р; Fз)Ft, (20д 

(Р! + Р; ]i'3) = (Ft; РЗ) + (Р; F3). (2~) 

Пусть Fl, F2, рз принадлежат классу С(2). Тогда, применяя 
(19) к функциям F = (Fl;]12); G = РЗ, получим, что «Р; ]12); РЗ) 
имеет вид 

«Fl; ]12); РЗ) = {]12, РЗ; Р} - {Ft, РЗ; Р}, (21) 

*) Эта кососим.метричес.кая матрица, играющая в дальнейшем фунда~ 
менталъную роль, ооответствует, как известко, нормальному виду произ

вольной неособенной кососимметрической билинейной формы. Другими сло
вами, для любой неособенной кос.ОСИАшетричеекоЙ матрицы S существует 
lIеособенная матрица Т такая, что T\ST = 1. 
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причем через 

обозначается некоторая трилинейная форма, составленная из 
частных производных Gl, G2, G~ и являющаяся симметричной по 
отношению к G\ G2. Даже без испольЗования явного выраже
ния для {G1, G2, G3} мы получим из (21) 

«Fl; Р); РЗ) + {(Р; РЗ); Fl) + ({РЗ; F1); J?2) = О. (22) 

Так как (F; const) = О в силу (19), то из (201), (202) С оче
видностью вытекает, что если F = F(F1 , ... , FI) есть CIшлярная 
фУНIщия некоторого числа l незави:си:мых скалярных переменных 
Fk и если каждое из Fk и G суть заданные функции класса С(I) 
от х = (Xi), то соотношение 

(F(Ft, ... ,Fт); G)= ~ (Р; G)FFh(F1, ... ,Fт), (23) 
k=t 

где через FFh обозначена частная производная F =·F(F\ ... , Fт) 
по Fk, представляет собой тождество по х при любой полино
миальной функции F, а следовательно, Иi для любой F класса C(I) 

В соответствующей области (F1 , ... , Fm). 

§ 21. Если заданная функция Гамильтона Н (х, t), а также три 
скалярные функции F(x, t), Р(х, t), Р(х, t) и частные производ
ные F t 1, F t2 принадлежат классу C(I) в(2n + 1)-мерной области: 
(х, t), то формулы (18) и (19) показывают, что соотношения 

VF = Ft + (Н; F), 

суть тождества в этой области. Отсюда следует, что если F(x, t), 
G(x, t) и заданная фунIЩИЯ Гамильтона Н(х, t) npинадлежат 
классу С(2), то 

V (F; G) = (VF; G) + (F; VG). (25) 

Действительно, применяя (22) к функциям 

Ft = F, F2 = G, F3 = Н 

И выражая (Н; F) и (G; Н) = - (Н; G) с помощью (241), легко 
получим, что в силу (202) И (242) 

(Н; (F;G» = (VF-Ft;G) - (VG-Gt;F) == 
= (VF; G) + (F; VG) - (F; G),. 

Сравнивая это тождество с (241), придем к (25). 
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§ 22. Вместо билинейной дифференциальной операции (19), при
меняемой к паре скалярных функций F, G вектора х = (Хз) , 
можно рассмотреть «полярную» дифференциальную операцию, 
которая применяется к 2n-вектору у = (Уз), зависящему от двух 
скалярных переменных /, g. Если функция У = У (j, g) ПрИНaд,JIе·· 
жит классу C(I) в рассматриваемой двумерной области и, g), то 
упомянутая билинейная операция связывает с 2n-вектор-функ
цией у = у и, g) непрерывную скалярную функцию 

[/; g] = у/. Iyg, (26) 
так что (в силу (16» 

[j. ] = ~ _д(у;, Yn+i) = _ [ . f] 
, q LJ д (/ ) g, . 

;=1 ,g 

Легко можно проверить, что из соотношения, аналогичного (21) 
и соответствующего (22), B~YTeKaeT тождество 

(27) 

для любой 2n-вектор-фуНIЩИИ Х = Х (ft, f, jЗ) класса С(2) трех 
скалярных переменных f\ f, jЗ (нижние индексы f в (27) обо
значают частное дифференцирование). 

§ 23. Если функция F = Р(х) такова, что (Р; G) = О в рас.
сматриваемой области (х), то говорят, что F находится в инволю
ции с G = G (х). Тогда в силу (19) и функция G находится в 
инволюции с Р. 

В силу (23) любая функцияF = F(G) находится в инволю
ции с G. Если F\, F2, FЗ принадлежат классу С(2) и если FI нахо
дится в инволюции с Р и FЗ, то в силу (22) F\ находится также 
в инволюции с (Р; F3). 

Если функции Fl , ... , F! класса C(l) 

(i) находятся в инволюции друг относительно друга и 
(ii) независимы в рассматриваемой 2n-мерной области :ъ, 

TU l'tJНUРЯТ, что эти функции образуют инволюционную систему . 
.Dсли из условия (ii) и из § 18 (где 1n = 2n) вытекает лишь не
равенство l ::::;;;; 2n, то из обоих условий (i) и (и) следует, что l ~ n. 
Действительно, из (i) и определения (19) вытекает тождествен
ное обращение в нуль матрицы (Fxi. IFxk) С l строками и l столб
цами, где 2n-матрица 1 явллетсл в силу (16) кососимметрической 
и неособенноЙ. Вместе с тем из условия (ii) вытекает, что матри
ца (15а) с 2n строками и l столбцами должна иметь ранг l. 

На основании же обычных свойств кососимметрически:х мат
риц (или же непосредственно используя выражение для 1) ПО
лучим, что если l > n, то (ii) противоречит (i). 



§§ t5-25. ФАЗОВОЕ nРОСТРАНС1'ВП 31 

Если (i) заменить БШlее общим условием: 
(ia) каждая из фующий (Р; Р) (i, k = 1, ... , l) от х есть 

функция Р = P(Pl, ... , PI) заданных l функций Pl, ... , pl, то 
говорят, что Pl, ... , рl образуют в рассматриваемой области х 
ФУ1l1ЩUО1lаЛЬ1lУЮ группу. В случае такой функциональной груп
пы нельзя заменить неравенство l ~ 2n неравенством l ~ n. 

Если t входит явно в Р, то предполагается, что три определе
ния этого параграфа справедливы при каждом фиксированном t 
и любых х в области (х, t). 

§ 24. Определения § 23 могут быть проиллюстрированы на клас
сическом примере, встречающемся в задаче многих тел. С этой 
целью рассмотрим 6n компонент Xj вектора х, обозначая их через 

Sh, 1]h, ~h, 3'1, Hh, Z" (h = 1, ... , n). (28) 
n 

Выбрав n сналярных нонстант т" п обозначая ~ = ~ , определим 
h=1 

l = 9 функций Р, ... , р9 по формулам 

р; = ~ Hh~h - ~ Z1]h, PI~ = ~ 3 h, PI;I = ~ тh~h - t ~3h, 
(291) 

Р1 = P I\ Ji'2 = F I
fJ , ... , 

причем FvfJ, Pv'e. для v = 1, 11, 
ской нерестановкой ~, 1], ~ и 
mh> О. 

P5_ p fJ VQ-P~ 
- 11, ••• , г - - III, (292) 

111 получаются из (291) ЦИRличе-
3, Н, Z. Предполагается, что БСС 

Легко удостовериться в том, что если исключить из 6n-мер·· 
наго фазового пространства конечное число аналитических 
гиперповерхностей, то не ТОЛЫЮ семейство (292) девяти фунн
ций, но И любое подсемейство этого семейства состоит из функ
ций, являющихся независимыми в смысле определения в § 18. 
Применяя далее формулу (19) R паре функций Р = рт, G = рв, 
определенных согласио (292), приходим К выводу, что матрица 
«Р; рт» 9 Х 9 сналярных функций (РВ; р,.) равна в силу (29]) 

((ро; рТ» = (~;I ~rI ф;г), (ЗО) 
Фш-М О 

где 

( 

О р} -P/I) 
ф" = _Fr. О F}-

F/' _р"'" О 
и О обозначает трехстрочечную нулевую матрицу, а М - произ-
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ведение положительной скалярной постоянной };mh на трехстро
чечпую единичную матрицу. Сравнивая (30) с формулами в § 23 и 
пренебрегая упомянутыми выше гиперповерхностями, можно за
ключить, что девять функций (292) образуют функциональную 
группу, не являющуюся, однако, и н в о л ю Ц и о н н о й системой. 
Этот же Bывдд справедлив для трех фУНIЩИЙ F r, в то время нан 
три функции Fп; а также три функции Fш образуют инволюцион
ные системы. Кроме того, любая из функций F1 находиТ{;я в инво
.:rюции с функцией Fп или функцией Fш тогда и только тогда, 
когда индексы ~, 1], ~ всех этих функций берутся одни и те же, 
а любая из функций Fп находится в инволюции с Fш тогда и толь
ко тогда, когда индексы ~, 1], ~ этих функций различны. 

§ 25. Обращаясь к соответствующей паре преобразований (111) -
(112) фазового пространства, можно ввести две кососимметриче
ские 2n~матрицы, являющиеея функциями положения в (2n + 1)
мерной области (у, t) и определяемые следующим образом: 
первая из этих матриц «Yi; УК» образована (2n)2 скалнрными 
функциями (Yi; Уn.), которые получим, полагая функции F и G в 
(19) равными двум произвольным компонентам {ji = У; (Х, t) , 
Yk = Yk(X, t) 2n-вектора (111) и выражая затем Х, как и в § 17, 
с помощью (112) В виде функции от (у, t); вторая же матрица 
([Yi; Yk]) образована (2n)2 скалярными функциями [Yi; Yk], ко·· 
торые получим, полагая функции f и g n (26) равными двум щю
извольным компонентам Yi, Yk 2n-вектора У. Таним образом, еСЛJ\ 
индексы i и k относятся к строке и столбцу соответственно, то из 
определений (19), (26) и (16) вищно, что дв,е уназанные 2n-мат
рицы !Могут быть записаны как произведения 

«Yi; Yk) = Yxly' х, ([Yi; Yk]) = х' Ixy, 

причем l' = -1 = 1-1. На основatНии (132) И (1.52) получим да-
лее, что 

(31) 

так что обе матрицы (31) являются транспонированными обрат
ными матрицами по отношению друг к другу и они могут быть 
выражены через якобиеву матрицу Г = Ух. 

КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

§ 26. Используя. фУНIщию Гамильтона Н = Н (х, t) класса С(1) И 
преобразовапие (111) - (112), удовлетворяющее С-условиям § 17, 
и принимая во внимание (12), (131), (132), определим в (2n + 1)
мерной области (у, t) 2n-вектор-функцию w = шН, полагая 

шН(у, t) = шН = IYt + I-1ГIГ'Ну• (1) 
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Если преобразование (111) - (112) фазового пространства 
(или, точнее говоря, вектор У! (у, t) и матричная фУНlЩИЯ Г(у, t), 
соответствующие этому преобразованию при произвольной функ
цИИ Н) обладает тем свойством, что для к а ж Д о й функции Н = 
= Н(х, t) существует скалярная функция К = КН = КН(у, t), 
с помощью которой 2n-вектор-функция (1) представима как гра
диент Ку(У, t) по отношению к 2n-вектору у, то (111) - (112) на
зовем каноническим преобразованием. Очевидно, что при задан
ной Н функция К = КН или не существует, или же определяется 
G '!'очносТJ,Ю до произволыlйй аддитивной фующии одного лишь t. 
Поэтому две фУНКЦИИ К = [{Н не будут рассматриваться как раз
личные фУНКЦИИ, если их pa:JHOCTL не записит от У. 

Имея в виду выделенное ра:JРЯДКОЙ в приведенном онределе
нии слово «каждой», заметим, что функция К будет существовать 
для н е к о т о рой Н и тогда, когда преобразование неявляет
ся каноническим (например, таким является случай Н = сош;t 
при любом преобразовании). Вопрос о том, каковы должны 
быть функции Н, для которых К ·существует в случае заданно
го неканопического преобразования, мы рассматривать не бу
дем (ответ на этот вопрос связан с теорией функционаJIЬНЫХ 
l'рУПП Ли). 

§ 26а. Мы придем к 2n-вектор-фуНJЩИИ шН (у, t), а затем ({ R по
пятию канонического преобразования, если подвергнем опера
цию (17) произвольному преобразовапию (111) - (112) с учетом 
того, что 2n-вен:тор х' + IHx (х, t) не является функцией lJоложе
НИЯ в (2n + 1)-мерной области (х, t), поскольку она определена 
JiИШЬ по отношению н произвольной заданной в этой облас ги кри
вой (хи) , t) класса С(I). 

Во-первых, ;tlЗ (15з) и (12) вндно, что (111) преобразует 
фУНКЦИЮ х' + IH,'t В сумму функций Г-1 у' - [-1 у! и If'Hy, от
куда, DОСRОЛЫiУ в силу (16) 1 = 1-1, имеем в соответствии с оп
ределением (1) 

:1;' + IHx = Г-1 {у' + I1УI + II-1fIf'Ну} = [-1 {у' + IшН}. (2) 

Это означает, что н е о с о б е н н а я ЯRобиева матрица (132), 
независимо от того, является или не .!Iвляется преобразование 
(111) каноническим, преобразовывает векто~фУНКЦI{Ю х' + IHx 

переменного t в вектор-функцию у' + 1 шН переменного t вдоль 
любой кривой класса C(I). Отсюда следует, что преобразова
ние (111) является каноническим в том и только в том случае, 
если вектор х' + IH х преобразовывается при про и з в о л ь н о й 
функции Гамильтона Н (х, t) и вдоль про и з в о л ь н О й кривой в 

3 А. Уинтнер 
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вектор того же самого вида, т. е. в вектор у' + IK1/' где новая 
функция Гамильтона К = К(у, t) = КН зависит от Н, но не за
висит от выбора кривой. 

§ 27. Далее покажем, что преобразование у = у (х, t), х = 
= х (у, t), рассмотренное в § 17, является каноническим тогда и 
только тогда, когда существует скаJIЯр J.L, постоянный в рассмат
риваемой (2n + 1)-мерной области и такой, '!То матричное соот-
ношение 

rIr' = IJ.I, (3) 
где 

Г = Г (у, t) = уж (1-1 = l' = - 1, det 1 = + 1) 

удовлетворяется в этой области тождественно. В соответствии с 
(3.1) § 25 можно выразить это условие через одну из двух мат
риц «Yi; уп», ([Yi; уп]). 

Применение к (3) теоремы умножения определителей пока
зывает, что абсолютная величина постоянной IJ. определяется 
одинственным образом якобианом det Г (=1= О), так как 

(detr)2= J..L2n, (4) 
откуда 

О =1= I det Г (у, t) I = IIJ.I n = const. 

Функция Гамильтона К = К(у, t), к которой приходим от 
функции Гамильтона Н (х, t) после liaнонического преобразова
ния, выразится формулой 

K=J.LH+R, (5) 

причем подразумевается, что в JI (:с, t) переменная х выражена с 
помощью (112) через (у, t), а R = R(y, t) является скалярной 
функцией, для которой R t (у, t) принадлежит классу С(\). 

В заключение будет показано, что R и 2n-вектор (131) § 17 
связаны друг с другом тождеством 

IYt = R1/' (6) 

где у! = Yt(Y, t), R = R(y, t). 
Отсюда вытекает, что не только J.L, но и R зависит только от 

канонического преобразования у = у (х, t), но не от выбора п. 
В самом деле, функция R = R(y, t) может быть получена на ос
новании (6) при помощи квадратур в области у при фиксирован
ном t, так что остается неопределенной лишь аддитивная функ
ция t. Это согласуется в силу (5) с § 26. Поэтому две функции R 
будут рассматриваться тождественными, ес.ЩI их разность не за
висит от У. 



§§ 26-З8. Н.А1!ониtIЕС1<ИЕ tlPEb!Jp АЗОВАl1Ю! 35 

Имея в виду (3) и (5), назовем скаляры !J. и R (у, t), соответ
ствующие 1\аноническому преобразованию у = у (х, t), множите
лем и остаточной функцией этого преобразования соответственно. 

Доказательство утверждений этого параграфа будет приведе
ВО в §§ 28-30. 

§ 28. Прежде всего леГ1\О видеть, что лемма, сформулированная в 
конце § 4, применима 1\ (1), если положить а, А, /ж, т равными 
Yt, I-1fIf" НIJ, 2n соответственно и сохранить t фиксированным. 
Из этой леммы тогда следует, что при преобразовании рассмот
ренного выше вида (§ 17) функция (1) § 26 будет представлять 
градиент КIJ = КIJ(У' t) для соответствующей К = Кn при лю
бой Н тогда и только тогда, когда IYt равен градиенту RIJ соответ
ствующей фуНI\ЦИИ R(y, t), а I-lГIf\ есть произведение единич
ной 2n-матрицы и скаляра !J., не зависящего от У и зависящего 
только от параметра t. Другими словами, преобразование являет
ся каноническим тогда и только тогда, когда существуют соответ

ствующие функции R = R(y, t) и !J. = !J.(t) , удовлетворяющие 
формулам (6) и (3). 

Наконец, .подстановка (6) и (3) в (1) приводит 1\ фуmщии 

шН = Ry + I-1!J.IHII, 

где шН = Ку, !J.y = о. Отсюда следует, что 
Ку = (R + !J.H)IJ' 

и тогда мы придем к (5), пренебрегая произволъной аддитивной 
функцией одного ЛИПIЪ t. 

§ 29. Критерий, ДО1\азанный в § 28, является вариантом крите
рия, приведенного в § 27, так 1\ак 1\аждый из этих 1\ритериев яв
ляется и необходимым и достаточным для того, чтобы преобразо
вание было 1\аноническим. Отличие состоит tI том, что в § 28 до
пускается, а в § 27 не допускается зависимость !J. от t. 

Однако следует иметь в виду, что мы не можем найти для про
извольно заданной пары R, !J. преобразование х = х (у, t), удов
летворяющее условиям (6), (3). Действительно, 

Yt = Yt(y, t), г = Г(у, t) = уж; 
так что условия (6), (3) представляют собой очень сложную си
стему дифференциальных уравнений в частных производных ДЛJl 
2n-вектор-функции х = х (у, t). 

Кроме того, в § 30 мы УВЩИМ, что условие !J. = com;t являет
ся условием интегрируемости этих дифференциальных уравнениii 
в частных производных (так, что изложеlИIое в § 27 следует из 

3"" 



ЗG ГЛАПЛ 1. J~ИНАмиrIF.СIШЕ ОПЕРАЦИИ 

результатов § 28). Так I.ar, д.'IН nыбранной соотвеТСТDУJOЩЮI об
разом 1.1. = ~t(t) тождество (3) справедливо D силу результатов 
§ 28 и так ка!, пз (3) следует (4), то достаточно дог;аЗ1lТЬ, что 
(det Г) 2 не может зависеть от [. В свою очередь, посколы;у 
det 1 = +1, '1'0 

det (r'Ir) = (detr)2, 

11 достаточно доказать, что матрица r'lf не может зависеть от t. 

§ 30. В 3aI\ЛючениР. понажем, что для ПРОНЗВОЛI.ного преобразо
вания х = х (у, t), иот()рое не обязательно удовлетпоряет усло
пию (3) прн 1.1. = 1.I.(t) и даже при ~t = 1.1. (у, t), фУНII:ЦИЯ R = 
= R (у, t), удовлетворяющая условию (6), существует пли не су
ществует в зависимости от того, зависит или не зависит от t мат
рица f'Ir, где Г = Г(У, t) = ух. 

Прежде всего в силу § 17 легко проверить, что если 1 есть мат
рица (16) § 19, то из (151) § 17 имеем 

(IYt)lI= I(Yt)y, (7) 
так что 

Следовательно, матрица (lYt) у является. симметричееI'ОЙ тог·· 
да и только тогда, когда 

или 

Ir tr-1 = (Irt r-1) \ 

r'Ir t + ft'If = О. 

(8) 

Так н:ак 1 = const, то последнее условие перепишется в виде 
(f'If) t = О. Отсюда следует, что матрица (IYt) у является сим
метрической тоща и тол:ько тогда, Iюгда 2n-матричная функцю[ 
r\lr не зависи'г от t. Вместе с тем эта матрпца является в силу 
сказанного в начале § 3 симметрической тогда п толыю тогда, 
когда вектор IYt представляет собой градиент, т. е. тогда и только 
тогда, J,огда существует R = R (у, t) такая, что равенство (6) 
удовлетворяется тождественно по у при любом фиксироnанном t. 
Доказательство можно считать на этом законченным. 

Возвращаясь к § 29, можно сделать вывод о том, что утверж
дения, высказанные в § 27, доказаны теперь полностью. 

§ 31. Из определения каноничеСRОГО преобразования (§ 26) вид
но, что сово},упность всех каионичеСЮIХ преобразований, опреде
ленных в одной и той же (2n + 1}-мерной области, образует груп
пу. Правило составления ЯI{обиевых матриц Г, остаточных Функ
l~ий R и: множителей. 1.1. таково, что если Г1 , R1, ~1 И Г2, R2, 1.1.2 
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принадлежат двум ],аноничесним преобразованиям, а Г, R, ~t
], каноничеСIiОМУ преuбразованию, Ii которому приходи м В резуль
тате второго из этих преобразований после первого, то 

r = Г2Г1 , (D t ) 

/J. = /J.l~t2, 

R = /J.2Rf + Н2• 

Эти формулы леша вынести с помощью (3) и (6). Из (3) и (6) 
танже впдно, что если Е обозначает единичную 2n-матрпцу, то 
Г = Е, 11 = 1, R = О соответствуют тождественному преобразо
ванию у = х. Поэтому из (91), (rJ2), (9з) вытекает, что ('сли Г, R, 
/1 принадлежат каНОНIIчеСIЮМУ преобразованию, то 

r-1, -/J.-1R, IJ.-t (10) 

соответствуют обратному преобрззованию. 

§ 31а. Напомним, что преобразование является каноничешшм 
тогда и ТШIЬКО тогда, когда 

r'lr = ~I, 
где 

r = r (у, t) = ух, /J. = const =F О, 

т. е. что (:) Эl,НJrвалентно (11). Действительно, если 

гrГ' = IJ.I =F О, 

то, ПОСIШЛЫ,У 1-1 = -1, имеем 

Г' = /J.I-1r-1I, 
так что 

г' = p,I]'-Ч J, 1"IГ= ~tT. 

(11) 

§ 32. В § § 62- 63 будет доказано, что из (:3) вытеIiает условие 

det l' (у, t) = /J." (/J. = const =F О), (12) 

которое в случае нечетного числа степеней свободы является бо
лее сильным, чем (4). 

§ 33. Пусть х" и yV, v = 1, II суть четыре 2nv-вектора, и пусть 
xl II И уl П обозначают 2 (nI + nп) -веиоры, полученные в резуль
тате объединения компонентов x I , хН и у\ уН. Если оба компо
нента преобразований х" = х" (у\', t) являются каноничеСIiИМИ, 
причем IJ.v И Н .. = RV(y", [) суть множителя и ос.таточные 
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функции соответственно, и если JlI = JlII, то из § 27 видно, 
что преобразование хI п = xI II (yI II, t) является также канониче
ским, для которого множитель и остаточная функция суть JlI = 
= JlП иRI + RП. 

§ 34. Каноническое преобразование у = у (х, t), х = х (у, t) на
зывается полностью каноническим, если любая функция Гамиль
тона Н(х, t) преобразуется в функцию Гамильтона К(у, t), сов
падающую при у = у (х, t) с Н (х, t), так что при любой Н 

К(у, t) = Н(х(у, t), t), (13) 

т. е. (см. (5), (12» 

Jl= 1, R(y,t) =0 (det Г = 1). 

Очевидно, что эти преобразования образуют подгруппу той 
группы, о которой говорилось В § 31. 

§ 35. Другую подгруппу получим, рассматривая канонические 
преобразования х = х(у, t), являющиеся консервативными 
(см. конец § 18), так что х = х(у). Из (6) видно, что и для этой 
подгруппы преобразований R(y, t) = о, так что (5) сводится к 
К = JlH. Из (13) поэтому следует, что консервативное канониче
ское преобразование является полностью каноническим тогда и 
только тогда, когда его множитель равен + 1. 

§ 358. Пусть: Р(х), G(x) суть две скалярные функции х класса 
С(!), и пусть определение (19) § 20 записано в виде 

(Р; G) ж = F жIGж, 

причем верхний индекс х указывает на зависимость функции 
(Р; G) от системы координат х. 

Если у = у(х) - другая система координат, то в силу (12) 
§ 17 получим, tr'l'O 

так что в соответствии с § 1 

(Р; G)ж = FI/·r'IrGI/' 

Следовательно, если толы\О условие (11) выполняется, то нез8ВИ
симо от конкретного вида функций F и G 

(Р; G)Ж = Jl{F; G)I/. 
В соответствии с этим консервативные канонические преобраво
nапия у = у{х) характеризуются тем свойством, что скалярная 
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функция (Р; G) остается относительно инвариантной *) при про
из вольных F и G, причем слово «относительно» указывает на 
появление произвольного постоянного множителя I! (так что I! = 
= 1 в случае абсолютной инвариантности). 

§ 36. Если преобразование х = х(у, t) является каноническим, 
а t{) - некоторое фиксированное значение t, то консервативное 
преобразование х = х(у, to) является также каноническим. Это 
видно из (3), если положить I! = const. Если же известно только, 
что преобразование х=х(у, t) оказывается каноническим прилю
бом фИI\сированном t = to, то оно может и не быть каноническим 
при переменном t, так как тогда ничто не гарантирует независи
мость I! от t, т. е. выполнения условий интегрируемости (8) си
стемы (6). Из изложенного в §§ 28, 30 следует, что преобразова
ние х = х(у, t) лишь тогда удовлетворяет условию (3) при лю
бых у и любом t и является, следовательно, каноническим, если 
оно удовлетворяет 

(i) условию (3) при любом у и фИl\сированном t = to и 
(ii) условию (6) при любых у и t. 

§ 37. Рассмотрим, наl\онец, подгруппу тех l\аноничеСI\ИХ преоб
разований, I\оторые являются линейными и однородными отно
сительно 2n I\оордина т фазового пространства, т. е. для I\ОТОРЫХ 
у = Гх, причем Г = f(t) - заданная в неl\ОТОРОМ t-интервале 
неособенная 2n-матрица. Для этой подгруппы соотношения (3) 
и (6) сводятся 1\ следующим: 

ГIГ' = J.LI, Г = Г (t), I! = const =1= О, (141) 
1 

R = -уIГ'Г-1у. (1~) 
? 

'Действительно, Яl\обиева матрица 
уж = Г = Г(у, t), 

составленная для у = r(t)x, равна f(t). Следовательно, 

r_dr_r' 
t-Тt= 

и 

Yt= Г'х, 

где х = r-ly. Остаточная фУНI\ЦИЯ R = R(y, t) представляет со
бой в силу (6) I\вадратичную форму относительно 2n компонен
тов Yj вектора у (матрица формы (142) является функцией одного 

*) Как следствие, инволюционная дара функций (§ 23) является кано
lQtЧески инвариантной. 
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лишь t, и еСШI условне (141) для каноничеСhОГО преобразова
ния у = r(l)x удовлетворено, то эта матрица будет в силу (8) 
симметричеСIЮЙ) . 

§ 38. Пусть, например, 2n-матрица Г (t) имеет вид 

( 
Р (О)) 

Г (t) = (О) Р , 

где Р = Р и) - ()ртогональная n-матрица, так что р' = р-1 И 
ГIг' = 1. "УСЛ()ВIIе (141) будет удовлетв()рено при /l = 1, а усл()
ШIС (14.2) IlРJlмет ВПД 

2R(y, t) = и·р'р'и - иР'Р'и (Р = р'-1), (152) 

если через II = (Ili) , v = (Ui) обозначить n-векторы, определен
ные в соответствии с (10) § 17. 

Например, если n - четное JI P(t) ееть n-маТрllца вида (с()
стоящая из n/2 строк и столбцов) 

(
'Ф О '" О ) 

Р (t) = ~. ~ .' : '. О. ' 

о ... О Ф 

где Ф есть ортог()нальная 2-матрица 

(
COS qJ (t) - sin qJ (t») 

ф (t) = , 
Sill qJ (t) cos qJ (t) 

то, полагая в (152) 

U2/t-1 = 8 k , U2k = Hk , V2h-l = Sk, V2k = 'l']k. 
получим 

n/2 

R(y, t)= q/(t) ~ (~kH't -ТjkЗk). 
k=1 

Если r(t) есть 2-матрица, так что n = 1 и 

r(t) = (a(t) 
с (t) 

ь (t) ) 
d(t) 

(16) 

то условне det r(t) = ~L = COIlSt =1= О ЭI\Вивалентно (141), а фор
мула (142) при условии, что 

у = (~:)= ( :), 
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СВОДИТСЯ К следующей: 

2рЛ = DcdU2 + (Dbc - Dad)uv + DabV2, (172) 
где 

D jg = f'g - g'f· 

КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ И ПФАФФИАНЫ 

§ 39. Если произвольное преобразование У = У (х, t), х = х (у, t) 
пары 2n-венторов х = (Xj), у = (Yj) в фазовом пространстве вы-
ражается с помощью четырех венторов 

Р= (Pi), q= (Qi), и= (Uj), 

представляющих импульсы pi, Ui И 1\оординаты qi, Vi, ТО можно 

написать следующие формульr: 

U = u(р, Q; t), } 
( 11) 

V = и(р, q; t), 

р= р(и, и; t), } 
( 12) 

Q = q (и, и; t), 

x=(~), У=(:.), 

r(u,v;t)=yx= (ир 
U

q
), 

ир с" 

I 
1 = ( (О) (ек) \ = _ l' = _ 1-1. 

- (ei) (О) ) 

(2) 

(3) 

(4) 

Пусть преобразование фазового пространства (11) принадле
жит 1\лассу C(I) и является таюrм, что обе n-вектор-фующии щ, 
и! нринадлежат нлассу С(l) в рассматриваемой (2n + 1) -мерной 
облаСТII. В этом случае П3 УСЛОВIIН (3) § 27 пытекает, что lIреоб
разовани!) (11) - (12 ) будет наноничеСhlIМ тогда и только тогда, 
когда три n-векторных соотношения 

, , '- '} UpUq = llqU p , l'qVp - VpVq , 

Upvq' - UчVр' = /l (eki),: 
(5) 

где /l = const =1= О, суть тождества по (и, и; t) в силу (12). Пер
вые два из этих условий выражают требование, чтобы про из веде
ния UpU q' И VqVp' представили симметрические матрицы. Заме
тим, что ЯRобиевы n-матрицы, из ноторых составлена якобиева 
2n-матрица (3), могут иметь определители, равные нулю, если 
р:аже det r =1= о. 
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Если условие (5) удовлетворяется, то в силу (5) и (6) § 27 по
лучим 

К= JJ.H+R, (6) 

Vt = Ru(u, v; t), -Ut = Rv(u, v; t), (7) 

где Ut, и! получаются дифференцированием (11) по t при фикси
рованных р, q и замены р, q через и, и, t с помощью (1а); см. 
(13i ) § 17. 

§ 40. Назовем преобразование (11) - (12) бинарным, если число 
степеней свободы n = 1, так что р, q, и, v суть скаляры. Тогда 
матрицы Ир, ич , ... суть также скаляры и, следовательно, комму
тативны, а поэтому знак транспонирования можно опустить. Пер
вые два из условий (5) сводятся к О = О, а третье, как легко ви
деть, эквивалентно следующему: 

д(u, и) 
д( ) = JJ. = const =1= О, 

p,q 
(8) 

где и = u(р, q; t), v = v(p, q; t). 
Таким образом, бинарное преобразование (12) является кано

ническим тогда и только тогда, J\оtда определитель якобиевой мат
рицы постоянен (=1= О). 

§ 41. Из § 40 и § 35 ясно, что консервативное бинарное преобра
зование является полностью каноническим тогда и только тогда, 

когда 

д(u, и) 

д(р, q) 
+1, (9) 

где и = u(р, q), v = v(p, q), т. е. тогда и только тогда, когда 
отображение (класса сm ) области плоскости (р, ч) в область 
плоскости (и, v) сохраняет площадь *) и ориентацию. 

Например, условие (9), если р > О, удовлетворяется при 
и = 12р сов q, v = 1'2р sin q, (10) 

где 12р ~ О. 
Вместе с тем переход от прямоугольпых декартовых коорди

нат (и, и) на фазовой плоскости к полярным координатам р, q 
(и = р сов q, v = р sin ч) ве является кавоническим преобразо
ванием, так как якобиан (8) равен тогда р =1= const. 

*) Если сохраняется только площадь, то якобиан (9), т. е. множитмь р., 
равен -1. 
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§ 42. В дальнейшем будем опять считать, что число n компонен
тов каждого из векторов Р = (Pi), q = (qi) в (2) произволъно. 

Если n = 1, то каждое из преобразований u = ±q, V = =Fp 
является на основании § 41 полностью каноническим. В силу ИЗ
ложенного в § 33 такой вывод справедлив и для любого n. 

Если и1, ... ,иn есть любая перестановка И:J Р1, ... ,Рn, а V1, ... 
. . . , Vn - любая перестановка из q1, ... , qn, то преобразование 
и = р, V = q является полностью каноническим. Это видно из 
§ 33 (к Та1\оМУ выводу придем, если выберем n-матрицу Р в (151) 
§ 38 так, чтобы каждая из ее строк содержала в качестве элемен
та 1). 

§ 428. Операция добавления к pi, qi произвольных ПОСТОЯННЫХ 
также представляет собой каноническое преобразование с множи
телем J.L = 1, так как матрица r = Ух является тогда единичной. 
§ 43. Если соотношения между t и парой 2n-векторов х = (Xj) , 
у = (Yj) не заданы, то 

ro=2Rdt+J.LX·ldx+yldy [см. (4)} (11) 

представляет при произволъно заданных скалярных функциях R, 
J.L переменных t, х, У скалярный пфаффиан с (4n + 1) независимы
ми переменными. Предположим, что при любом фиксированном t 
задано соотношение между х и У вида 

F(t; х, У) = о, (12) 

где F = (F:I) есть 2n-вектор, а компоненты F j при любом фикси
рованном t нез8.ВИСИМЫ в указанном в § 18 смысле. Тогда пфаф
фиал с (4n + 1) переменными становится в силу (12) пфаффиа
ном с (2n + 1) переменными. Будем предполагать, что Ft(t; х, t') 
припадлежит классу C(I) в (4n + 1)-мерной области. Тогда (12.) 
при любом фиксированном t неявно определяет локально тополо
гическое отображение 2n-мерных фазовых пространств х и У од
ного на другое. При этом отображающие функции и их частные 
производные по t принадлежат классу C(I) в соответствующих 
(2n + 1)-мерных областях. 

Ниже будет показано, что отоБDажение, неявно определяемое 
(12), является каноническим тогда и только тогда, когда сущест
вует постоянная J.L =1= О и скалярная функция R такая, что пфаф
фиан с 2n,+ 1 переменными, к которому сводится пфаффиан (11) 
с 4n + 1 переменными, есть полный дифференциал *) . 

*) Это характерное СВОЙICJI'ВО ка:ноничес.ких преобразований эквивалент
но определению Ли контактното преобрааования при условии, что t рассмат
ривается как дополнительная коорлипата, которая может быть подверrнyта 
преобра:юванию так же, как и остальпы:е 2n координат фазового пространст
ва (см., наПРllмер, § 9а). 
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Заметим, ЧТО ЭТО свойство пфаффиана инвариантно. Действи
тельно, оно характеризуется симметричностью якобиевой матри
цы для вектор-функции, определяемой ковариантными }\оэффи
циентами пфаффиана, т. е. тождественным обращением в нуль 
ротора ДЛЯ этой функции (см. начало § 3). 

Таким образом, сказанное следует из того фа}\та, ЧТО ротор 
есть тензор *). 

в силу упомянутой только что инвариантности достаточно 
рассматривать (11) в предположении, что соотношение (12) дает 
нам функцию у = у (х, t) в явном виде. 

При вычислениях будем использовать всегда тот фаI\Т, что 
а . СЬ = Ь· С'а в соответствии с § 1 и что l' = - 1 = 1-1. 

§ 44. Прежде всего из (15з) § 17 видно, QTO независимо от того, 
является или не является преобразование У = У (х, t), неявно 
определяемое с помощью (12), наноническим, пфаффиан (11) с 
(4n + 1) переменными можно представить в силу (12) в виде 

ro = Tdt + X·dx, (13) 
причем 

т = 2R- ylYt, 

Х = - !LIx + f'ly, 

где R (t, х, у),!! = !L (t, х, У) суть скалярные фУШЩИИ, входящие 
в (11), а точка обозначает скалярное умножение Х на dx. 11 ред
полагается, что с:каляр Т, определяемый согласно (141), II 2n-век
тор (ковариантный) Х, определяемый согласно (142), выражены 
посредством У = У (х, t) как функции (х, t). Таким образом, фор
мула (13) есть пфаффиан с 2n + 1 независнмыми переменными 
Х1 , ••• , Х2n, t. 

В силу изложенного в начале § 3 пфаффиан (13) является 
полным дифференциалом тогда и толыш тогда, I\OTAa я:кобиева 
матрица по t и х для (2n + 1) -вен:тора, образованнOI'О СI,аля
ром т и 2n liомпонентами функции Х, является· симметричесной 
при любых х, t. Так ка}\ условие симметричности выражается сле
дующими двуМя условиями: 

то критерий, приведенный в § 43, будет доказан, если удастся по
казать, что оба условия (151) и (152), вместе взятые, 3КВIIва-

*) Мы не в прав е 'сказать, что этот э.'1е}lентарныЙ факт соответствует 
условию преДстаВИМО!',ТII ротора в виде раЭНОСТl1 двух ковариантпых про

иаводных, так как таl\ое ус.ловие предполагает привлечение дифференциаль
ной геометрии. Однако в ЛJOбом случае можно провеРИТh ero пепосред:-' 
ственво. 
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JIeHTHы условию (3) § 27, где !l. = const. Следовательно, если учесть 
изложенное в §§ 28, 30, то достаточно доказать, что 

(i) если в (11) !l. = !l. (t), то векторное соотношение (15t ) ЭI{
Dивалентно условию существования функции R, удовлетворяющей 
тождеству (6) § 27; 

(ii) если в (И) !l. не зависит от t, то матричное соотношение 
(152) эквивалентно условию (3) § 27, т. е. условию 

Г'IГ=!J.I (ам. § 31а). 

§ ·1-1а. Прежде всего градиент (y·IYt)", от y·IYt= -Yt1y, оче-
ВНДНО, равен 

(Ух) \IYt - (Yt) '",ly. 

Но (Yt)x = (Yx)t, и так как Ух = Г в силу (3), то из (141) следу-
ет,ЧТО 

Тх = 2R.., - f'IYt + r'tIy, 

где в силу (12) § 17 Rx = f'R y. Так как х и t образуют (2n + 1)
мерную об.тrасть независимых переменных, то производная Xt 

('jE х') тождественно равна нулю. Следовательно, из (142) ясно, 
что если "'" === о, т. е. если ~t = !J. (Х), то (15i) эквивалентно соот-
IюшеНIfЮ 

(Г'Iу) t = 1'.., 

или (если использовать приведенное выше выражение для Т х ) 

(f'IY)t = 2f'Ry - f'IYt + f'tly. 
Так как 

,]·0 последнее соотношение ЭI\Вивалентно следующему: 

2f'IYt = 2f'Ry 

или 

что и доказывает (i) § 44. 
Заметим далее, что если Ilx === о, т. е. если !l. = !t (t), ТО В еилу 

(142) 
Х.., = -!J.I + (f'Iy):x-, 

и так как l' = - 1, то (152) эквивалентно тогда соотношению 

; {{f'IY)x-(f'Iу)\х} = ~tI. 

Но Г определяется RЮ{ якобиева матрица ух точечного преобразо
вания у = у (Х, t) при фиксированном t, тогда как 2n-М3.l'рица 
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{ }, входящая в приведенную тольно что формулу, представляет 
при условии выполнения (152) ротор 2n-вектор-функции r'Iy от 
2n-вектора х при фиксированном t. Так как ротор преобразовы
вается при точечном преобразовании так же, как и тензор (§ 43), 
то можно считать доказательство условия (и) § 44 законченным. 

Этим самым доказано утверждение о свойстве пфаффиана, 
высказанное в § 43. 

§ 45. Используя обозначения (2) § 39, можно записать (12) в 
виде 

Fj(t,p,q,u,v)=O, j=1, .. ,,2n, (16) 

а если через а . db обозначить 
n 

i=! 

то (11) примет вид 

111 
"2ro = Rdt + "21.t(p.dq - q·dp)- "2(u.dv - v·du) (см. (4». 

(17) 

Следовательно, в силу критерия, указанного в § 43, преобразо
пание (11) - (12), неявно определяемое соотношением (16), явля
ется каноническим тогда и только тогда, когда существует ФУНIt
ЦИН R = R(t, р, q, и, v) и постоянная 11(* О) такие, что пфаффи
ан (17) представляет собой с учетом (16) полный дифференциал. 

Этот критерий ОСтается без изменений, если добавить к пфаф
фиану (17) полный дифференциал 

d/ = /tdt + /pdp + fq·dq + /u·du + /v·dv 

любой скалярной функции t =. t (t, р, q, и, v) . Полагая, в частности, 

1 1 
f= 2"llp·q+2"u.v, 

где I.t = const, видим, что нритерий остается справедливым, если 
(17) заменить любым из пфаффианов ro+, ro-, определяемых фор
мулами 

ro+ = Rdt + IlP' dq + v· du, 

ro_ = Rdt + IIp·dq - u·dv. 

§ 45а. Так как критерии канонического преобразования, указан
ные в § § 27, 28, 36, 45, все эквивалентны друг другу, то при рас
смотрении той или иной задачи может лишь возникать вопрос, 

какой из этих критериев наиболее удобен. Критерий, основанный 
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на анализе пфаффиана, приспособлен, н:онечно, для тех случаен, 
когда преобразование определяется неявным образом при помо
щи 2n независимых соотношений (16), связывающих 4n + 1 
пере:менных t, Pi, qi, Ui, Vi. 

§ 46. Пусть 8 = S (t, q, и) - некоторая ска.'1ярная функция клас
са С(2) в (2n + 1)-мерной области (t, q, и). Предположим, что 
n-строчная матрица (<<полярный гессuaн» (Sq) 11.) является неосо
бенной, т. е. что 

где 
8qiuk= Sukqi(t, q, и), 

Тогда пара n-векторных уравнений 

i, k = 1, ... ,n. 

p-8q (t,q,U)=0, } 
v-8u (t, q, u)= О 

(19) 

(20) 

определяет каноническое преобразование (11) - (12). При этом 

1.1. = 1, R =8t , (21) 
так что в силу (6) 

K=H+8t . 

Чтобы это доказать, отождествим (16) с (20), т. е. положим 

F i = р; - Sq, Fi+n = Vi - 8u.~ • 
где i = 1, ... ,n, 8 = S (t, q, и). Отсюда следует, что якобиан 
функций Р1, •.• ,F n, F n+1, ••. ,Fzn по отношению !{ переменным 
Pt, . .. , Рn, q1, .. . , qn сводится К n-строчному якобиану 

(-1)n det(8qiuk ). 

а в силу (19) он отличен от нуля. Следовательно, если учесть соот
ветствующее замечание, сделанное в § 43, то становится ясным, 
что (20) определяет неявным образом преобразование (11) - (12)' 
Это преобразование является каноническим и его остаточная 
функция и множитель суть 8 t И 1 соответственно, поскольку 
пфаффиан (181) представляет собой в силу (20) полный диффе
ренциал dS(t, q, и), если положить R = 8 t , 1.1. = 1. 

Следует, однако, предостеречь от того ошибочного утвержде
ния *), что для каждого каноничесиого преобразования с множи-

*) Эта ошибnа допускается, в частности, в тех PY1<OB~Tllax по liВaHTO
вой теории, которые претендуют на упрощение теории Rанонич:еских пре
об.РазованИЙ. 
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телем ).l = 1 существует фУНlщия S = S (t, q, и), с помощью ко
торой это преобразованис представимо в виде (20). В самом деле, 
из § 45 следует, что преобразование, опреде-ленное неявным обра
зом, является каноническим с множителем IJ. = 1 тогда и только 
тогда, "О1"да пфаффиан 

R dt + Р . dq + v . du 

есть полный дифференциал. Однако отсюда еще не вытекает 
факт существования функции S = S(t, q, и), для ноторой спра
ведливы условие (19) и соотношения 

"'ч = р, Su = v. 

Например, преобразование р = v, q = -и является канониче
ским с множителем ).l = 1, однако функция S(t, q, и), удовлетво
ряющая соотношениям (20), не существует. 

Вместе с тем из изложенного в § 42 ясно, что можно наЧIIнать 
с выбора фующии S, содержащей вместо ui и qi любые 2n из 4n 
переменных Pi, Qi, Ui, Vi, т. е. произвольную пару из p,q, и, и. 

Например, если S = S(t, q, V), то условие (19) заменяется 
следующим: 

(22) 

где 

SЧi"'k = S"'kЧi (t~ q, v), i, k = 1, ... , n. 

Тогда, если пспользовать (182) вместо (181), то получим, что соот-
ношеНIIЯ 

р - Sq (t, q, v) = О, } 

U + S", (t, q, v) = О 
(23) 

определяют каноническое преобразование, для которого остается 
справедливым (21). 

В соотвеТСТВI!I[ с (21) н с изложенным в § 34 эти преобразо
ванин являются полностью каНОНJlческими тогда и толь~'О тогд::J., 

"огда S не содержит t. 

РАСШИРЕНИЕ I<ООР ДИНАТНЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИй 

* 47. Рассмотрим, как и в § 10, отображение двух n-мерных пози
ционных пространств q, q == v одного в другое, так что 

где J = Vч = J(q, t). 

V = v(q, t), 
det J =J= О, 

(1) 
(2) 

Предположим, что n-вектор-фующия u(q, t) принадлежит 
классу С(2) в (n + 1) -мерной области (q, t). 
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Можно расширить различным образом координатное преобра
зование (1) с целью получить преобразование вида ( 11) - (12) 
§ 39 2n-мерных фазовых пространств (2) § 39, причем выбор 
функций и = и (р, q, t) практиqески неограничен. Оказывается, 
что среди таких расширеняых преобразований всегда существуют 
канонические преобразования. Этот вывод может быть извлечен, 
в частности, из критерия (17) § 45, ноторый также показывает, 
что наноническое дополнение и = u(р, q, t) к данному коорди
натному преобразованию v = v(q, t) определяется функцией 
u(q, t) неединственным образом; при J.L = const =1= О на функ
цию R ограничения не накладываются. 

§ 48. При заданном преобразовании (1) можно выбрать канони· 
чески расширенное преобразование 

u=u(p,q,t), v=v(q,t) (3) 

таким образом, что J.L равно + 1, а и является однородной и линей
ной функцией р, именно 

и = ]'-1р (см. (2». 
Можно также выбрать 

J.L = 1, R = Vt .J-1p, (4) 

так что в силу (1)-(2) R= R(p,q,t). 
Тогда каноническое преобразование вида (3), которое назовем 

l\аноническим расширением данного координатного преобразова
ния (1), определится следующими формулами: 

u=l'-1р, v=v(q,t), (51) 

J=J(q,t), J=vq,detJ=I=O, (52) 

_ 1]'-1 (JЧр)q) 
Г -1, (О) J 

Действительно, в силу (1) - (2) имеем 

dv = J dq + Vt dt. 
Так как (см. § 1) 

(Аа)· (ВЬ) = а·А'ВЬ, 

то, если и = ]'-lр , имеем 
u· dv = p.dq + lJt .J-lp dt. 

(5з) 

Подставляя последнюю формулу и (4) в (182) § 45, видим, 
что Ы_ обращается в полный дифференциал, а именно в нуль. 
Следовательно, (51) представляет каноническое преобразование, 
соответствующее множителю и остаточной функции (4). Форму
ла (5з) вытекает сразу из (51) - (52), если учесть (11) - (3) § 39. 

4 А. "Уинтвер 
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в соответстВJШ с (52) это IШНОНllчесн:ое расширение преобра
зования (1) может быть получено, если рассматривать импульсы 
Р1, ... , Рn при каждом фиксированном t как компоненты I\OBa

риаНТIiOlО вектора в пространстве координат q1, ... , qn. 

§ 49. Предположим, в частности, что данное координатное пре
образование является консервативным, т. е. v = v (q). Тогда фор
мулы (51) - (52) сводятся}{ следующим: 

и = ]'-lр , V = v(q), (6) 
где 

] = ич = l(q), detJ =1= О, 

и так как Vt = О, то в соответствии с (4) 1.1. = 1, R = О. 
Тюшм образом, l{аноничеСIюе расширение (6) консервативно-

1'0 координатного преобразования является консервативным и 
1I0ЛНОСТЬЮ },аНОНlIческим (см. § 34) *). 

§ 49а. Из определения те:наора очевидно, что еели преобразова
ние прост.ранства являе1СЯ инволюционным **), то таким же яв
ляется преобразование тен30РОВ пространства. Тап как (6) опре
деляет для IШЖДОГО координатного преобразоваюIЯ и = v (q) им
пульсы, IШl( компоненты Iювариантного вектора в ПОЗИЦIIOШIOМ 

пространстве, то Iшнонич-ес!юе расширение любого инволюцион
ного координатного преобразования v = v (q) таrкже является ин
I10ЛЮЦИОННЫМ. 

§ 50. IIредположпм, в частности, что v = /) (q) осуществляет и;н-
1l0ЛЮЦИОННУЮ операцию преобразования, обратного радиус-век-

*) Отсюда вытеIшет, что отображения 2n-мерных фазовых пространств 
(р, q), (ZL, /1) друг В друга сохраняют объем 11 ориентацию (~= +1). 

Что касаетсн ПРОIlЗВОДНЫХ по времени, то в ряде задач (см., например, 
§§ 122-124а, 448--501) часто объединяют переход от позиционного прост
ранства q = (ql, ... , qn) К (/1 = VI, ••• , и n ) с перех(Цом от t к другuй 
перемепной l (играющей роль времени), которая определяется из условия, 
что локальная дисторсия OCII времени пропорциональна локальной ДИСТОРСlIИ 
позиционного n ространства: 

ошуда 

а" dVl·dV2 . .. аиn 
dq,.dq2' .. dчn ' 

t' = detl (l=v q ). 

Подробно о правиле ввода переменной t см. § 18. Частный случай, 

l'огда d;- = det J, является основным правилам (112) § 230, где n = 2. 
dt 

•• ) IlреобраЗ0вание s = f(r) называет>ся инволюционным, если оно cuв
падает со свою! обращением r = f(в), так что f(f(r» = '. 
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торам, т. е. что V = qJ 1 q 12, где 1 q 1 = 'Ум> о. Тогда, обозначая 
через rirk произведение двух компонент n-вектора r = (rj), имеем 

] = ( 1 V 12eik - 2ViVk) , (71) 

]'-1 = ( 1 q 12eik - 2qiqk) , 

]=Г, 

где (eik) - единичная n-матрица. Действительно, частное диффе
ренцирование функции V = qJ 1 q 12 показывает, что як.обиева мат
рица] = ич равна сумме матриц -2Iql-4(qiqk) + Iql-2(eik). 

Следовательно, (71) вытекает из формулы 

ql 
VI= Iql2.' l = i,k, 

причем IvI2 = Iql-2. Формула же (72) следует из (71) без вся~ 
ких вычислений, если учесть, что преобразование V = q J 1 q 12 
является инволюционным. 

В соответствии с (6) и (72) каноничеСlюе расширеllие преоб
разования V =, q J 1 q 12 определяется формулами 

q 
v = 1 q 12 ' и = 1 q 12 Р - 20q, 

где о = р . q (q =1= о). 
Так как преобразование v = qJ 1 q 12 является инволюционным, 

то в силу изложенного в § 49а таким же является и расширенное 
преобразование (8\). Следовательно, обращение (81) определяет
ся формулами 

(8z) 

(80) 

Т. е. о = -Т. 

§ б1. Если число степеней свободы n = 1, то поляостью канони
чеСкое преобразование (6) можно представить формулами 

q 

V = ~ s(q)dq. 
р 

U=--, 
s(q) 

(9) 

4* 
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где s = s(q) :::1= 0- сналярная функция. Частным случаем (9) 
является преобразование 

и= sq, 

где s = const:::l= О. 

р 
U=-, 

S 
(10) 

Если число степеней свободы n = 2, а импульсы pl, Р2, Ul, и2 
И координаты q1, q2, и1, и2 обозначены через В, Н, Х, У, И ~, 'I'j, х, у 
соответственно, то полностью наноническое преобразование пред
ставиТ(ш формулами 

x=x(~.'I'j), y=Y(~.'I'j), I 
х= Y118 -у,Н у= -Хl1В + Х'Н , 

Х'Уl1 - Хl1У, x,YТl - Хl1У, 

(11) 

где знаменатель равен det J (=F О). В частности, каноническое 
расширение координатноrо преобразования, соответствующеrо 
переходу к полярным координатам, представится формулами 

х=рсоs'б', у=рsiп'б', } (12) 
Х = р сов 'б' - 8р-1 sin t)o, У =, Р sin t)o + 8р-1 СОВ 'б'. 

Эти формулы мы получим из (11) после замены ~,'I'j, В, Н на 
р, 'б', Р, 8. 

Если прибегнуть н компленсным перемеввым 

z = х + iy, ~ = ~ + i'l'j, .} 

Z = Х + iY, Z = 8 + Ша (,13) 

то координатное преобразование Х = X(~,'I'j), у = y(~, 'I'j) можно 
интерпретировать как отображение z = Z (~) одной комплексной 
плоскости на другую. 

Предположим~ что Z =, Z (~) есть регулярная аналитичесная 
функция "'). Тоща отображение является всюду конформным, так 
нак в силу уравнений Коши - Римана Xt = Уl1' Хl1 = - У, имеем 
det 1 = 1 Zt 12 ==1= О. Таким образом, полностью каноническое пр е
образование (11) сводится в силу (13) к следующему: 

Z = z(~)~ 

dz 
I'де Zt = - =t= о. 

d~ 

(14) 

*) Это условие не удовлеТ1ВОРЯется для (12), так как х + iy = реН! не 
является аналитической функцией р + i~. Однако можно положить х + iy= 
= e~+i'l, e~ = р, ТJ = ~ н тоrда применить (9) к s(q) = е Ч • 
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§ 52. Так Еак ж + iy = z(s + iТj), где Же = YfJ' Жт) = -Yt, то 
имеем 

ж2 + у2 = Iz(s + iТj) 12 == Iz12, 
41 Zt 12 = I z21;; + 1 z21 т)т) 

и в силу (14) и (13) 
;:<'2+Н2 

Х2 +У2='"' . 
1 ze 12 

11/2z21; Н -11/2Z21 т) 8 
жУ-уХ= .. 1 Zt; 12 

: . dz ~' , 
Наконец, так как dt = = zc~ , то 

х'2+ у'2 = Iz~(s+iТJ) 12(;'2 + ТJ'2) , 
ху'-ух'= I~Z21 Тj,-I ~z21 6'. 

2 , 12 т) 

(162) 

Эти формулы применим теперь к функции Лагранжа 

1 
L = 2. (х'2+ у'2) + (ху' - yx')j(x, У) + И(х, y)~ (18) 

где j, u суть заданные фУНЕЦИИ (класса С(2) двух координат х, У. 
В соответствии е изложенным в § 15 связанную с L ФУНЕЦИЮ Га
мильтона Н получим, выражая в х' LiI + у' L y' - L переменные 
Ж', у',х, у через L,,;', L y', х, у. Если обозначить далее импульсы L x', 

L y' через Х, У, то в силу (16) получим 

X=x'-yj, Y=y'+xj, (191) 

х' = х + yj, У' = У - xj, 

причем (192) эквивалентно (191). Так Еак 

Н = х'Х + у'У - L, 

то из (18) и (192) сразу найдем, что фУНЕЦИЯ Гамильтона равна 
1 

Н = 2" (Х2 + У2)_(хУ - уХ)f(ж, у)-

Введем в (20) новые координаты;, ТJ и новые импульсы 8; Н 
с Помощью (13) - (14), причем под ~ = ~(z) будем понимать ло
кально единственное обращение данной аналитической Функции 
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Z = Z(b). Так как преобразование (14) является полностью кано
ническим, то от (20) мы перейдем к функции Гамильтона К, 
тождественно совпадающей с (20) в силу (14); см. § 34. Следова
тельно, если обозначить К опять через Н, то из (161)-(162) вид
но, что (20) преобразовьmается с помощью (14) в функцию 

Н = 1 Z~ 1-2 {~ (82 + Н2) - (1 ~ Z2/; Н -1 ~ z21 ~ 8 ) f -

-1 Z~ 12 ( U - ~ I z 12 r )}. (21) 

где Iz~12, Iz21;, I Z2 1Т], f = f(x, у), U = И(х, у) должны быть вы
ражены с помощью соотношения х + iy == z = z (~ + i1]) как 
функции ~, 1]. 

в соответствии с изложенным в § 10 функция Лагранжа L, 
в которую преобразуется L после применения координатного пре
образования z = z (~), может быть получена, если выразить L ЧР.
рез переменные ~, 1]. Другими словами, L = L в силу Z = Z(b) 
11 дифференциального соотношения z' = Z~ (6) 6'. Обозначая L 
опять через L, получим в силу (171) - (172) 

L = ~ Iz~12(~'2 + 1)'2) + (' ~Z21 1]' _/'!-Z2/ s')f + и, (22) 
? 12 ~ 2 т] 

где Iz~12, Iz21;, Iz2 1Т], f = f(x, у), u = И(х, у) должны быть вы
ражены с помощью соотношения х + iy = Z = z(~ + i1]) как 
функции ~. 1]. 

§ 53. На основании изложенного в § 15 леГIЮ удостовериться в 
том, что (21) и (22) образуют в соответствии с определением в 
§ 16 пару связанных друг с другом функций Лагранжа и Гамильто
на точно так же, ка!> (18) и (20). По существу, если учесть послед
нее замечание § 48, то этот факт очевиден для любого канониче
сиого расширения иоординатного преобразования 1I для любого n. 

Если число степеней свободы n> 2, то формулы (81) пред
ставляют собой лишь нетривиальную аналогию (14), так иак из
вестно, что, за исключением перемещения, вращения, отражения 

и изменения единицы длины, инверсия v = q/I q 12 является един
ственным конформным отображением евклидова пространства с 
числом измерений n > 2 (Лиувилль). 

в § § 54-56 мы приводим с целью дальнейшего использования 
некоторые классические координатные преобразования v = v(q) 
типа z = Z (6), которые будут использованы далее. Их канониче~ 
ские расширения следуют иа (14) или (6). 
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§ 54. Пусть H~o И EТlo обозначают },ривые на ПЛОСКОСТII (х, у), соот
ветотвующпе линиям 1; = 60, Т] = Т]о на ПЛОСНОСТИ (1;, Т]), если 

у = 21;Т], (23) 

где fl - заданная постоянная (не надо смешивать ее с МНОЖIlте
лем канонического преобразования). в соответствии с (13) 1II0Щ
но записать Iюординатное преобразование (23) в виде 

так что 

х + iy = z = z (~) == - fl + (1; + iТ])2, 
Iz~12 = 4(1;2 + 'Il2

). 

(24) 

Таким образом, условие detJ = Iz~12 =1= О в (14) удовлетво
ряется Бс.юду, за иснлючением точки ~ = О, ноторая соответству
ет значению .z = - fl и HOToparr является, I<aK и точка ~ = ос 
(wответотвующая значению z = 00), точкой разветвления пер
вого порядка (т. е. такой, где соединяются два листа римановой 
поверхности) . 

Всюду, за исключением этих двух точек разветвления, соот
ветствие между плоскостями (х, у) и (1;,1]) типа один к двум *). 

в соответствии с этим (23) ПОI<азывает, что ес·ли 1; =1= О, то Н;, 
а если 'Il =1= О, то EТl представляют такие параболы, что Н!; = H-s 
и EТJ = E-Тl. Эти параболы имеют общий фокус (х, у) = (-fl, О), 
а их оси симметрии совпадают с осью х, причем для первой пара

болы направление оси симметрии (от фонуса к вершине) совпа
дает с положительным напыавлением оси х, а для второй парабо
лы - с отрицательным. Таким образом, НО и ЕО суть полупрямые 
(двойные), на которые делится общим фокусом ось х. Мы полу-
чим таRже. что отображение (23) - (24) удваивает углы n точке 
(1;, 'Il) = (О, О), а Rривые H!i, EТJ пересекаются в любой точне 
(6, 'Il) =1= О под прямым углом. Последний факт очевиден, по
скольку преобразование являетея конформным. 

I\оординаты 1;, 'Il, определяемые согласно (24), представляют 
собой обычные параболические координаты. 

§ 55. I\оординатное преобразование (24), простое в локальном, 
может оказаться неудобным в большом (С1ll. § 451). Отображение, 
также ЛОI<ально эквивалентное, яо часто более удобное, чем (24), 
в большом, мы получим, если подвергнем Z + fl и ~ в (24) одному 
и тому же линейному преобразованию [. При этом последнее 
должно быть выбрано так, чтобы точки -fl, 1 - fl, 00, где fl- за
данное число, отображалиеь в 0,00,1 соответственно. Тогда вто 

*) То ость одной точке на п:юскости (х, у) соответствуют две точки на 
Плоскости (s, 1]). (При:!!. перев.) 
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преобразование определится формулой 

~2+j.L(1-j.L) 
Z= • 

2~-(1- 2j.L) . 

так как именно тогда l(z) = (l(~) )2, где 

l(~)= ~+ j.L 
~-1+j.L 

(25) 

Согласно (25) соответствие между плоскостями (х, у) и (~, 1]) , 
где z = х + iy, ~ = ~ + i1], также типа один к двум всюду, за 
исключением двух точек разветвления P1, Р2 первого порядка. 
Обе эти точки соответствуют, однако, конечным значениям z, и их 
образы П1 , П2 соответствуют конечным ~. Действительно, из (25) 
ВИДНО,что 

P1 : (-j.L, О), Р2 : (1- j.L,0); П1 : (-j.L,О), П2: (1- j.L,0), 
(26) 

причем в точках ПI, П2, соответствующих точкам P1, Р2 плоско
сти, обращается в нуль производная z~, т. е. П 1 и П2 суть сдвоен
ные точки этого отображения типа один I{ двум. В соответствии с 
этим нет точек разветвления на бесконечности. 

Действительно, (25) показывает, что две различные точки 

по: (~, Т) = (-} - j.L,. О ), (~, 1]) = 00, (27) 

соответствуют точке (х, у) = 00. 
Пусть rv = rv(x, у) и Рк = PK(~, 1]), где v = 1,2 и х = 1,2 

обозначают расстояние от Pv до переменной точки Р: (х, у) и от 
Пх до переменной точки П : (~, 1]) в плоскостях z и ~ соответст
венно. Тогда rl, r2 и PI, Р2 играют роль биполярных координат на 
плоскостях z и ~ соответственно, причем P1, Р2 И П 1 , П2 суть по
люсы. Из (26) и (27) следует, Что 

2 ( 1 )2 ро = ~ + j.L - 2 + 1]2, 

(28) 

причем 
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Сле;lOвательно, в соответствии с {25} 
z 

1 Pi 
Г1=--, 

2 ро 

z 
1 Рз 

Г2=--, 
2 ро 

1 1
- 1 Р1Р2 

Zc -2-2-· 
Р О 

57 

§ 56. Другое координатное преобразовавие, аналогичное в какой
то мере (23), однако более сложное, определяется формулами 

) 

\ 
J 

1 1 
х = - 1t+-+-соsGсh'l'], 

2 2 

1 
у = 2"sin ssh 'I'J, 

(30) 

где ch ш = соэ iш, sh ш = -i sin iш. Формула, соответствующая 
(24) или (25), имеет следующий вид: 

1 
х+ iy = z = z(~) = - It + -{1 +cos(G + i'I'J)}(!J. = const~ О). 

2 (31) 

С помощью (31) легко удостовериться в том, что 

IzI2=(~ -!J.y +(~ -It)сh'l']соS G + ~(Ch2'1']+coS2G), (321) 

r 
1 1 /2 1 I Z~12 = sin -(G + i'I'J) соэ- (s + i'l']) = --(соэ 2'1'] - соз 2S)· 
2 2 8 (322) 

Мы не будем рассматривать в дальнейшем точки (5, '1']) = 00 и 
(х, у) = 00. Этим самым исключаются, в частноети, логарифми
ческие точки разветвления на римановой поверхности обратной 
функции ~ = ~(z). Остальные точки разветвления, т. е. те точки 
(конечные), для которых Zt = -1/2 sin~, соответетвуют значени
ям ~ = О, ± n, ± 2n, . .. и имеют первый порядок, так как дЛЯ 
НИХ Ztt = -1/2 СОЭ ~ =1= О при тех же ~. Пусть S обозначает 
плоскость (х, у). а :E k , k = О, ±1, ±2, ... ,- полосу 2kn ~ G ~ 
~ (2k + 1) n, параллельную оси 'I'J на плоскости (G. '1']) . Пусть 
также Рl, Р2 И П1 k, Пi& суть пары различных точек (х, у) = 
= (-!J., О), (х, у) = (1 - It, О) и (5, 'I'J) = (2nk + 1/2, О), 
(~, '1']) = (2nk, О) на S и:Еk соответственно (точки Р1, Р2 - те 
же, что и в § 55). Согласно (31) соответствие между S и :E k 
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принадлежит типу один к двум при любом фиксированном k всю
ду, за ИСlшючением точек разветвления P j , Р2 И их образов Пt, 
П2• При этом точка П,/t Е ;Ek отображается при любом k и при 
v = 1,2 в единственную точку P v на S. 

ДЛЯ того чтобы описать, как это было сделано в § 54, кривые 
~ = const, 1] = const на плоскости (х, у), удобно заменить пре
образование (31) S и ;Ek, принадлежащее ПОЧТН всюду к типу 
ОДИН к двум, другим преобразованием, принадлежащт~м почти 
всюду к типу один к четырем. Для этого заменим х, у биполярны
ми координатами rt, Т2 с полюсами в точках P t , Р2 , т. е. положим 
(как и в § 55) 

Т1= I(X+~)2+y21'/'~O, } 

Т2 = I (х - 1 + !J.) 2 + у2 1'/' ~ О. 
(33) 

в этом случае Т! + Т2 ~ 1, причем Т! + r2 = 1 тогда и только тог
да, когда точка (х, у) лежит на оси х между полюсами P t , Р2. В то 
же время rv = О тогда и только тогда, н:огда точка (х, у) совпа
дает с Pv , v = 1,2. Если исключить эти точки оси х и только ЭТИ 
тс,чки, то соответствие между (rt, Т2) и (х, у) будет типа один к 
двум, так как точки (х, у), (х, -у) и только они имеют одни и те 
же биполярные координаты (Т1, Т2). Таким образом, учитывая, что 
соответствие (31) между S 11 ;Ek почти всюду типа один к двум, 
можем заключить, что соответствие между (Т1, Т2) и точками 
(g, 1']) любой фиксированной полосы ;Ek почти всюду типа один 
r;: четырем. Таким образом, удобнее считать, что полоса L/i состоит 
из четырех конгруэнтных полуполос. Нвадратные корни (33) мо
гут быть с помощью координат 1;, 1'] униформизированы *). Дейст-
вительно, 

Т! + Т2 = ch 1'], Т! - Т2 = cos 1;, (31) 

*) Это справе~ливо д:m I\оординат ~, 11, опреде.lJЯРМЫХ согласно (31). но 
не для I\оординат, определяемых в соответствии с (24) илп (25). Что касает
СI! (25), то см. (291) И (28). 

СJrедует УПОМЯНУТЬ, что (34) позволяет выразить х'2 + у'2 чеfJез rl', r~·. 
Прежде всего Н3 (322) П (34) видно, что Iz~12 = r!r2 П, следовательно, в CII

лу (171) 
(А) 

Н'роме того, нз (::34) ВИДНО, что 
r!' + r2' = тl' sh ТJ, r!' - r2' = -~' sin ~, 

sh211 = (r! + r2)2 - 1, sin2 ~ = 1- (rl - r2)2. 

Следовательно, соотношение (А) СВОДИТСЯ к следующему: 

ч~ - q~ ч~ - q~ '2 
х'2 + 1/'2 = 1 q~'J. + -~--,-=--- q2 ' 

Ч2 __ r 2 2 1 2 
1 4 о Q2-t;ro 

(35) 
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так что rI, r2 суть целые функции от G, 1]. Для этого заметим, что 
согласно (31) 

1 
(х + Il) ± iy = COS

2

2 (G + i1]), 

1 
(х - 1 + Il) + iy = - sinZ

2 (G + i1]). 

Следовательно, (33) можно переписать в виде 

1 1 
r1 = cos 2(G + i1])cos 2(G - i1]), 

1 1 
r2 = sin -(G + i1])sin -(G - i1]), 

2 2 

что и доназывает (34). 
Так как все полосы ~п э}\вивалентны одна ДРУГQИ, то доста

точно рассмотреть полосу ~O, Т. е. область о:::::;;; G < 211:, -00 < 
< 1] < + 00 на ПЛОС}\ОСТИ (G, 1]). ПУСТЬ через H~' и ЕТ10 обознача
ются для заданной ТОЧНи (60,1]0) кривые, соответствующие со
гласно (34) и (33) линии -00 < 1] < + 00, 6 = 60 и сегменту 
О :::::;;; 6 < 2л, 1] = 1]0 соответственно. Кривые H~ и EТJ будут опре
делены тогда при О :::::;;; 6 < 2:n:, -00 < 1] < + 00. Тан нак rI, r2 
суть биполярные ноординаты на плоскости (х, у) с полюсами в 
Р 1 = (-~t,О) И Р2 = (1-1l,0), то из (34) видно, что если 1] 
имеет фиксированное, отличное от нуля значение, то EТJ представ
ляет собой эллипс с фонусами н Р1 И Pz. Та}\ нак сЬ 1] является 
монотонно возрастающей Фупкпией 11] I и стремится при 1] --+ + о 
}J 1] --+ + 00 }\ +1 и +00 соответственно, то из (34) тю.же видно, 
Что СОВОRУПНОСТЬ всех эллипсо» ЕТ1 ( - 00 < 1] < + 00) покрывает 
плоскость (х, у) дважды, если пренебречь линией ЕО между P j и 
Р2, соединяющей два семейства EТJ и E-ТJ, 1] > О с EТJ = E-ТJ. (Од
нано EТJ п E-ТJ обладают в соответствии с их параметричесним 
представление:м (30) через; различной ориентацией.) Аналогич
ным образом н танже на основании (34) можно сделать вывод, 
'Что если тольно S =1= 1/211:, S =1= %11:, то I<ривая Н!; представляет 
собой ветвь гиперболы с фокусами Р1 , Р2, а вся совонунность 
ветвей гиперболы Н!; (О ~ s < 2л) нокрывает плоскость (х, у) 
дважды, если не учитывать Н'/," и Н'/,п (линии, соединяющие два 

где 

ql }_ rl ± r2 
q2 - 2 • 

причем через ro обозначается фиксированное раСС'I'ояпие между ПШlOса~ш 
Pt , Р2 , равное в рассматриваемом случае единице. 
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семейства гиперболы или, точнее говорн, четыре семейства ветвей 
гипербол) . 

Таким образом, рассмотренное отображение определяет на 
ПЛОСКОСТИ (х, у) так называемые эллиптические координаты, при
чем координатная сетка составлена из соФокусных эллипсов И 
гипербол. Параболические координаты (см. § 54) можно рассмат
ривать как предельный случай *). 

КАНОНИЧЕСКИЕ МАТРИЦЫ 

§ 57. Ниже мы будем считать, что т-матрица составлена из т2 

постоянных. 

ао АI 

Если А - некоторая т-матрица, то матричный ряд ~: lТ s 

1=0 

где АО = (ek i ), сходится и определяет т-матрицу, которую буДем 
обозначать через еА или ехр А. Очевидно, что ехр (А ') = 
- (ехр А) " а если Т - неособенная матрица, то 

exp(TAT-I) = Т(ехрА) Т-1. 

Кроме того, еА+Е = еА еВ каждый раз, когда АВ = ВА. Пола
гая В = -А, получим, что (eA)-1 = е-А существует при лю
боЙА. 

Выбирая Т таким образом, что Т АТ-I имеет нормальную жор
данов у форму, можно сделать вывод, что если а - характеристи
чесКое число дЛЯ А, то еа. - характеристическое число для еА, 
имеющее ту же кратность, что и а. 

Если: не утверждается противное, то все матрицы будем пред
полагать вещественными. Конечно, при рассмотрении матриц в 
жордановой форме и наличии комплексных характеристических 
чисел ограничиться вещественной областью уже нельзя. 

§ 58. В вещественной области свойства симметрии, кососимметрии 
и ортогональности определяются соотношениями А' = А, А' = 
= -А и А \ = А -1, где А \ == (a~), если А = (аО. Эти свойства 
инвариантны по отношению к ортогональным преобразованиям А 
и из них вытекает соответственно, что все характеристические 

числа матрицы А вещественны, чисто мнимы (включая О) или рав
ны по абсолютной величине 1. Если А \ = А и если все характе-

*) н: такоиу ВЫВОДУ придем та·НlЖе, если запишем ch z в B~e 1/2(Z + + Z-I), где Z = е'. Действительно, ТОI1да точки разветвления для функции, 
получаемой при инверсии Рanиональной фymщии 1/2 (Z + Z-I), оуть +1 и 
--d. Если их обозначить через а и Ь и положить а = О, Ь = 00, то мы приш
ли бы к фymщии Z2, определяющей параболические координаты. 
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ристические числа матрицы А положительны (следовательно, 
det А > О), то А нааывают положительно определенной матрицей. 
Понятия «не отрицательная определенная» И «положительная 
полуопределеннаю) отнесем к матрице А = А', дЛЯ которой xapaK~ 
теристические числа все не отрицательны или все не отрицательны, 

но не все положительны соответственно. Матрица А будет положи
тельно определенной тогда и только тогда, когда CYIЦecTByeT не
особенная матрица В такая, что А = ВВ', причем detB = О в 
случае полуопределенной матрицы А. Если А' = А-1 (следова
тельно, detA = +1), то А нааывается матрицей вращения 
(det А = 1) или отражения (det А = -1). 

Нормальную форму проиавольной вещественной матрицы М 
получим ортогональным прообрааованием, оснопываясь на том, 
что если т > 2, то существует матрица вращения R такая, что, 
полагая (RMR-l) = (Ck i ), имеем Ckl = О, Ch,2 = О при всех k> 2. 

§ 59. Для каждой неособенной т-матрицы А существует только 
одна положительно определенная матрица Р и только одна орто
гональная матрица О такие, что А = РО (при этом det Р > О, 
а det 0= +1 и имеет тот же анак, что и det А) *). 

Так кан АА' - положительно определенная матрица (§ 58), 
то существование и единственность таного «полярного разложе

ния» А = РО вытекают сраау, как только будет покааано, что для 
любой заданной положительно определенной матрицы Q сущест
вует только одна положительно определенная матрица Р такая, 
что Р2 = Q. Действительно, если АА' = Р2, причем Р = Р', то 
матрица О, определенная как проиаведение О = р-l А, является 
такой, что 00' = (eh,i), и наоборот. Однако ортогональное преоб
разование произвольной неотрицательно определенной матрицы 
Q R диагональному виду показывает, что независимо от того, име
ет или не имеет Q кратные характеристические числа, сущест
вует только одна не отрицательно определенная матрица Р такая, 
что р2 = Q. Так как Р, а вместе с тем и р2 являются положитель
но определенными или полуопределенными, то докааательство 

можно считать полным (можно упомянуть, что если А = О, то 
существует только одна положительно полуопределенная матри-

*) Если т = 3, то одинственный выбор Р и О Д.ТJЯ Jlюбой неособенной 
матрицы А хорuшо известен в кинематике континуумов, где показывается, 
что каждая линейная деформация А с положительным определителем мо
жет быть разложена единственным образом на вращение О и на расшире
ние Р вд{)ль трех взаи.мно пеp:nещцИlКУЛЯРНЫХ осей. Анало.гичным образOlМ, 
еCJIИ т = 4, то имеется теорема, согласно которой преобразование Лоренца 
с ПОJIожитеJIЪНЫМ определителем раалагаетсл на два - трехмерные евклидо

вы вращения и положительно определенное бинарное преобразование Jlo
ренца. 
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ца Р, но более одной ортогональной матрицы О такой, что 
А = РО). 

Разложение А = Р() эквивалентно разложению А = ОР, где 
О = О, р = O-IPO. Очевидно, что р = Р и О = О тогда и только 
тогда, когда АА' = А 'А. 

§ 60. Пусть С - постоянная 2n-матрица (т = 2n). Назовем ее 
!,аноничеСJ\(НТ ма:трицей, если линейное консервативное преобра
::ювание у = Сх является каноническим в смысле определения, 
данного в § 27. Поскольку якобиева матрица Ух равна в данном 
случае С, то из § 27 вытекает, что С является канонической мат-
рицей тогда и только тогда, когда существует скалярный множи
'l'ель /.1. =1= О такой, что 

CIC' = /.1.1, 
где 

i 

1 = ( (O~ (ek ») = - l' = - 1-1. 
-(e~) (О) 

В силу изложенного в §§ 31, 32 отсюда следует, что 

detC = /.I.n (=1= О), 

C'IC = /.1.1, 

(12) 

так что матрицы С' и С-I будут также каноническими. В соответ
ствии с § 34 назовем матрицу С ПОЛНОСтью канонической, если со
отношение (11) справедливо при /.1. = 1 (тогда в силу (21) имеем 
det С = 1). в частности, полностью канонической является мат
рица 1, определенная. согласно (12). 

Если написать (2з). в виде 

/.I.C-l = IC'I-I, 

то можно заключить, что если а есть характеристическое ЧИСло 

полностью канонической матрицы С, то а- I является также ее 
характеристическим числом, причем а и а-I имеет одну п ту же 
кратность и даже соответствуют ннвариантным множителям од

ной и той же степени. Правда, случай, когда а = a- I , т. е. а = 

= + 1, требует особого рассмотрения. Таким образом, можно с 
уверенностью утверждать лишь то, что все инвариантные множи

тели llOЛНОСТЪЮ канонической матрицы С при а =1= ± 1 распада
ются на... пары (а, a- l 2.: То же самое относится, конечно, и к па-
рам (а, а), если а =1= а, т. е. если матрица (вещественная) С име-
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ет комплексное характеристическое число а, то она имеет также 

и комплексно сопряженное характеристическое число а. 

Согласно § 31 канонические матрицы С образуют группу, а их 
множители Jl. являются мультипликаторами для операции умно
жения элементов группы. 

§ 60а. Для любой симметрической 2n-матрицы Н матрица ехр (IH) 
является ПОЛНОстью канонической. Действительно, если l = О, 1, 2 
и Н' = Н, то из (12) следует, что 

[(IH)I]' = (- HI)1 
и 

[(IH) 1]' = 1 (- IH) 11 -1 = [1 (- IH) 1 -IУ. 

В силу § 57 отсюда вытекает, что 

[exp(IH)]' = I[е:юр{- IH)]I-1. 

Поскольку ехр (- А) = ехр (А) -1, то, очевидно, что соотно
шение (2з) удовлетворяется при С = exp(IH), ~t = 1. 

§ 61. Покажем, что если соотношение С = РО есть единственное 
ПОJIЯрное разложение канонической матрицы С с множите.ТIем /.1. 
(см. § 59), то 

010' = sgп Jl.' 1, РIР' = I /.L I ·1, (3) 

где sgn Jl. = Jl. / I Jl.1. Другими словами, матрицы Р и О являются 
также каноническими и соответствуют *) множителям I /.L I и sgп /.L. 

Для доказательства выразим посредством Р, О, /.L четыре не
особенные матрицы 01, 02; P1, Р2 , полагая 

02 = sgn /.L·OIO-1, } 
Р2 = I ~t I ·OzP-1О-I • 

(4) 

Так как l' = 1-1 СОl'ласно (12) и О' = 0-1 по предположению, а 
):!8трица Р ll, следовательно, 1I р-I ПОЛОiliительно определенны, то 
матрицы 01 и 02 являются ортогональными, а Р 1 Il Р2 положи
тельно определенными. Вместе с тем, подставляя С = РО в (22), 
получим соотношение 

0-lPIPO = /.1.1, 

которое с учетом определений (4) и (22) перепишется в виде 
Р10 1 = Р2О2• Поэтому из единственности полярного разложения 
(см. § 59) пеособеяной матрицы Р 1О 1 = Р2О2 следует, что О! ~ 02 

*) Положив С = Р, придем 1\ выводу, что любая ПОЛОЖIlТI.'ЛЬНО опреде
деНная каНОI!ичеСБая ~laтрица имеет положительный множитель. 
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и Р1 = P2~ Кроме того, из (4) и (12) ВИДНО, что данные матрицы 
удовлетворяют соотношениям (3). 

Полученный результат может трактоваться как взаимно одно
значная параметризация С = РО группы всех канонических мат
риц С с помощью пар Р, О канонических положительно определен
ных и канонических ортогональных 2n-матриц. Ясно, что такие 
матрицы О (НО не Р) образуют группу. 

Подставляя в (1) вместо С произвольную ортогональную 2n
матрицу О = 0-1 \ И используя (12), можно легко проверить, что 
эта матрица является канонической тогда и тольн:о тогда, когда 

Jl.=+1 
или 

(5) 

0= Il = -1, 

где (ak i ), (bki ) - произвольные n-матрицы, подчиненные только 
условию det О = + 1. 

§ 62. Теперь можно легко доказать утверждение, высказанное в 
§ 32. Оно заключается в том, что соотношение 1 det С 1 = 1 ~t 111, 
вытекающее с очевидностью из (11), все.гда можно заменить со
отношением (21)' 

Это утверждение достаточно доказать для всех каноничеСI\ИХ 
~n-матриц С, множитель которых положителен. Такая возмож
ность следует из (91) - (92) § 31, если умножить данную кано
ническую 2n-матрицу С с отрицательным множителем на мат
рицу 

i 

G = ( (ek) (О) j ) 

(О) - (ek) 
Действительно, легко удостовериться, что G является канони

ческой 2n-матрицей с множителем - 1 и определителем (-1) n. 

Поэтому достаточно доказать (21) ДЛЯ любой канонической 
матрицы С с положительным множителем. Из изложенного в 
§ 61 далее следует, что достаточно доказать (21) для каждой по
ложительно определенной матрицы С = Р и каждой ортогональ
ной матрицы С = О с множителем + 1. Однако определитель для 
Р всегда положителен, и в силу примечания в § 61 множитель 
любой матрицы С = Р также положителен. Следовательно, оста
ется лишь показать, что матрица С = О с множителем + 1 не 
может иметь отрицательный определитель 
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§ 62а. Так нак любая матрица С = О с множителем + "1 имеет 
вид первой из двух матриц (5), то очевндно, что если через F 
обозначить 2n-матрицу (компленсную, унитарную) 

F 1 (e~Y-1) (е:) ) 
= у(2n) (e~) (e~ У-1) , 

то 
i (--

FOF-1 = (Щ~ + bk У- 1 i (~) _ ) 

(О) (ak - bk У- 1) 

Следовательно, det (FOF-1) равен произведению двух КОМПШJКСНО
сопряженных чисел det (aki + bki)'-1) и не может быть отрица
тельным. Так нак det (FOF-l) = det О, то формула (12) § 32 до
казана. 

§ 63. Если линейное преобразование У = Сх 2n-вектора Х = (Xj) 
в 2n-вектору = (Yj) состоит из преобразоnания n-векторов р = 
= (Pi) = (Xi) и q = (qi) = (ХНn) , представляющих импульсы 
и ноординаты, в соответствующие n-векторы U = (Ui) == (Yi), 
V = (Vi) = (Унn), то матрица С будет полностью нанонической 
тогда и только тогда, ногда' преобразование координат ноптр
градиентно *) преобразованию импульсов. Это ясно из последнего 
замечания в § 48, но более непосредственно следует из § 60. 
Действительно, легко проверить с помощью (12), что (11) удов
летворяется при 

тогда и только тогда, ногда 

(О) ) 
(ь1) 

(aki ) \ = (bk i )-1 **) . 

(6) 

.• ) Два линей.ных преобразования, определяемых ,матрица~!И А и В. 

называются контрградиентными, если А = в,-l. В частности, ОРТ("Iгональ
IO.Iе матрицы и только они определяют линейные преобразования, контр
градиентные друг 1, другу. Вообще, если мы переходим от «точечных к()
ординат. к «линейным координатам», то следует заменить В на А = В'-1 
См. таЮБе два соотношения (31) § 25 . 

•• ) Приведем примеры матриц (ah i ), (b Ai ), 2n = 6, удовлетворяющих 
этому УСЛОВIJlО: 

(аО = (~ - r _~), (ь~) = (~ - ~ -~) (7) 

или (если 1'2, /'з произвольны и I't =1= О) 

(аО = _1 (~ -~: - ~8 ') • 

1'1 О О 1'1 

1'8)' 
О • 
1 

(8) 

Обобщение (7) или (8) на случай 211 ;;;;. 8 очеВII1ДНО. 

S А. "Уивтнер 
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Если матрица (ak i ) преобразования импульсов совпадает с мат
рIIцей (bki ) преобразования координат, то имеем (ak i )' = (а,.')-1, 
т. е. n-матрица (ak ') = (bk ') ортогональна (см. (151) § 38). 

§ 64. Пусть Q - симметрическая 2n-матрица частного вида 

(9) 

где Q' = Q, т. е. rk i = rik, Sk i = S/'. 
Предположим далее, что по крайней мере одна из двух сим

метрических n-матриц (rk i ) , (Sk i ), например, (rk'), является по
ложительно определенной. Тогда существует полностью нанони
ческая матрица С такая, что матрица C'QC имеет диагональную 
форму. 

Для доназательства этого утверждения (являющегося основ
ным в теории малых нолебаний) достаточно показать, что суще
ствуют две матрицы (ak i ), (b k

i ), удовлетворяющие условию (6), 
и что оба произведения 

(a,t ') , (rk ') (ak'), 

(bk i ) \ (Sk i ) (b k
i ) 

нредставлнют собой диагональные матрицы. Однако поскольку 
(rk i ) - положительно определенная матрица, то в соответствии 
с изложенным в § 59 существует неособенная симметрическая JI 

lIоложительно определенная матрица (C"i), для ноторой (CI,i)2 = 
= (rki). Очевидно, что произведение (Ck i ) (Ski ) (Ck i ) представит 
симметрическую матрицу и может быть поэтому записано в виде 
(/k i ) (dki ) (//;.,)-1, где (Ы) -1 = (fh i ) \ - ортогональная, а (dki )

диагонаЛloная матрицы. Следовательно, если положить (ak i ) и 
(b h ') раВНЫМII 

(ak i ) = (Ck')-1(fk i ), 

(b k
i ) = (с,;) (Ы), 

то условие (6) удоплетворяется, матрица (102) будет диагональ
ной, а (101) представит единичную диагональную матрицу, что и 
доказывает привед('нное выше утверждение о свойствах произ
ведений (101),(102). 

§ 64а. Пусть матрица Q имеет опять вид (9), но относительно 
матриц (rk i ) и (Sk i ) предположим, что они коммутативны. Тогда 
также можно утверждать о существовании нолностью канониче-
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СКОЙ иатрицыС такой, что проиаведение C'QC представит диа
гональНУЮ матрицу. 

Этот критерий (играющий В частном случае (rA
i ) + (Sk i ) = (О) 

большую роль В теории линейных вековых .нuзмущениЙ) также 
может быть доr,:азан с помощью выбора матрицы С частного 
вида (6). Действительно, последнее замечание в § 63 показывает, 
'что достаточно ДОI\азать существование ТalЮЙ ортогональной мат
рицы (aA i ) , для которой оба произведения (101), (102) представят 
диагональные матрицы, если только положить (bki

) = (ak i ). Од
нако существование такой ортогональной матрицы (ak i ) вытека
ет, как известно, из предположения о том, что симметричеСКl1t! 

матрицы (r/,i) , (Sk i ) коммутативны. 

ВРАЩЕНИЯ 

§ 65. Для т + m-Сl\аляров ai, Ь ; мы имеем очевидное 'rождеет~ 

ВО( если ~. = ~ ): 
1 

(1) 

откуда 

Ниже мы будем раесматривать 3-векторы R евклидовом простран
стве и подразумевать, что при вращениях в этом пространствР 

(предетавляемых ортогональными 3-матрицами:, е 32 постоянны
ми элементами и определителем, равным + 1) эти <<Векторы» 
преобразуются по ТalЮМУ же закону, что и тензоры. 

Так ка!> т = 3, то для двух векторов а, Ь определены не толь
ко скалярное произведение а· Ь = Ь· а, но и векторное произведе-

ние а Х Ь = -ь х а. Полагая 'сl = -Ус2 ~ О, где с2 = С'с, полу
ЧИМ из (1), что 

Откуда 

'а Х ы� ~ lallbl, lа.ЬI ~ lallbl. 
Тождество (2) можно легко обобщить на случай четырех 3-век
торов 

(а.с) (b·d) - (a·d) (Ь·с) = (а Х Ь) (с Х d). (3) 

5* 
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Если и = v(t) - не обращающаяся в нуль векторная функция 
класса С(1) JJ t-интервале, то скаляр 1 v(t) 1 также принадлежит 
классу С(1), поскольку из равенства I и 12 = v2 вытекает, что 

откуда в силу (2) 
1 и 11 и l' = ии', 

11 и l' 1 ~ I и' 1. 

(4) 

§ 66. Пусть ортогональная 3-матрица Q (для которой определи
тель равен +1) представляет функцию Q(t) классаС(2). Так как 
Q'Q - единичная матрица, то (Q'Q)' = О и Q-1Q' = _ (Q-1Q') '. 
Следовательно, матрица Q-!Q' является кососимметрической, 
а Q = Q(t) определяет 3-вектор S = S(t) и 3-матрицу}: = }:(t), 
ДЛЯ которых 

СJIедовательно, 

• ( О 
I; = Q-IQ' = 82 

-82 

Q' = Q-l. 

(5) 

~' = (Q'Q')' = Q'Q" + Q"Q' = Q-1Q" _ }:Q'Q' = Q-1Q" _ ~2, 

т. е. 

Q-1Q" = }:' + }:2, (6) 
где 

§ 67. Формулы (5) определяют при ,1Iюбой заданной матрице 
Q(t) = Q'-I(t) матрицу ~(t) = -}:'(t), а вместе с тем и век
тор S (t). Однако можно начать с задания произвольного векто
ра S(t), а затем определить матрицу Q(t), удовлетворяющую 
формулам (5). При этом матрица Q (t) определится при заданном 
S (t) ~ начальном значении Q (О) (за которое может быть выбра .. 
на произвольная ортогональная матрица с определителем, равным 

+ 1) единственным образом. 
Действительно, если S (t), а вместе с тем и }: и) даны, то ус .. 

ловие Q-IQ' = }: представляет собой не что иное, KaIl: линейное 
однородное дифференциальное уравнение для Q (t). CJlедователь
но, может существовать лишь единственная матрица Q (t), соот
ветствующая S(t) или}: (t) и равная при t = О заданной ма'rри
це Q (О). Вместе с тем такая матрица Q (t) всегда существует, 
и так как Q-IQ' = }:, то она равна 

r 

Q = Q(t)= Q(O)exp S2:(I)dl. (7) 
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Действительно, интеграл от кососимметрической матрицы также 
является кососимметрической матрицей, а из § 60а с очевид
ностью следует, что е8 является ортогональной матрицей с опре
д~лителем, равным + 1, в случае любой кососимметрической мат
рицы 8. 

§ 68. Нетрудно также показать, что вектор S = S(t), соответст
вующий матрице Q = Q (t), удовлетворяет условиям, У1\азанным 
в § 65. Для этого достаточно лишь доказать (см. (5», что если ко
сосимметричесн:ая матрица Q'Q' = ~ = ~ (t) соответствует мат-

рице Q = Q (t), а следовательно, матрица Q' Q' = ~ = ~ (t) соот
ветствует матрице Q=PQP-t, где Р-I=Р' = const, TO"f. =P~P-I. 
Действительно, матрица ~ =, Q 'Q' может быть записана в виде 

(PQP') , (PQP'P)' = (PQ'P') (PQ'P') = PQ'Q'P' = P'1:.P-I. 

§ 69. Тот факт, что соотношения, приведенные в §§ 66--67, ЯD
JIЯЮтся ковариантными при преобра:юваниях Р = const группы 
вращений, станет теперь очевидным, так как будет показано, что 
матричные операции в § 65 эквивалентны операциям с произве
дениями векторов. 

С этой целью обозначим через g = g (t) вектор, в н:оторый 
преобразуется вектор Х = X(t) евклидового пространства враще
нием Q = Q (t) этого пространства. Тогда 

g = QX, Q'-IQ (t) .= Q = (:~: :~: :~:), 1 
031 032 0зз 

X~(~). 3~Ш 
(8) 

Предположим, что функции Q (t), Х (t) переменной t, а следо
вательно, и g (t) принадлежат классу С(2). 

Очевидно, что знаки компонентов 81,82, 8з вектора S = S(t), 
определяемого согласно (5), должны быть выбраны так, чтобы 

'1:.Х = S Х Х, (91) 

~'X = S' Х Х, (92) 

~2X = (S·X)S - (S·S)X, (9з) 

Где крестом и точ!{ой обозначены векторное Ir Сf{алярное умноже
d~ 

lLИе соответственно. При атом ТХ, где Т =~, '1:.', ~2 (~' = dt I 
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~2 = ~~), обозначает вектор, в который преобразуется вектор Х 
после преобразования с помощью матрицы Т. Так ,{ак при диф
ференцировании матрицы ~ получим в соответствии с (8) 

8' = Q'X + QX'. 

8" = QX" + 2Q'X' + Q"X, 

то из (5) и (6) видно, что 

Q-18' = Х' + ~X, 
Q-18" = Х" + 2~X' + (~' + ~2) Х. 

Наконец, из (8), (91), (101), (92) И (102) получим 

Q-18' = Х' + S Х Х, (1Ц 

Q-1(8 Х 8') = х х (Х' + 8 Х Х), (112) 

Q-18" = Х" + 28 Х Х' + 8' Х Х + (8·Х)8 - (8·S)X. (11з ) 

Разумеется, через А + В х С + D обозначается матрица А + 
(В Х С) + п. 
Заметим, что в силу (5) получим 8(t) = О тогда и только 

тогда, когда Q (t) = const,. 

§ 70. Ниж,е мы будем ·отождествлять евклидово простра:нство, 
упомянутое в § 69, с пространством вектора 8, определяемого со
гласно (8). Таким (Jбразом, Х = Q-18 - координатный вектор во 
<:вращающейся» системе координат (х, у, z), в который ортого
нальная маТРIП~а Q-1 = Q-1(t) (с определителем, равным +1) 
преобразует (<не вращающуюся» систему координат (5, 1], ~). СО(JТ
ветственно этому можно подразумевать под Х = X(t) и 8 = 
= 3(t) = Q(t)Х(t)заданные траектории одной п той же ча
СТIЩЫ в двух системах координат, а под векторами 8' или 8" и 
Х' или Х" - абсолютные и относительные скорости или уекоре
ния частицы. 

Тан: как компоненты этих векторов скорости и ускорении 
параллельны координатным осям S, 1], ~ и х, у, z соответственно, 
то и~ (8), т. е. из формулы Х = Q- 18, с очевидностью следует, 
что прое:кции абсолютной СI{ОРОСТИ и абсолютного ус:корения на 
оси х, У, z вращающеiicя системы :координат равны :компонентам 
векторов Q-1g' и Q-1g" еоответственпо. . 

Этот факт указывает на :кинематичес:кий смысл формул (101), 
(102) или (111), (11з). 
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§ 71. Для данной траектории 8 = 8 (t) частицы в невращаю
щейся системе координат (~, ТJ,~) можно всегда выбрать враще
ние Q (t) такое, что частица будет оставаться при любом t в 
плоскости (х, у) вращающейся системы координат Q-I (t) 3 == 
== Х: (х, у, z), т. е. будем иметь z(t) = о. При условии такого 
выбора Q(t) соотношения (11 t ), (112) при водятся С учетом (5) 
II (8) к виду 

Q-18' = ( ;: + ::~) , 
SlY- S2X 

Q-l (8 Х 8') = ( :~~: = ::~~ ), 
ху' - ух' + Sз (х2 + у2) 

поскольку также z' (t) = о, если z (t) = о. 
Заметим, что условие z (t) = О может быть удовлетворено для 

любой заданной функции 8 = g (t) при существенно различном 
выборе Q (t), так как можно преобразовать любое заданное вра
щение Q(t) с помощью произвольного Qo = Qo(t) так, что ось z 
вращающейся координатной системы Х: (х, у, z) остается неиз-
менной. 

§ 72. То у~ловие, что ПЛОСIiОСТЬ (х, у) вращающейся систР.'МЫ 
координат (х, у, z) вращается, оставаясь в плоскости (~, 11) невра
щающейся координатной системы (~, ТJ,~), может быть записано 
с помощью трех эквивалентных друг другу соотношений: 

Q = (~~:: -:~:: g), 
о о 1 

~ ~(~, т ~}" ~~', 

S~(~} 
Действительно, соотношение (131) представляет собой тож

дество по t при соответствующей ер = ер (t) тогда и только тогда, 
когда z = ~. "У"словие же (132) является в силу (7) необходимым 
и достаточным для того, чтобы имело место (131). 

Наконец, (13з) эквивалентно в силу (5) условию (132)' 
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§ 73. Пусть траектория 8 = 8 (t), рассмотренная в §70, лежит 
в неизменной, плоскости невращающейся координатной системы 
;:: : (~, 1], ~). Тогда можно выбрать эту плоскость в качестве пл()
скости (х, у) вращающейся координатной системы Х: (х, у, z)', 
удовлетворяющей условиям, при которых z (t) == О. 

Учитьтная условия (131), (132) И формулы (8), пплучим, что 
(111) и (11 з ) могут быть записаны в виде 

Q-'8'.,~ (~: ~ ::~). (14,) 

(
Х" - 2q>'y' - q>'2X - q>"X) 

Q-lg" = у" + 2q>'x' ~ q>'2y - q>"x , (142) 

n то время как (112) сводится к скалярному соотношению 

~1]' - 1]~' = ху' - ух' + <р' (х2 + у2). (14з ) 

Дрйствительно, тогда z(t) =U, z'(t) = О и z"(t) = О. 

§ 74. Сравнивая § § 68 п 72, можно заключить, что 'вращение, оп
ределяемое функцией Q (t), является вращением вокруг подоб
ранной соответствующим образом неподвижной оси тогда и ТОЛJ~
н:о тогда, I\огда существует ортогональная матрица Р, не завися
щая от t и таl\ая, что все элементы третьей строчки и третьего 
столбца кососимметрической матрицы P~ (t)P-t, Где ~ = Q-1Q', 
равны нулю при всех t. 

§ 75. Из последнего замечания в § 58 вытекает, что любая косо
симметрическая 3-матрица может быть приведена с помощью ор
тоtонального преобразовани:я к нормальной форме, причем все 
:шементы третьей СТРОI\И оказываются равными нулю. Поэтому 
нз изложенного в § 72 следует, что Q (t) определит вращение от
носительно неl\ОТОРОЙ неподвижной оси, если ~ = const, т. е. все 
три компоненты Si -ВeI{ТОра.S не зависят от t. (Это условие доста
точное, но необходимое.) Согласно (7) такое вращение харак
теризуется функцией Q (t) = Q (О) et:E; где ~ - произвольная 
I\ОСОСIJммеТРIlческая постоянная матрица. 

§ 76. В последующем t имеет произвольное фиксированное зна
чение, а рассматриваемые матрицы постоянны. Для произвольной 
I;осогпмметрической матрицы е положим 

( 

О [-:dз ~ а2) 
е = dз О -а1 " 

-а2 d1 О 
D = (~:)., 

dз 
(15~ 
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-так что 

где Е - единичная матрица и IDI2 = (d1
2 + d22 + dз2 ) '/, ~ о 

(см. (5), (6». 
Покажем, что 3-матрица Q является ортогональной с опреде

лителем, равным + 1, тогда и только тогда, когда существует 
Iiососимметрическая матрица 8 такая, что *) 

Q=e8 , 

Q = Е + sin I D I е 1 - cos I D I 82 
IDI + IDIZ . 

Прежде всего с помощью (15) легко проверить, что 

det (лЕ - 8) = 'А,з + IDI2Л. 

Так нак каждая матрица удовлетворяет своему характериСтиче
скому уравнению, то 

и 

8п+3 = -IDI2€~П+', n = О, 1, ... 
Следова тельно, 

и, таким образом, 

8 2n+1 = (-IDI2)пе, 

е2п+2 = (-IDI2)n82, 

8 = "",еп = Е ~ ~ (_1)nIDI2n+1 
е -n~on! + IDln~o (2n+1)! + 

~~(1- "" (-1)П IDI 2П) 
+ IDI2 n~o (2n)' . 

(17) 

Так как два последних ряда представляют sin I D I и со" ! n I 
соответственно, то ясно, что (162) эквивалентно (161). 

Далее заметим, что если матрица е определяется СОГШIС
но (15) при частных значенпях d! = О, а2 = О, dз = rr, то в соот
ветствии с (17) матрица ее может быть записана в внде (1:31) . 

rде 

• ) Формулу (162) можно ЗaIIJИ'сать в виде 
1 1 

Q = Е + 8 si I'D ! + "2 82 si2 21 D 1 , 

sin'(1 
si (1 = -(1-' 
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Следовательно, для любой функции Q вида (131) существует мат
рица е = -8\ удовлетворяющая соотношению (161). Если Q
ортогональная матрица с определителем, равным +1, не предста
вимая в частном виде (131), ТО В силу последнего замечания в § 58 
существует ортогональная матрица Р такая, что произведение 
PQP-! при водится Н (131). Однако в силу изложенного в § 57 
имеем 

ехр (peP-l) = PeBP-1, 

причем матрица РЕ>Р-l является RососимметричеСI\ОЙ всякий раз, 
кегда Р - ортогональная и в - Rососимметрическая матрица. 
Следовательно, для каждой ортогональной матрицы Q с опреде
лителем, равным + 1, существует нососимметричесная матрица в, 
удовлетворяющая соотношению ( 161). Справедливость обратного 
утверждения была уже отмечена в конце § 67. 

§ 77. Пусть через 1; (i = 1,2,3) обозначены матрицы, получен
ные по формуле (15) при dl< = 1 (k = i), dk = О (k =1= i). Тогда 
произвольные матрицы е и Q могут быть записаны'с учетом (16t ) 

Б виде 

е = d111 + c412 + dзl з , ( 181) 

Q = exp(dlI\ + c412 + dзlз ). ( 182) 

Так как в соответствии с (15) и (17) н.меем 

,,,, ~(~ 
о 

-,~~). ( COS~ О Sin~) 

l cos qJ e'l>I, = .0 1 О , 
sin qJ cos qJ -sш qJ О СОВ qJ 

COS~ - siп qJ О 

I 
(19) 

r.",I, = Si~ qJ COS qJ ~), 
о J 

то ортогональная матрица e'PJ; осущеСТВJlЯет поворот декартовой 
системы координат вокруг координатной оси i на угол ер (i = 
= 1,3) или -ер (i = 2). 

§ 78. Из изложенного в § 57 видно, что фuРМУJJа 
Q = е~]I]е",I2е"зlз (20) 

при {}; = а; (i = 1,2,3) не эквивалентНа (182). Однако справед
лив тот факт, что 3-матрица Q является ортогональной с опреде
лителем + 1 тогда и только тогда, когда ;па матрица может быть 
представлена с помощью трех чисел {}J, 'tf2 , {}з В виде (20). Факти
чески выражение (20) не отличается существенно от обычно:rа 
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представления (21) матрицы Q (В несимметричной форме), при
веденного ниже. 

Из рис. 1 видно, что от одного какого-либо положения 
S : (~, f], ~) декартового трехграннИlШ можно прийти к другому 
Х: (х, У, z) с помощью поворота трехгранника на соответствую
щие углы сначала вокруг оси ~, затем вокруг оси ~ в ее новом 
положении и, наконец, вокруг оси ~ 
В ее новом положении. То же са
мое можно сказать о переходе от 

Х: (х, У, z) к З: (6, f], ~). Если 
учесть (19), то можно заключить, 
что З-матрица Q OpToгoHa.ТJЬHa н 
det Q = + 1 тогда и только тогда, 
когда она может быть представ
лена с помощью трех «эйлеровых 
углов» t, V, ffi как произведение 

I ,...-----... 
• • z 
С '. 

Рис. 1. 

Так н:ак (ее)-I = е-е (см. § 57), то из (15), (16) видно, что при 
переходе от Q к Q-I меняются знаки величины di. Вместе с тем 
A-IB-1r- 1 = (АВГ)-I. Следовательно, учитывая (21), получим, 
что 

Q\ = Q-I: {t, - ffi, - v}, 

если Q : (t, V, ffi). в силу (19) проиаведение e"I, eL1 , равно 

- COS L sin v 

COS L СОВ V 

sin t 

sin ~ sin V) 
- sinL COSV • 

COS L 

(22) 

(23) 

Умножая (23) справа на матрицу eOlI , получим, учитывая (19), 
следующее явное выражение для матрицы (21): 

(

COS V COS оо-
- sin v sin (J) СО!! L 

Q = sin v СО!! (J) + 
+ C~!! 'v si~ (J) l:OS L 

SШ (J) Sln L 

-соsvsiП(J)-
- sin 'V cos (J) CQ.s L 

- sin 'V sill !Jj + 
+ cos 'V l:OS iD sin L 

СОБ (J) sin L 

Очевидно, что (24) эквивалентно основной формуле сфериче·скоЙ 
тригонометрии. Элементы Э'l'ОЙ матрицы предс.тавляют собоЙ .. ,не 
что иное, н:а{\ девятJ, направляющих косинусов (см. рис. 1). . 
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ЛОКАЛЬНЫЕ И НЕЛОКдЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

JloKaJlbHble попятия 
Гамильтоповы и лагранжевы системы 
Решения и канонические преобрааованин 
Нелокальные понятия 
Точки устойчивости 
Характеристические пока за тел и 

ЛОКАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 

§§ 79- 90 
§§ 91-102 
§§Ю3--118 
§§ Н9-130 
§§ 131-136 
§§ 137-154 

§ 79. В послеДУIOЩем будем обозначать через Х заданную область 
изменения т-вектора х = (Xi) в евклидовом пространстве, а че
рез f(x) - заданную т-вектор-функцию f = (fi), принадлежа
щую в Х HeKo~opOMY классу С('У), v ;;;?; 1. 

Обозначим через !у! длину (евклидову) т-вектора у. Тогда 
для каждой точю[ хО области Х найдется, очевидно, положитель
ное число <1= <1(3.:0), не превосходящее Ь/В. где Ь = Ь(хО) -
столь малое положительное число, что окрестность ! х - хО! < Ь 
точки хО содержится в х, а Ij(x) I обладает при !х - хО ! < ь ко
нечной верхней границей В = В (хО, Ь (хО» = в (хО). Таи: же оче
видно, что число <1 (>0) может быть выбрано независимым от хО, 
если ХО принадлежит некоторой заМII:НУТОЙ и ограниченной *) под
области в х. 

Известно. что система т обыкновенных дифференциальных 
уравнений, ааписанiJ:ая в виде 

:х;' = f(x), (1) 
обладает одним и только одним решением х = х (t) •• ), которое в 
произволъно заданный момент t = tO достигает произвольно за-

данной точки хО области х. Это решение х = x(t) системы (1) 
существует, п, о крайней иеfе, при tO - <1 < t < tO + <1, где <1 = 
= <1(ХО) = Ь/В. Наконец, x(t) - хО! < ь при It - tOI < <1. 

Есл~ обозначить через А дифференциальный оператор 

д m д 
А = -+ ~fi(Xl' ... ,Хт ) -' (2а) 

at . aXi 
\=1 

*) При этом подр.азумевается компактность этои !lIодоtJЛаети Л, т. е. 
щJимепи.моетъ в ней те-ореомы ,покрытия Гейне - Еорелн. . 

**) 3~щетим, что ;этому решению соотвеl1С'l1вуетнскоторая траектория в 
оuласти иэмр.нения х, допускающая единственное параметрическое преj\
ставление х = x(t). 
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где (fi) = f, (Xi) = Х, то в соответствии с (1) интегральные кри
вые х = x(t) отличаются от произвольных кривых х ~ x(t) в 
пространстве х тем, что вдоль интегральной кривой удовлетво-
ряется соотношение 

(F(x,t»'= M(x .• t) , (2) 

где Р(х, t) - ПРОIIзвольная СI\алярная или векторная функция 
I\ласса C(l) в (т + 1)-мерной области (х, t). 

Так нак правая часть (1) не содержит явно время t, ТО пз тео
ремы единственности следует, что решение х = х (t), рассматри
ваемое нак функция от хО = х (tO), tO, t, является функцией лишь 
хО и t - tO, т. е. 

х = х (ха, t - tO), (х (хО, О) = хО ). (3) 

Также известно, что если f(x) принадлежит классу с(у) в Х, 
то т-вектор-функция х(хО, t) - решение (1), а также частная 
производная Xt (хО, t) принадлежат классу С(у) в (т + 1) -мерной 
области (хО, t). Эта область представляет собой произведение *) 
пространс.тва Х" на интервал -а < t < а, причем Х· есть неко
торая область, состоящая из тех точек хО области Х, замынание 
ноторых ограничено и содержится в Х, так что число а > О вы
бирается ДJIЯ всех хО в Х· независимо от ха. 

Наконец, и;шестяо, что якобиева матрица Хх' является в рас-
сматриваемой (т + 1)-мерной области (хО, t) неособенной, 
т. е. что 

(4) 

Таким образом, если подставить (3) в (1) и продифференци
ровать полученное n-векторное тождество по каждому из n ком
понентов хО , то с учетом правила дифференцирования определи
телей получим **), что 

(lg det ххо)' = div f. (4а) 

Заметим, что если t - tO фИКС1Jровано и I t - tO I < а, то в 
соответствии с (4) отображение (3) области хО на область х в Х· 
принадлежит классу с[у] в смЫсле определения, данного в § 5. 

Обратное отображение опреЩJЛяется формулой 

хО = х(х, to -t), (5) 

где х - та же функция, которая выписана в (:3). Действительно, 
каждой точке области Х и каждому моменту t соотвеТствует одна 
и только одна интегральная кривая, так что эквивалентность (5) 

*) СМ. Прlllмечание 'к § 9. 
**) Расходимость div / !для / = f(x.) определяе"ОСЯ как след якоБJlI'ВОЙ 

маТРIЩЫ to: (о слепе матрицы СМ. примечание к § i37). 
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и {3) .следует из возможности замены начального положения ко
в:еЧ:иыи, '1'1 наоборот. 

Ко~е~IИО, переход от (3) к (5) является законным лишь тогда, 
nогда хО лежит в некоторой области Х*, которая обладает ограни
ченным замыканием, содержащимся в Х, а значения j t - tO I 
меньше некоторой постоянной, зависящей от Х*. в частности, нель
зя быть уверенным в сущеr.твовании фиксированного t ('1= to) 
такого, чтu функция (3) определена при этом t и всех хО, принад
лежащих х. Этот факт ведет к очевидным осложнениям. Мы не 
будем их всегда подчеркивать, по о них нельзя забывать. 

§ 80. Пусть дана l-вектор-функция G = G (х, t) класса С(1) в рас
сматриваемой (т + 1)-мерной области (х, t). Предположим, что 

(i) в этОй области существует по крайней мере одна точка 
(х, t), в которой G(x, t) = О, и 

(ii) если х= x(t) - некоторая интегральная кривая для (1), 
то условие G(x(t), t) = О или удовлетворяется при всех t, или, 
наоборот, не удовлетворяется ни при каком t вдоль ;)той инте
гральной кривой. 

Тогда система l соотношений, отвечающих условию G(x, t) = 
= О, называется инвариантной системой для уравнений (1). Из 
(2) видно, что (i), (Н) можно также выразить, потребовав, чтобы 

(ia) l-векторное условие G(x, t) = о не было противоречивым 
n (т + 1) -мерной области (х, t) ; 

(иа) условие дG(Х,t) удовлетворялось тождественно в обла
сти (х, t) в силу G(x, t) = о. 

Скалярная инвариантная система (l = 1) называется инва
риантным соотношением. Если l > 1, то каждое из l скалярных 
соотнuшений, составляющих инвариантную систему G (х, t) = о, 
может не представлять собой инвариантное соотношение. На
пример, если х = G(t) - HeKQTQPOe частное решение (1), то 
С(х; t) = О, где G(x, t) = х - G(t) представляет собой, очевидно, 
инвариантиуЮ систему l =;. т уравнений. 

§ 81. Множество Х*, которое состоит из точек х, лежащих в обла
сти х, и содержит по нрайней мере одну точку, называется инва
риантным множеством ДЛЯ (1). если оно обладает следующим 
свойством: для наждой точки х· множества Х· существует доста
точно малое положительное число р = р (х') такое, что если х = 
= x(t) - некоторое решение, для которого х· = x(t') при соот
ветствующем t = t*, то точка x(t) принадлежит множеству Х· 
дЛЯ всех t, при которых Ix(t) - х'l < р. 

Очевидно, что если инвариантное соотношение G = О консер
вативно в указанном в § 18 смысле, т. е. если G зависит только 
от х вместо того, чтобы быть функцией х и t, то G (х) = О пред-
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стаВИт уравнение, определяющее инвариантное множество. По 
существу, понятия инвариантного множества и Iюнс€рваТИВIJОП 
инвариантной системы, по-ви:димому, едва ли различимы. Одна
ко з а м к н у т о е инвариантное множество Х* : G (х) = О может 
пметь для (1) довольно сложную структуру даже тогда, еt:JIИ 
фУНIщии j(x) и G (х) очень гладкие (так что этот вопрос прпоб
ретает интерес ЛIIШЬ в случае ограничения анаЛIlТИЧНОСТИ). 

§ 82. В соответствии с и:шоженным в § 80, соотношение 
G (х, t) = О является в слуqае скалярной функции G = О к.тхас
са C(l) инвариантным тогда и толыш тогда, когда оно определяет 
в области (х, t) ГIшерповерхность, на Н:ОТОРОЙ фУНIщия !'!G (х, t) 
от (х, t) обращается тождественно в нуль. Возможен такой случай, 
что функция!'!F (х, t), соответствующая некоторой скалярной 
функции F(x, t) класса C(I), обращается в нуль не только на ги
перповерхности F (х, t) = О, но и во всей области .(х, t). в проти
воположность CKa~aHHOMY в § 80 это будет тогда и только тогда, 
когда соотношение!'!F(х, t) = о удовлетворяется тождественно 
само по себе (а не в силу соотношения Р(х, t) = О, что требова-, 
лось бы согласно (iia) § 80). Функция Р(х, t) представляет тогда 
решение линейного уравнения в частных производных 111" = О, 
~аписываемого согласно (2а). Так как каждое начальное условие 
(хО, to) определяет интегральную кривую х = x(t), то из (2) 
видно, что указанный случай имеет место тогда и только тогда, 
когда (F(x(t), t»' = О, т. е. когда F(x(t), t) = С = const вдоль 
каждой интегральной кривой х =Х (t) уравнения (1). Тогда ска
лярную функцию Р(х, t) (не вырождающуюся в постоянную в 
(т + 1)-мерной области (х, t) или соотношение F(x, t) = С; 
где с - произвольная постоянная, называют интегралом уравнЕХ

ния (1). 
Разумеется, значение С, соответствующее какой-то определен

ной IIнтегральной кривой х = x(t), является в силу равенства 
Р(хО, tO) = С функцией начальных условий хо = x(tO), tO. Если с 
имеет фиксированное значение Со, то соотношение F (х, t) = со 
не есть интеграл, а заПlIсанное в виде 

G(x, t)==F(x, е)-со= О 

оно представляет лишь инвариантное соотношение. Действитель
но, если функция G(x, t) есть интеграл, то она не должна содер
жать постоянную интегрирования. 

В соответствии с изложенным в § 18 назовем интеграл F (х, t) 
консервативным, если он не содержит t. Тогда Р(х) = Со, где 
СС = f(xo), определяет интегральную гиперповерхность, про
ходящую через точку х = хо. Эта «гиперповерхносты) может 
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состоять иэ единственной точни и представляет всегда инвариант

ное множество (см. § 81). 
Очевидно, что любая скалярная фуннция интегралов уравне

ния (1) танже представляет собой интеграл уравнения, если тnль
КО она принадлежит классу C(I) и не вырождается в постоянную. 
Следовательно, можно рассматривать l интегралов F I , ••• ,F1 как 
независимые, если тольно фуннцни F I (х, t), ... , F 1 (х, t) являются 
неэависимыми в уназанном в § 18 лональном смысле. 

ИЗ формулы (5), представляющей обращение (3), видно, что 
Сl\алярные l\омпоненты m-веНТОР-фУНI\ЦИИ х (х, tO - t) представ
ляют собой т интегралов уравнения (1), причем эти т интегра
лов являются в силу (4) независимыми. 

Все упомянутые т независимых интегралов могут не эависеть 
от t лишь в том случае, если Нх) == О. Действительно, пусть урав
нение (1) имеет т незави:симых нонсервати:вных интегралов 
F 1 (х) = Cl •••• , Fm(x) = Ст. Тогда любая интегральная кривая 
должна представлять собой линию пересечения гиперповерхно
стей Fi(x) =Ci, причем ci=Fi(x(tO». Так как т-функции F1, 

... , Fm являются независимыми, а гиперповерхности лежат в 
т-мерном пространстве х, то, полагая С = (Ci), получим, что 
x(t) = с вдоль IШЖДОЙ интегральной кривой х = x(t). Отсюда 
следует, что в уравнении (1) j(x) == О. Наоборот, если Нх) = О, 
то равенства Хl = Cl, ••• , хт = Сm представляют собой т неза
висимых Jюнсерва тивных интегралов системы ( 1) . 

Хотя т l\онсервативных независимых интегралов уравнени~ 
(1) существуют лишь при условии, что j(x) == О, однако это 
уравнение всегда имеет т - 1 l\онсервативных независимых ин
тегралов F 1 (х), ... , Fm- 1 (х). Для того чтобы в этом убедиться, 
достаточно исключить соответствующим обраэом tO - t из т не
зависимых интегралов, представляющих компоненты т-вектор

ного соотношения (5). Разумеется, что полученные таким обра
эом т - 1 независимыx интегралов F 1 (х), ... , Рm- 1 (х) имеют 
лишь чисто локальное значение не только по отношению к t 
(см. конец § 79), но и по отношению к х. 

§ 83. Несмотря на возможные осложнения, n чем упоминалось в 
конце § 79, говорят иногда о семействе всех решений х =x(t) 
уравнения (1) и наэывают (3) общим решением (вместе с тем 
формула (5), где tO фиксировано, представляет т интегралов это
го уравнения). 

Решение х = х (t) уравнения (1) назовем равновесным реше
нием, если траенторпя х = x(t) представлена в области х одной 
точкой х = хО = x(tO). Это будет тогда J[ толь'Ко тогда, lI\огда 
/ (хО) = О, посколы\y равенство х' (t) = о не может выполня'гься 
для единственного значения t = tO, если оно не выполняется для 
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лсех t, так что х (t) = хО. Действительно, пусть фунnция х = х (t) 
удовлетворяет уравнению (1) внекотором t-интервале, содержа
щем момент t = tO. Если x'(tO) = О, то 0= f(xO) и, таl\ИМ обра
:юм, x{t) - хО есть одно (и толькu одно В силу единствеННОСТII) 
решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному условию 
x(tO) = хО. В соотвеТСТЮIИ с ~тим точ!,а х = хО пространства х 
uазывается ТОЧНОЙ равновесия, если f(xO) = О. в частности, 
иснлючительный случай существования In независимых консер
вативных интегралов (§ 82) можно рассматривать lШК такой, 
когда любая точка х сеть точка равнuпееия. 

Следует отметить, что если решение х = х (t) уравнения (1) 
не является равновесным, то соответствующая интегральная I\РИ

вая в пространстве х имеет при каждом t пасательную и не име
ет точек возврата. Действительно, еели это не так, то мы получи
ли бы, что х' (to) = о при некотором t = tO и, следовательно, 
x'(t) = Оих(t) =x(tO). 

§ 84. Без потери общноети можно положить tO =0, так что общее 
решение (3) уравнения (1) запишется в виде х = х(хО, t), где 
хО = х (хО, О). Предположим, что дано частное решение х = 
= х(хО, t), соответствующее некоторому фиксированному хО = 
= хО, и пусть И:'lвестно, ЧТО оно существует не тольно в некото
ром малом t-промежутне в силу лональной теоремы существова
ния (§ 79), но и в достаточно широком промежутке О ~ t ::;::;; М. 
Подразумевается, что точка х = х (хО, t) принадлежит при 
О ~ t ~ М рассматриваемой области Х, введенной в § 79. 

Покажем, что скошl велино ни было бы данное число М =1= 00), 
можно выбрать такое' малое б > О, что решение х = х (хО, t) 
уравнения (1) существует во всем промежутке О ~ t ~ М, еСЛIl 
начальное условие 'х (хО, О) = ХО удовлетворяет неравенству 
IxO - xOI < 6. 

С этой целью рассмотрим при произвольнам ТJ > О область Х'I] 
тех точек пространства х, для которых Ix - х(хО, t) I < ТJ по 
крайней мере при одном значении t в промежутке О ~ t ~ М. 
Тан как множество Х, введенное в § 79, открытое, то можно вы
брать положительное ТJ столь малым, что Xt] содержится в замн
нутом и ограниченном подмножестве множества Х. Тогда поло
жительное число а, указанное в § 79, можно выбрать так, чтu 
оно будет пригодным для любой точки х = хо области X'I]. Други
ми словами, если х = хо - некоторая точка X'I], а t = to - некото
рая точка оси t, то решение х = x(t), удовлетворяющее начально
му условию х (to) = хо, существует во всяком случае в интер
вале to - а < t < tO + а, где а не зависит от хо и t. Выберем to 
внутри промежутка О ~ t ~ М. Тогда, поскольку значения хо и 
to определяют вместе одно и только одно локальное решение, 

6 А. Уивтнер 



82 ГЛАВА П. лоиАльны1E И НЕЛОКАJ1IЬНЫЕ BOnpoeьt 

ВИДНО, что снраведливость высказанного выше утверждения сле

дует из теории нокрытия ГеЙне-Бореля. 
Так как фупкция х(хО, t) в силу изложенного в § 79 непре

рывна, а следовательно, равномерно -непрерывна на каждом замк

нутом и: ограниченном множестве, то при любом е > О можно 
утверждать о существовании таного 6 = 6е > О, что 

Ix(x r , t) - х(хО, t) 1< е 
при О ::::;; t ::::;; М всякий раз, когда I хО - хО I < б. 

Заметим, что все это справедливо независимо от того, на
сКолько велик конечный фиксированный промежуток [О, М], на 
котором предполагается существование частного решения х (хО, t). 

§ 85. Так как функция х (хО, t) принадлежит согласно изложен
ному в § 79 к Iшассу C(V), где v ~ 1, то, применяя формулу Тей
лора, получиl'tl, что 

х (хО, t) = х (хО, t) + R (t) (хо - хО ) + о (1 хО - хО) *) (6) 

равномерно в промежутке О ::::;; t ::::;; М при хО -+ хО, причем 

(7) 

обозначает лкобиеву матрицу для х (хО, t) по хО, вычисленную 
при хО = хо . В силу (4) R(O) = Е. Можно рассматривать фор
мулу (6) как приближенное представление общего решения 
х(хО, t). 

Весьма существенным является то обстоятельство, что для co~ 
гтавления матрицы (7), а вместе с тем и приближенной форму
лы (6) требуется знание общего решения не исходной системы (1), 
а лишь линейной системы 

~'= А (t)s, (8) 

где А (t) - известная т-матричная функция t, а именно якобие
ва fx (х) вдоль данного частного решения х = х (хО, t) системы (1): 

А (t) = их (х» x=x(~O, t). (9) 

Действительно, пусть ~i есть i-й компонент т-вектора ~ = ~ (t), 
удовлетворяющего системе (8), и пусть через slt (t) обозначено 
при фиксированном k (= 1 , ... , т) частное решение этой систе
мы, удовлетворяющее т начальным условиям 6ilt (О) = eik, i = 1, 
... , т, причем eik - единичная матрица. Тогда если т решений 
S1(t), ... , ~т(t) известны, то, поскольку k-й столбец матрицы 

"') о Символе о см. примечание в § Н. 
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5R(t) составляется из компонентов вектора Sh(t), станоnится из
вестной и эта матрица. Это утверждение эквивалентно условию 

R' (t) = А (t)R (t), (10) 

причем R (О) = Е в силу (7). Справедливость же этого условия 
может быть доказана следующим образом. 

В соответствии с изложенным в § 7f1 клас.су С('У) , v ~ 1, прп
надлежит не только функция х (хО, t), но и ее производная 
Xt (хО, t) = х' (хО, t). Следовательно, в силу (6) 

х'(хО, t)= x'(xO,t)+R'(t)(xO-хО)+о(lхО-хОI) (11) 

равномерно в промежутке О ::::;; t::::;; М при хО __ хо. Кроме того, 
функция x(t) = х(хО, t) представляет собой решение системы (1) 
при произвольном хО, В частнос.ти, и при хО = хо. Таким образом, 

х' (хО , t) - х' (хО, t) = f(x(xO, t» - f(x (хО, t». 
Однако, УЧJJтывая (G) и (fI) и применяя формулу Тейлора, полу
чим, что 

Следовательно, 

х' (хО, t) - х' (хО , t) = А (t) R (t) (хО - хО) + о ( I хО - хО I ) 
или (согласно (11» 

R' (t) (хО - хО ) + о ( I хО - хО I ) = А (t) R (t) (хО - хО) + о ( I хО - хО I ) , 
что и доказывает полностью (11), поскольку хО - проиавольный 
постоянный вектор, близкий к ХО. 

§ 86. В соответствии с (9) матрица А (t) коэффициентов системы 
(8) т однородных линейных скалярных дифференциальных 
уравнений для S = (Si) определяется для заданной системы (1) 
однозначно данным решением х = х (хО, t). Это частное решение 
будем обозначать далее x(t). Систему (8) с матрицей коэффи
циентов (9) будем называть «системой уравнений Якоби, соот
ветствуюшей данному решению х = x(t) системы (1)>>. Любое 
же решение S = S (t) системы (8) (а не только какое-либо из т 
решений S = Sk (t), рассмотренных в § 85) назовем «смещением 
решения х = x(t) системы (1)>> *). По существу, подразумевается 
при этом инфинитезимальное смещение, так кю, указанная терми

нология предназначена только для описания следующего факта. 

*) В литературе (8) часто называют уравнениями в вариациях, а 6 = 
= 6(t) - вариаЦllей реlllеНlIП х ,= x(t). (При.\!. перев.) 
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Пусть s = S(t) - некоторая т-вектор-функция класса C(l) в 
промежутке О.:::;; t.:::;; М, и пусть 8 > О - малый параметр, не 
зависящий от t. Тогда. функция x(t) + 8S(t) от t удовлетворяет 
уравнению ('1) с точностью до членов выше первого порядка от
носительно S в том и только в том случае, если s(t) представля
('т собой смещение решения х = х (t) системы (1). Другими сло
нами, данный т-вектор S (t) будет или не fiудст оfiладатn тем 
свойством, что равномерно по t при О :::;;; t :::;;; М . 

(x(t)+8s(t»'=f(x(t)+8S(t»+0(8), 8-+0, ('12) 

в зависимости от того, представляет или не представляет этот 

вектор решение системы (8). Для доказательства достаточно об
ратить внимание на то, что в силу (9) и формулы Тейлора 
имеем 

f(x(t)+ 8S(t»= j(x(t»+ 8A(t)s(t)+ 0(8), 

п, поскольку по предположению x'(t) = j(x(t», (12) эквива
лентно соотношению 

8S' (t) = 8А (t)s(t) + 0(8). 

Так l<aK s(t) и А (t) не зависят от 8, то отсюда следует, что (12) 
эквивалентно (8). 

§ 87. Пусть х = x(t, 8) есть n-вектор-фующия класса C(l) в пря
моугольнике О :::;;; t :::;;; М, О:::;;; 8 :::;;; const, и пусть эта функция 
при каждом фиксированном е удовлетворяет уравнению (1) и 
обращается при ~. = О в рассмотренное выше решение х (t). Тог
да частная проюшодная 

s(t) = XEи~ О) ( 13) 

представит решение системы (8). Доказательство такое же, ка
кое приводилось в конце § 86. 

Так как в соответствии с § 84. каждое решение х (t) можно 
включить в выбранное надлежащим образом семейство решений 
x(t, е) и так как, в частности, т решений sk(t) системы (8), 
рассмотренных в § 85, имеют вид (13), то сразу видно, что и лю
бое решение s(t) системы (8) может быть представлено с по
мощью семейства х (t, е) в виде (13). 

Если F (х) - интеграл системы (1), то F (х (t, 8» является в 
еилу § 82 функцией одного ТОЛЬНО е. 

Следовательно, составляя производную от F(x(t, е» по е при 
Е = О, найдем, что скалярное произведение 

s(t) ·Fx(X(t»= const (14) 
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вдоль решения (13) системы (8), а следовательно, и вдоль любu
го решения 5(t) этой системы. 

Заметим теперь, что если х (t) есть решение системы (1), то 
функция x(t + cunst) также представляет решение (1). Приме
пяя формулу (13) к семейству х (t, Е) = Х (t + Е), получим, что 
система (8) всегда допускает решение 

5 = х' (t). (15) 

§ 88. Если у = у (х) - отображение класса С[2] области х на об
ласть у (см. § 5), то система ('1) и ее интегральная Ерпвая :r = 
= x(t) преобразуются в систему у' = g(y) и в соответствующую 
интегральную нривую у = У (t). Пусть 1] (t) - произвольное сме
щение решения y(t) системы у' = g(y), так что в соответствии 
с (8) и (9) 

1]' = B(t)1], 
где 

B(t) = (gll(Y) )у=У(о· 

(16) 

(17) 

'Iогда если S(t) обuзначает матрицу, аналогичную матрице R(t) в 
фuрмуле (7), то S (t) удовлетворяет уравнению, аналогичному (10): 

S' ( t) = в ( t) S ( t ) . 

Явная связь между S(t) и R(t) 'Iрезвычайно сложна и ее нельзя 
вывести с помощью якобиевой матрицы ух = J = J(t) отображе
ния у = у (х) вдоль интегральной кривой х = х (t). Соответствен
но связь между Iюэффициентами матриц (9) и (7) соответству
ющих Нl\Обиевых систем (8), (16) не выражается только через 
матрицу J. 

R счастью, матричяое дифференциальное уравнение 

T'(t)= B(t)T(t) 

имеет решение Т (t), находимое более леГI\О, чем частное реше
ние Т (t) = S (t), рассмотренное выше. Действительно, ФУЮЩПЯ 
J(t)R(t) также удовлетворяет уравнению (161), т. е. 

я'и) = B(t)R(t), (18) 
где 

R(t)= J(t)R(t), J(t)= Yx(x(t), detJ::p О. (181) 

Этот факт легко проверить с помощью (9), (10), (17) и выра
жения g(y) через f(x) и якобиеву матрицу J = ух. 

§ 89. Для того чтобы якобиева сиг.тема (8), соответствующая ре
шению х = х (t), имела постоянную матрицу А iюэффициентов, 
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достаточно, как видно из (9), чтобы решение x(t) системы (1) 
не зависело от' t, т. е. было бы равновесным решением. В этом 
случае интегрирование системы (8) требует лишь нахождения 
характеристических чисел и инвариантных множителей матри
цыА. 

Характеристические числа матрицы А, т. е. lЮрНИ s уравне
ния det(sE - А) = О, назовем характеристическими показателл
ми уравнения ~' = A~. Про чисто мнимые показатели (включан 
нуль) говорят, что они устойчивого типа. Очевидно, что если лю
бое решение ~ (t) уравнения ~' = A~ остается ограниченным при 
t ~ ± 00, то все хараI{теристические поназатеЩl должны быть 
устойчивого типа. Обратное утверждение несправедливо, так IШI\ 
уже в случае одного l{paTHOro инвариантного множителя матри

цы А общее решение уравнения ~' = A~ содержит (шеновые» 
члены. 

Ясно, что уравнение 6' = А1; тождественно ЯIюбиевой систе-

ме по отношению н любому решению ~ = ~ (t) . 

§ 90. Начиная с § 79 мы предполагали, что правая часть уравне
ния (1) не зависит явно от t. Однако это не приводит к потере 
общности, так нан можно рассматривать t нак (т + 1)-10 пере
менную Xrn+l. Действительно, пусть вместо (1) дано уравнение 
х' = 1 (х, t), где 1 = (fi), Х = (Xi), i = 1, ... , m. Тогда, полагая 
10 = 1, Хо = t (так что хоО = tO), заменяем уравнение х' = f(x, t) 
следующим: 

·Х' = "f(*x), 

где *! = (f.i), *х = (Xj), j = О, 1, ... , m. 
Например, можно сказать, что (14) является интегралом си

стемы (8), если только рх (х (t» не обращается в нуль при всех t 
(см. § 82). 

ГАМИЛЬ тановы И ЛАГРАНЖЕВЫ СИСТЕМЫ 

§ 91. Пусть Н = Н (Х, l) - функция Гамильтона, для ноторой. 
НХ (Х, t) принадлежит к классу С(I) в (2n + 1)-мерной области 
(х, t). Тогда система (см. обозначения в § 19) 

или 

х' + IHx(x, t)= О (1-1 = - 1) 

р'= -Hq(p, q, t), 

q' = Нр(Р, q, t) } 

(1 ) 

!:I8,::Iывается соответствующей гащшьтоновой системой уравнеяиЙ. 
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Очевидно, что две такие системы, соответствующие функциям 
Гамильтона Н1 и Н2 , эквивалентны одна другой тогда и только тог
да, когда разность 1I1 - Н2 не зависит от х. Поэтому, если система 
(1) копсервативна, т. е. если H:t(x, t) не аанисит от t, то МОЖН(J 
xroлагать, что и фУНКЦИЯ Н(х, t) консервативна, т. е. что Н! = О. 

Полагая t(x, t) = - IHx(x, t), можно записать (1) в виде 

х' = f(x, t). (12) 

В частности, если F = Р(х, t) - lIекоторая функция класса 
С(I) в (2n + 1)-мерной области (.1:, е), T(J полная производная по t 
функции Р(х, t) = F(x(t), t) D1~(JJIJ, люfinй интегральной кривой 
х = x(t) системы (1) равна n СИЛУ (1В) § ~lI 

Р' = Ft +Рх'Х' = Ft - Fx·IHx == Ft +(Н; Р), 

так что в силу (241) § 21 р' = VF. Это означает, ЧТО в случае га
мильтонов ой системы можно заменить 11 в (2) § 79 на V, т. е. 
что при любой функции F = F(x, t) имеем 

М = F' = F1 + (Н; Р) V F (2) 

вдоль интегральной кривой х = х (t) системы (1). 

§ 92. В соответствии с (25) § 21 фушщия V (F1; F2) переменных 
х, t обращается тождественно в нуль каждый раз, когда обраща
ются в нуль V р1 И V}'2 (фунн:ции F1 И р2 предполагаются класса 
С(2». Поэтому из (2) и из определения интеграла (§ 82) следует, 
что если F1 и PZ суть интегралы систсмы (1), то либо функ
ция (F1; р2) переменных х и t сводится к постоянной (Hil
пример, это будет тогда, когда F1 И F2 находятся в ИНВ(JЛЮЦИИ; 
см. § 23), либо V (F1; Р) также ЯШIяется IIнтегралом системы 
(1). В последнем случае (F1; F2) может не ЯВ.'Iяться новым инте
гралом системы (1), т. е. независимым по отношению!{ F1 И F2 
(см. §§ 23-24). 

Из (2) и изложенного в § 82 видно, что консервативная фУНli
ция Р(х) класса C(l), не являющаяся постоянной, есть интеграл 
системы (1) тогда и толыю тогда, ногда она находится в инволю
ции с функцией Гамильтона Н ('х, е) при любом фиксированном t. 
Так как (С; С) == О (см. § 20), то из (2) также видно, что 
если Н (х, t) = о (т. е. если t = О; см. § 82), то сама фующия 
Н(х, t) является интегралом системы (1) в том и ТОJIЫ\о В T(JM 
случае, когда H t = О. Таким обраЗ(JМ !{онсеflвативные гаМИЛЫ(J
новы системы вида (1) характеризуются существованием «интс
грала энергию> 

Н(х) = }t, (3) 

где h = const = Н (хО) , так что поетоянная h интеграла энергии 



88 ГЛАВА П. ЛОRАЛЬНЫЕ П НЕЛVНАЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ 

является функцией Iшасса С(2) от 2n начальных значений, соот
ветствующих 2n-вентору хО = х (tO) . 

§ 93. Неконсервированная гамилътонова система (1) с n степеня
ми свободы может быть заменена Iюнсервативной гамильтоновой 
сиетемой: 

p~ = - Hqj (р, q), j 
q~ = НРЗ (р, q) 

и=О,1, ... ,n) 

(4) 

е (n + 1) степенями свобоТ\ы, где qj = qi, р] = Р; для j = i > О 
(см. также § § 9а, 90). К таной системе мы придем, если примем 
время t за (n + 1)-ю координату и определим консервативную 
ФУЮЩIIЮ ГаМИ.1ьтона Н (р, q), положив 

Н(р, ч) = Н(р, q; qo) + ро, (5) 

qo= t, 

где ро пока произвольно. Очевидно, что та группа уравнений (4), 
n ноторых j > О, совпадает с уравнениями (1). При j = о мы по
JJУЧJIМ уравнения 

РО' = - Н! (р, q, t), qo' = 1, 
так что 

(Н (р, q»' = о qo= t -Т. 

Следовательно, постоянная интегрирования, t должна быть взята 
равной нулю. Равенство (Н (р, q) )' = о удовлетворяется вдоль 
любого решения консервативной системы (4), так как эта систе
ма имеет интеграл энергии Н(р, q) = h = const. ПосколькукНиН 
можно добавить прои:звольные постоянные, то выберем h = О, так 
что Н (р, q) = О. Тогда из (5) видно, что импульс Ро, канонически 
сопряженный с координатой 110 = t, равен РО = -Н (р, q, t). 

§ 94. Прсдположпм, что функция ГаlМI!Льтона (1) обладает в 
(2n + 1) -мерной области (Р, q, t) не обращающимся в нуль n
строчным гессианом det (Hpi'P/r. (р, q, t) ). Тогда гамильтоновы ве-

личины Р. q, н (р, q, t) и det (Н 'P;'Pk) -=1= о оказываются в силу IIpe
образования (11) - (12) § 15 эквивалентными лагранжевым ве
личинам q', q, L(q', q, t) и det (Lq;q~) "* О соответственно. Так как 
соотношение (17) § 19 удовлетворяется в силу этого 'rочечного 
преобразования тождественно, то гамильтонова система 

х' + IHx = О 
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для интегральных кривых х = x(t) в 2n-мерном фазовом прост
ранстве х = (р, q) эквивалентна лагранжевой системе 

[LJq = О (6) 

([LJqi ::= ~ qk"LЧt'tlk' + ~ Qk' L'li'Чk + L qi·/ - Lqi ; см. § 9) 
k k 

для интегральных кривых q = q(t) в n-мерном ПО:ШЦИОННОМ про
странстве q. При этом эквивалентные уравнения (1) 11 (6) будут 
первого и второго порядка соответственно. 

Так kakdet{l-q.q. (q',q,t»=I=O в {2n+1)-мерной области 
i h. 

(q', q, t), то (6) можно разрешить по отношению н: q". ПО::JТОМУ 
если через z = (z,i) обозначен 2n-мерный вектор с !{омпонента
ми Zi = qi, Zi+n = qi, i = 1, ... , n, равными компонентам n-век
торов r = Q' и q, то (fi) можно переписать в виде 

z' = g(z, t). 

R этому уравнению применимы результаты, полученные n § ПО 
и предыдущих. Заметим, что если записать (1) и (6) в виде 

х' = f(x, t), z' = g(z, t) 
и если f принадлежит классу C(v) , v;:::: 1, то функция g может и 
не принадлежать тому же классу C(v). Это обстоятельство Оll:азы
вается особенно неприятным в случае v = 1, и оно показывает, 
что уравнения (1) более предпочтительны, чем (6). Если 
det (Н PiP/I) или dct (Lqjqk ) обращаются в нуль, то *) переход от 
(1) к (6) или от (6) к (1) уже не может быть определен форму
lIами § 15. Локальные теоремы существования (§§ 79--90) при
менимы к (1) также и тогда, когда det (Н)ЧР/l) = О, однако они 

неприменимы к (!1), еслиdеt(Lq , ч' ) = О. Поэтому в СJIучаях, ког-
Е k 

да рассматриваются не только уравнения (1), но и (6), будем пред
полагать, что оба упомянутых гессиана не обращаются в нуль. 

Следует уназать, что если G (q) - сналярная фУНlщия нлас
са С(2) в позиционном пространстве, то к L в системе (6) можно 
добавить не ТОЛЫ{Q постоянную, но ТaI,же 1I ЛllНейную форму 
Gq(q)q' - (G(q»' переменных q/, так как [Gq.q']q = О по оп
ределению [ }ч' 

§ 95. Если q = q (q, t) - координатное преобразование типа, рас
смотренного в § 10, и если в соответствии с § 10 определена 

*) Однако из вариационного исчисления известно, что в частном случае. 
когда 'ЛL(q', q) = L(лq', q), л> О, det (h~/qic) = о, не ВОЗПИRает фактиче-

ски трудностей, если ранг матрицы (Lqiq;') равен n -1. 
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функция L ('1', '1, t), то формула (8) § 10 ПОКR:lывает, что лагранже
вы уравнения инвариантны. Это справедливо, конечно, при усло
вии, что det qq =1= о. В § 343 будет приведсн интересный для астро
номии (а в §§ 340-342 более общий) ПРlfмер того, насколько не
верными могут быть результаты, еСЛlt заменить уравнения 
[L]q = О уравнениями [L]q = О в случае, когда n скалярных соот
ношений, определяющих преобразование q = q (q, t) или q = q (q) , 
являются зависимыми, так что якобиан Ilet qq = о. 

Инвариантность лагранжевой системы (6) при применении 
преобразования q = q(ij, t) класса С[2З , R также последнее заме
чание в § 94 становятся очевидными, есди заметить, что систе
ма (6) эквивалентна (если ИСIШЮЧИТЬ из рассмотрения разрыв
ные экстремали ) условию 

"6 ~ L(q', q, t)dt = О (7) 

для экстремалей q = q (t) с фиксированными границами *), выво
димому в вариационном исчислении. 

§ 96. Если для данной функции L(q', q, t) известно семейство 
координатных преобразований, заВlIсящее от параметра 8, стре
мящееся к тождественному преобразованию при f; -- о, удовлет
воряющее условиям дифференцируемости § 11 и оставляющее 
функцию L(q', q, t) инвариантной в смысле § 11а, или по край
ней мере в CMыc.тre § 11, то лагранжевы уравнения [L] q = о име
ют интеграл 

f(q', q, t) .Lq,(q', q, t)= сопst (еслиj-Lq, =1= eonst), (8) 

где n-вектор-функция f есть результат дифференцирования фор
мул преобразования по 8 И последующей подстановки 8 = о. Дей
ствительно, (8) вытекает из (11) § 11, поскольку [L]q = о. 

§ 96а. Используя (4) § о вместо (11) § 11, увидим, что систе
ма (6) имеет интеграл 

- L + q' ·Lq, = h = const (если - L + q' ·Lq , =1= const) (9) 

тогда и толыю тогда, когда L 1 == о, Т. е. когда L = L(q', q). Од
нако ничего нового нам зто не дает, так haK (9) совпадает с ИН
тегралом энергии (3) (см. (11), (21) § 15). 

§ 97. Рассмотрим, как и в § 14, две функции tI(c) tIl(c) 1:1 семей
ство кривых q = q (с, t), удонлетворяющих условию дифференци
руемости § 14. Предположим далее, что т (~1) тюмпонентов 

*) в салу этого ограничения символ 6 в (7) 0значает, что величины 
t'(c) и q(tV(c» в § 14 предполагаются не зависящими от с. 
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параметрического вектора С = (Cj) будут постоянными интегри
рования для лагранжевой системы [L]q = О, где L = L(q', q, t), 
так что кривые q = q(c, t) для каждого фиксированного С явля
ются интегральными l\РИВЫМИ данной лагранжевой системы 
[L]q = о. Тогда формула (19) § 14 сводится в силу (11)-(21) 
§ 15 к следующей: 

fJS = - (H)t=t Il fJt
II + (H)t=t I бtI + (p)t=tII fJ (q)t=t lI -

- (p)t=t I l'J (q)t=t l ' (10) 

где в соответствии с (18) § 14 и (20) § 14 
'1 

t (е) 

S = S (с) = ~ L (q' (с, t), q (с, t), t) dt, 
"(е) 

т д 

6=~-dcj. 
дс· 

j=1 3 

Еели, в частности, система консервативна, то соотношение (й) 
выполняется для любого решения с постоянной интеграла энер
гии, равной h = Il (и являющейся, разумеется, фУНIщией h = 
= h(c) IЮСТОЯНIIЫХ интегрирования Cj). Поэтому (10) перепи
шется в виде 

fJS (с) = - МtП + Mt
I + (Р)t=tпfJ (q)t=tП- (p)t=tI fJ (q)t=/. (12) 

Заметим, что постоянные интегрирования не обязательно неза
висимы, т. е. их число т не обязательно меньше числа степеней 
свободы системы n. 
Мы используем в дальнейшем дополнительно тот фа!,т, что 

для фующии, зависящей лишь от Cj, и, в частности, Т(ЛЯ f = С 
справедливо в силу (112) соотношение бf(с) = df(c) 

§ 98. Предположим, чтосе.меЙСТIЮ q = q(c, t), рассмотреннор в 
§ 97, имеет следующую частную СТРУI,ТУРУ: 

q = ч(с, t) = q(qO, q, tO, [, t), qO = (q)t=t', q = (q)t=l, (13) 

где tO:::;;; t:::;;; [, так что постоянные qO = (QiO), q = (qi) опреде
ляют (Ш8ча.тrьное» 11 «J\Онечное» положения в позиционном про

странстве на интегральных кривых семейства (13). Величины t rJ , 

I суть две дополнительные постоянные .иптегрированюr, ROTopble 

можно рассматривать KaR независпмые параметры. 

В соответствип с (13) т параметров с j § 97 могут быть выра
жены через 2n + 2 постоянных интегрирования QiO, qi, f:O, [. Сле-
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цовательно, положив tO = t I , l = tII , можем записать (11 f ) в виде 
t 

8 = 8(qO, q, tO, [) = ~ L(q', q, t)dt, ( 14) 
t O 

где q = q ( qO, q, tO, [). В то же время соотношение (1 О) сводится 
в силу последнего замечания в § 97 К следующему: 

dS = - (Н) t=1 ·df + (Н)t=tо.dto + (Р) t=t ·dq - (р) I=t'·dqo. 

Из этого соотношения видно, что чаетные ПРОJlзводные функ
ции (14) равны 

8 qO = - (P)I=t" 
8 to = (H)I=lo, 

§ 99. Если функция L ,консервативна L = L (q', q), то соглас.но 
изложенному выше (ем. § 79) величины l и tO входят в (13) лишь 
в виде разности f - tO. Вместе с тем в силу (3) фУНIщия Н рав
на вдоль любой интегральной кривой значению h., не зависящему 
от t. Следовательно, (13) и (152) можно записать в виде 

q= q(qO, q, t -tО , t), 

St O = h, St = - h. 

Подстановка (161) В (9) ПOI,азывает, что постоянная энергии h. 
является функцией постоянных интегрирования qO, q. 

Пnследние определяют в силу (13) два различных положения 
на одной и той же интегральной кривой в позиционном простран
стве. 

Учитывал (161), увидим, что h - фУНIЩПЯ одыого лишь qO: 
О 

h=h(qO), qO= (qi). (17) 

Используя (14) и (17), определим фупкцию W постnянных 
интегрирования qO, q, tO, t по формуле 

t 

W = 8 + h(qO) (f - tO) = ~ (L + h)dt, (18) 
t' 

так что TV не зависит от tO и [, т. е. J V = W (qO, q). 
Действительно, (162) показывает, что чаетные производные 

суммы (18) по tO и f обращаются тождественно в нуль. Так как 
функция 8 выражается через qO, q, tO, [, то ее частная производ
ная 8h с учетом (17) также равна тождественно нулю. Таким об
разом, из (18) получим, что 

f - tO = Wh(qO, q). (19) 
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Кроме того, S является линейной функцией разности t - f}J, а не 
величин t и tO в отдельности. Наконец, подынтегральное выраже
ние в (18) равно p.q' в силу интеграла энергии Н = h и: соотно
шенияL = -Н + p.q' (см. § 15). Следовательно, 

~ L(q', q)dt = S = S(qO, q, t - to), (201) ,. 
I 

W(qO, q) = S p·q'dt. (202) ,. 
Формула (202) показывает, что криволинейный интеграл S р' dq 
есть функция точек qO, q на концах интегральной Rривой в пози
ционном проетранстве *). 
§ 100. Переходя к другому примеру прпложения § 97, предполо
жим **), что данное семейство частных решений q = q(c, t) ROH
сервативной лагранжевой системы {E]q = о состоит из замкнутых 
I,рИВЫХ в n-мерной области q и, следовательно, q(c, t + Т) = 
= q(c, t) для каждого с и HeRoToporO периода т = "'(с) > О. 

Предположим далее, что фующия 't' = т(с) ОТ С принадлежит 
классу C(1j ***). Тогда т - однозначная фУНRЦИЯ лишь постоянной 
интеграла энергии h, т. е. период т(с) зависит не от отдельных 
постоянных интегрирования Cj, составляющих с = (Cj), а лишь 
от их комБИlIации h = h(c). 

Для доказательства заметим сначала, что поскольку q (с, t) 
имеет период Т = т(с), то q'(c, t) ир = p(c,t) также имеюттот 
же период (см. (11) § 15, где по предположению функция L не за
висит явно от t). Следовательно, полагая tIl (С) = 't" (С), tI (С) = о 

*) Это 8амечание вместе с изложенным в § 13а представляет собой ос
нову теории поля в вариационном исчислении. Однако соотношения §§ 98, 99 
8начителыlO менее содержательньi, чем соответствующие соотношения тео
ри1t поля. Фактически .соотношения в §§ 98-99 не связаны с попятием 
п: с существованием поля экстремалей (Бельтрами, Бейарштрасс, Пуанка
ре, Гильберт) и бы.ТJ:И выведены 8начительно раньше (Гамильтон, Якоби). 

**) Результат этого параграфа, часто вновь открываемый в математиче
ской ЛlИТературе, восходит к ранним усилиям в области классической стати-, 
стической механики, когда старались отыскать аналогию между теоремами 
обычной (т. е. не статистической) механики и вторым законом термоди
намики. 

***) Это предположение существенно. Оно не удовлетворяется при фик
сированном е = ё, если, например, '(е) ведет себя в окрестности с = ё так, 
как 1 с - ё 1'/, или как кубичный корень из (е - с) 2. Этим объясняется тот 
факт, что ДЛЯ семейства периодических решений ограниченной проблемы 
трех TeJI период является однозначной функцией постоянной интеграла 
анергии лишь в некоторой локальной области, но не в большой. 
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в (111), увидим, что соотношение (12) сведется в силу (112) к 
следующему: 

БS(с)= -h(с)I'I1'(С). 

Действительно, второй член в правой части (12) тождественно 
обращается в нуль, а третий сокращается с ч~'Гвертым. Таи как 
символ ('112), применяемый и фующиям лпшь одного с, може'г 
быть заменен символом d полного дифференцированин в области 
изменения с, то dS = -h d •. Так иак 

d (h't') = h d,; + l' dh, 

то, обозначая через W = W (с) функцию S + 1'h от с *), можем 
написать dW = ,; dh. Теперь dJ-V(с) = 1'(с) dh(c) показывает, 
что если т ПОСтоянных интегрирования Cj, входящих в h = h(c), 
варьируются таким образом, что h(c) остается без изменений, '10 

И'(с) также не изменяется. Это означает, что W - функция од
ного лишь h. Это справедливо танже и; для производпой W по h. 
Так нак соотношение dW = l' dh показывает, что эта производ
ная существует и равна именно периоду т, то доказательство мож

но считать законченным. Танже видно, что ,; не зависит от h 
(т. е. все решения семейства имеют общий период) тогда и тольно 
тогда, Iюгда функция W = W(h), а вместе с тем и функция 
S(h) = W(h) - l' (h)h линейны относительно h. 

§ 101. Предполагая далее, что системы (1) и (6) обе консерва
тивны, можем применить результаты, изложенные в § 85, к нано
му-либо определенному решению х = х (t) системы (1) или н: 
соответствующему решению q = q (t) СИСтемы (6). Из определе
ний (8) - (9) § 85 сразу видно, что уравнения Якоби, определяю
щие смещение решения х = хи) системы (1) или решения q = 
= ij (t) системы (6), представляют собой также гамильтонову или 
лагранжеву систему соответственно, а именно 

i 
I~' = Не, H(s. t) = 2 s 'Нхх(х (t» ~ (211) 

или 

(L]x = О, 
' 1_ L.(x ,х, t) = 2 ~Lzz (z (t»~. (212) 

в этих уравнениях 2n-матрицы квадратичных форм Н, J~ 
нредставляют собой матрицы Гесса гамильтоновой или лагранже-

*) Здесь функция W ВВОДИТСЯ произвольно. Однако RIlже, в §§ 116а, 
118 мы увидим, что эта ФУНКЦIIЛ имеет более глубокий п более общий 
C~JblC:J. \.11. так",е (18) - (20) § 99. 
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вой функции Н (х), L(z) вдоль данного решения, а Х = (Xj), 
Z = (Zj) суть 2n-векторы с компонентами 

Наконец, ~ II ~ представляют собой смещения решений х = x(t), 
z = z(t) соответственно (см. § 8G), причем ~ = (х', х). 

ЛеГIЮ далее проверитъ, что гамильтонова и лагранжева функ
ции Н и L связаны друг с другом в смысле определения, данно
го в § 15. 

Тю_ как система (1), !'Де Н! = О, обладает интегралом (3), то 
из (14) § 87 видно, что уравнения в вариациях для решения Х = 
= х (t) системы (1) имеют интеграл 

~·H~.(.x(t)) = Ь, 

где h = сол!';t, если НХ (Х) = О. 
(22) 

§ 102. Если смещение решения Х = .i(t), т. е. решение G = ~(t) 
уравнений (211) тю,ово, что постоянная h интеграла (22) обра
щается в нуль, то ~ = ~ (t) называется изоэнерге-тичеСIШМ сме
щением решеНlIЯ Х = Х (t). Это означает, по существу, что те 
смещения (т. е. согласно § 86 те инфинитезимальные смещения), 
для которых постоянная энергии h. = Н (х (t) ), соответствующая 
данному решению, удовлетворяет соотношению 

н (х (t) + b~ (t» = h + о (1 h 1), 

характеризуются обращением в нуль постоянной h интеграла (22). 
В то же время для любого смещения, т. е. для любого решения 
~ = ~(t) уравнений (211) и для соответс'твующей этому решению 
постоянной h интеграла (22) справедливо соотношение 

II (х (t) + b~ (t) ) = h + О ( 1111 ) *) 

Расеуждения при доказательстне этого утверждения те же, что 
и в конце § 86. Из изложенного в § 86 далее видно, что и при h = 
= о и при h =1= О функция x(t) + h~(t) не представляет собой 
решение системы (1), (поэтому о ( I h I ), о ( 1 h 1) должны рассма т
риваться так же, как функции t), однако оценки о ( 1 h 1 ), о ( I h 1 ) 

удовлетворяются равномерно в промежутке О ~ t ~ М (см. § R6). 
Эти факты становятся понятными, если рассмотреть, как и в 

§ 87, семейство решений Х = x(t, е) системы (1), обращающихся 
при е = О в решение Х = х (t). Очевидно, что для решений этого 

*) Под О(е) и о (е) подраЗУ1.lеваются такие величины, что IO(e)/el < const, 
I о (е) / Е I -+ о при е -+ О. 
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семейства постоянная интеграла энергии (3) является функцией 
lL = h(e) пара метра е. Предположим теперь, что данное семейст
во состоит из изо;шергетических решений системы (1), т. е. что h 
не зависит от е. Тогда частные смещения s(t) решения x(t, е), 
находимые по формуле (13) § 87, представят изоэнергетичеСl\ИС 
смещения для x(t) = x(t, О), поскольку очевидно, что постоян
ная h интеграла (22) обращается в нуль. То же самое справедли
во и тогда, когда производная от h (е) обращается в нуль только 
при е = О, но не при любом В. 

Так как для решений x(t), x(t + В) системы (1) постоянная 
:энергии не зависит в силу (3) от В, то смещение ~ (t) = х' (t), 
упоминавшееся в конце § 87, является изоэнергетическим. 

РЕШЕНИЯ И КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

§ 103. Значение теории, развитой в § § 27 -46, заключается в том, 
что преобразование фазового пространства, рассмотренное в § 17, 
переводит л ю б у ю систему Гамильтона также в систему Гамиль
тона тогда и только тогда, liOгда это преобразование является ка
ноническим. 

Это вытекает IIЗ изложенного в § 26а, где соотношение (2), 
если положить в нем Г = ух, удовлетворяется тождественно для 
любого преобразования У = У (х, t). Если преобразование У = 
= У (х, t) является каноническим, то в силу изложенного в § 27 
системы 

где 

Ix' = Нх(х, t), 

Iy' = Ку (у, t), 

К= !!Н(х(у, t), t)+R(y, t), 

являются эквивалентными друг другу при любой Н (х, t), причем 
множитель !! и функция R зависят только от преобразования 
у = у (х, t), но не от Н (х, t). Действительно, в силу § 27 

где 

ГIГ\ = !!I, 

IYt = R y , 

Yt = у! (у, t), R (У, t), 

причем функция Г = Г (У, t) представляет собой якобиеву 2n
матрицу Ух, а У! = У! (у, t) - частную производную, определен
ную в § 17. 

В дальнейшем мы будем использовать следующее свойство 
соотношения (22), представляющего необходимое условие для 
того, чтобы преобра:ювание у = у (х, t) являлось каноническим. 
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Если заменить в (22) частную производную У! = Yi (у, t) в 
(2n + 1)-мерном проетранстве (у, t) полной производноii у' = 
= y'(l) вдоль I1:РИВОЙ в фазовом пространстве, то (22) представит 
тогда не что иное, как гамильтонаву систему с функцией Гамиль
тона R. Описывая это свойство, обычно говорят, что канонические 
преобразования являются контактными преобразованиями. 

§ 104. Пусть Х = х(с, t) - общее решение сиотемы (11), при
чем, в отлиЧИе от ИЗ.тIоженного D § 83 2n постоянных интегрирова
ния Cj, составляющие вектор С = (Cj), не обязательно являются 
начальными значениями XiO = Xi иО), но могут быть произволь
ными незаВИСИМЫМII комбинациями последних. 

Другими словами, хО заменяетея произвольным вектором с = 
= (СО) С не обращающимся в нуль якобианом det Сж'. Разумеется, 
вектор С = С (ХО ), а следовательно, и соответствующее общее ре
шение х = х(с, t) должны удовлетворять необходимым условиям 
дифференцируемости. 

Если множество е постоянных интегрирования Ci для систе
мы (1 1) TaJ{OBO, что преобразование С в х, определяемоо формулой 
общегорешепия х = х (с, t), явля-е'JIСЯ каноничеооим преобразо
ваннем с множителем f.L = 1, то Cj называются ка:ноничеекими по
стоянными интегрирования для (11). 

Оказывается, что этот случай имеет место тогда и только тог
да, когда ;консервативное прообразование х = х(с, to) при ВЫ
браН1l0М соответствующим образом to является канOIНИЧеоким с 
множителем f.L = 1. 

Необходимость этого услания оче-вищна из первого замечания 
в § 36, которое так,же показывает, что если существует одно to. 
то тогда можно выбирать to произвольно. Для того чтобы доказать 
достаточность этого условия, изменим обозначения, полагая у, Х, 
R вместо Х, е, II соответственно. Тогда вместо уравнения (11) и 
его общего решения х = х(е, t) имеем 

Jy' = Ry(y, t), (31) 
y=y(x,t). (:12) 

Таким образом, 

Iy'(x, t) = Ry(Y(x, t), t), у'(х, t) = Yt(x, t). 

Следовательно, если функция х = х (у, t) является обратной по 
отношению к (32), то, положив 

R(y, t) = R(y(x(y, t), [), [), 

Yt(Y, t)= Yt(x(y, t), t} 

и учитывая соглашение о дифференцируемости в § 17, увидим. 
что условие (22) § 103 удовлетворяется. Другими словами, усло
вие (i) § 36 заключается в требовании существования такого to, 

7 А. 'Уинтвер 
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при котором консервативное преобразование у = у (х, to) являет
ся каноническим. Так KaI{ это условие, по предположению, удов
летворнетсн, то ДОI\азателы~тво можно считать законченным. 

§ 1048. В силу § 104 переход от начальных значений переменных 
гамильтоновой системы к каким-либо каноническим постоянным 
интегрирования представляет собой I\онсервативное !,аноническое 
.преобраЗ0вани.е с множителем ~ = 1. Однако в силу изложенно
.го в § 35 31'0 преобразование является тогда полностью канониче
ским (т. е. таким, при котором функция Гамильтона не изменяет
ся, см. § 34). 

§ 105. Если х = х(хО, t) - общее решение какой-либо определен
ной канонической системы вида (11), в котором роль постоянньu 
интегрирования играют 2n начальных значений XiO в момеп'l' t = 
= to, то У = У (х, t), где у = ха, есть каноничеСI\ое преобразова
ние с множителем ~ = 1 и остаточной функцией R такой, что 
R совпадает с функцией Гамильтона Н системы (11). 

Действительно, применяя критерий, указанный в § 104, к с = 
= Ха и замечая, что х = х (ха, to) представит тождественное пре-

. образование х = ха (являющееся каноническим с множителем 
~ = 1), увидим, что постоянные llliтегрирования XiO являются 
для системы (11) каноническими. Это означает, что у = у(х, t), 
где у = Ха, есть каноническое преобразование с множите
лем ~ = 1. 

Так ка" остаточная фУНI\ЦИЯ R (у, t) зависит толы\o от преоб
разования у = у (х, t), но не от преобразуемой нанонической си
стемы, то можно определить R, применяя преобразование у = 
= у (х, t) к наной-либо частной системе. 

Выберем таную систему вида ( 11), общее решение которой 
'1редставит вектор-функцию, обратную по отношению н у = 
~ у (х, t), где у = ХА. Поскольку тогда .-с0 = const, ~ = 1, си
стема (12) вырождается в следующую: 

0= Ну +R'U. 

В силу § 27 получим отсюда R = -Н, что и требовалось доказать. 

§ 105а. Так нак из условия I.L = 1 вытекает в силу § 32, что 
diet Г = 1, то отображение. х. = х(хО, О Qбласти хО = x(to) на 
область х = x(t) В 2n-мерном фазовом пространстве еохраяяет 
при любом фиксированнОм t не . только объем, Н{) и ориентацию 
независимо от гамильтоновой функции Н (х, t) системы (11). Вме
сте с тем формула х = х (хО, t) определяет в силу § 34 полностью 
каНОIlическое преобразование лишь тогда, когда R = о. Однано, 
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поскольку R = -Н, в этом случае получим, что Н = О, т. е. что 
(1,) вырождается в тривиальную систему, для которой любое ре
шение есть равновесное решение (см. § 82). 

§ 106. Предположим, что дана гамильтонова система 

[х' = Нх(х, t), 

общее решение которой зависит от совокупности Х = (Xi) кано
нических постоянных интегрирования Xi. Тогда если к произволь
ной гамильтоновой системе 

Ix' = нх(х, t) 
применить преобразование у = х(х,. t), то мы придем к гамильто-
новой системе ., с 

Iy' = Ку (у, t) 

с гамильтоновой функцией К(у, t), равной К = Н + Н. Действи
тельно, мы имеем ,... = 1. Поэтому соотношение К = Н + Н экви
валентно в силу (12) условию, что остаточная функция для пре
образования х = х(х, t) равна Н или же (см. § 31) что остаточ
ная функция для преобразования х = х(х, t) равна - Н. Оцнако 
Зтот факт очевиден из изложенного в § 105 (и в § 104а), пощюль
ну формула х = х(х, t) представляет общее решение системы 

Ix' = ИХ (х, t), 
выраженное с помощью совокупности х = (Xi) канонических по
стоянных интегрирования. 

§ 107. Очевидно, что можно сформулировать изложенное в § 106 
также:в обратном порядке. 

Пусть известно общее решение х = Х(Х, t) некоторой частной 
гамильтоновой системы 

Ix' = Их(Х, t), 

выраженное с помощью 2n канонических постоянных интегриро~ 
вания Х;. Тогда если применить к любой гамильтонов ой системе 
Iy' = Ку(У, t) преобразование у = х(х, t), то мы придем к гамиль
тоновой системе Ix' = Н х (х, t) с функцией Гамильтона 

Н (х, t) = К(х(х, t), t) - Н(х(х, t), t). (4) 

Этот результат представляет собой знамонитое IlраНП.10 «ва
риации постоянных интегрирования (каноничеС1\ИХ)) В теОрНlI 
возмущений. 
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§ 108. Пусть дана любая гамильтонова система вида (11) с 

Н (Х, t) = н (р, q~ t), Х; = pi, ХНn = Qi, i = 1, ... ,n. 

Torдa т-еория дифференциальных уравнений в частных проиэвод
Вых первого порядка (Коши, Гамильтон, Якоби) СВЯЭЫВfl.ет эту 
систему с уравнением (так наэываемым уравнением Якоби.
Прu.м.. перев.) 

St + н (Sq, q, t) = О i= 1, ... ,n) (5) 

Относительно неиэвестной скалярной функции S = S(q, t) в рас
сматриваемой (n + 1)-мерной области (q, t). Интегральные кри
вые системы (11) являются «характеристиками» этого дифферен
циального уравнения в частных проиэводных, содержащего лишь 

чаСтные проиэводные St, Sq, , ••• , Sqn неиэвестной функции S, 
но не саму функцию S *). 

Если VI, ••• , VN - пОСтоянные интегрирования и функция 

S= S(t, q, V), (6) 

где q = (Qi), V = (Vi), представляет при фиксированном v реше
ние (5) и если эта функция принадлежит классу С(2) в (2n + 1) -
мерной области (t, q, V), причем в этой области определитель n-го 
порядка 

det(Sq,Vk (t, q, v» =i= О (SVi k = S~ i ~ i, k = 1, ... ~n), (7) 

то S (t, q, и) наэывается полным интегралом уравнения (5). 

§ 109. Пусть имеется некоторый полный интеграл (6) уравне
ния (5). Тогда если мы положим 

и 

Sq(t, q, V)= р, 

Sv(t~ q, v)= - 1.1 I 
( :) = х, (:) = У, 

(8) 

*) Не следует смешивать уравнение (почти всегда нелинейное) в част
ных производных (5) первого порядка относительно функции, зависящей от 
(n + 1) независиных переменных t, !li, с линейнын уравнением в частных 
производных 

VF=F t + (Н;Р) =0, 

которое определяет интегралы Р(х, t) системы (11), зависящие от 2n + 1 
переменных t, Х; = pi, оХНn = Ч; (см. (2) § 91 и § 82). 
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то КОМПОНiенты Yi = Ui, Yi+n = Vi 2n-вектора У образуют сово
RYПность канонических постоянных интегрирования для (1,). 

Действительно, соотношения (7), (8) совпадают с (22), (23) 
§ 46, независимо от того, удовлетворяет или нет фУНКIIИЯ (6) 
уравнению (5). Следовательно, формулы (8) определяют канони
ческое преобразование У = у(х, t) с множителем,.... = 1 и оста
точной функцией R = St (см. (21) § 46). Однако ПОСКОЛЬКУФУНI\
ци.я (6) удО'Влетворяет, по определению, уравнению (5) при фик
сированном V, то первая из формул (8) дает, что St + Н = О, 
где Н = Н(р, q, t). Так как R = St, ,.... = 1, то ,....Н + R = О, 
Т. е. гамильтонов а функция К = J( (у, t) системы (12), в которую 
преобразовывается система (11) при подстановке У = У (х, t), об
ращается тождественно в нуль. ДРУГИШI словами, преобразова
ни;е у = у (х, t) таково, что Iy' = О, т. е. У' (t) = О вдоль любой 
интегральной кривой х = х (t) системы (11). Таким образом, по
скольку преобразование у = у (х, t) является каноничеСRИМ с 
множителем,.... = 1, то 2n компонент вектора У будет ничем иным, 
пак постоянными интегрирования и именно каноническими по

стоянными интегрирования для системы (11). 

§ 110. Доказанный результат можно интерпретировать двояким 
образом. Действительно, утверждается, что если функция (6) 
есть полное решение уравнения (5) и если через у = у(х, t) 
обозначается локально топологическое преобразование, которое 
нели но определено формулами (8), то 

(i) компоненты Yi(X, t) вектора у = у(х, t) представляют со
бой 2n .независимых интегралов системы (1,) или же, другими 
словами, функция х = х(у, t) есть общее решение системы (11) 
с 2n независимыми ПОСТОЯННЫМИ интегрирования Yi; 

(ii) величины Yi образуют совокупность канонических посто
лнных интегрирования для системы (1,). 

Очевидно, что утверждение (i) нельзя рассма'l'ривать I\aR ре
зультат, RОТОРЫЙ можно было бы практически использовать для 
интегрирования системы, поскольку полный инт"еграл уравнения 
в частных производных (5) найти едва ли легче, чем общее ре
шение системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(11) *). Поэтому фактическая ценность результата заключается не 

*) Фактически единственное известное в данный момент докавательст"
во существонания полного интеграла уравнения (5) опирается на существо· 
вание общt'го решения системы (11). Кроме того, такое доказательство 
получаемое при помощи теории характеристик Коши, предполагает, что 
функция Н(х, t) принад.1Jежит классу С(2). Если же эта фУНКЦИЯ принадле
жит лишь классу С(1) I! даже УДОБ.'lетворяет ДОЛО.1Jнптельно УСЛОВIIЮ Лип
щица, то об уравнении (5) ничего не IIзвестно. ВАшете с тем последнее 
преДПOJIOжение о спойствах Н, Щ1К известно, достзточно для аналцза СЦ. 
стены (11). 
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в (i), а скорее в (ii), т. е. в правиле, по которому можно найти 
различные комбинации постоянных интегрирования (канониче
ских), как только становится известно полное или общее реше
ние уравнения (5) (или системы (11) ) . :к этим каноническим 
постоянным интегрирования применимо основное правило, ука

занное в § 107. 

§ 111. Рассмотрим семейство интегральных кривых системы (11), 
описанное в начале § 98. Любая кривая этого семейства характе
ризуется начальным и конечным положениями в позиционном 

пространстве. Заменив ij, l на q, t и положив tO = О, можем пере
писать определение (14) § 98 в виде 

t 

S(q, t, qO) = ~ L dl, (9) 
о 

где подразумевается, что интегрирование ведется вдоль инте

гральной кривой от начальной (qO,O) до конечной (q, t) точки в 
позиционном пространстве. 

Интеграл (9) называют действием по Гамильтону по отноше
нию к данному семейству. 

Заметим, что функция S, определяемая согласно (9), предста
ВllТ решение уравнения (5), причем Iюмпоненты вектора qO игра
ют роль постоянных интегрирования. Действительно, тождества 
(151) - (152) § 98 перепишутся при принятых обозначениях в 
виде 

Sq=p, 

St = - Н(р, q, t), 

Подстановка (101) в (102) показывает, что функция (9) удов
летворяет уравнению (5) при любом фиксированном qO. 

§ 112. Пусть, в частности, найдено такое семейство интеграль
ных кривых, для которых функция (9) удовлетворяет условию (7) 
при v = qO. Тогда можно заключить, что уравнение в частных 
производных (5) обладает полным интегралом, который исполь
зовался в § 109. Пусть теперь существование (локальное) ин
тегральных кривых, для которых функция (9) удовлетворяет 
условию 

det (Sqiq~ (q, t, qO» =1= О, i, k = 1, ... , n, (11) 
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может быть доказано *) в предположении, что Н(х, t) принадле
ЖИТ классуС(2). Тогда существование семейства интегральных 
кривых, ДЛЯ которых функция (9) удовлетворяет условию (11) , 
равносильно существованию (локальному) полей в вариационном 
исчислении. Этот рез~mьтат, утверждающий большее, чем просто 
существование полного интеграла уравнения (5), будет использо
ван однако лишь для цели, упомянутой в нонце § 110, и, следо
вательно, только в тех случаях, когда можно получить полное ре

шение в явном виде (см., например', §§ 214, 221, 248). 

§ 113. Сравнивая (1(),), (10з) и (8), получим, что рО = n, qO = V. 
Поэтому результат, изложенный в § 105, можно рассматривать 
как частный случай результата, указанного в § 109, Korдa полный 
интеграл (6) уравнения (5) представляет собой действие по Га
мильтону (9), удовлетворяющее условию (11). По существу 'в 
§§ 105 и 109 изложены одни и те же идеи, так !{ак в обоих слу
чаях речь идет о выборе канонического преобрааования, которое 
переводит данную гаМIIЛЬТОНОВУ систему ( 1, ) в другую гамиль
тонову систему (12), для которой фУНКЦИЯ Гамильтона К (у, t) = 
= К(и, v, t) обращается тождественно в нуль. 

Иногда (см., например, § 117) целесообразно заменить требо
вание, чтобы К обращалось в (12) в нуль, менее жестким, а имен
но, с тем чтобы функция К завис.ела произвольным образом от 
обобщенных координат Vi и времени t, но не содержала обобщен
ные импульсы Ui, i = 1, ... , n. 

В этом случае система (12) интегрируется также тривиальным 
образом. Действительно, система (12) примет тогда вид 

v' = Ku.(v,t) = О,} 
и' = -Kv(v,t), . 

(12) 

так что если VO = (ViO), UО = (щО) суть n + n произвольных по
Стоянных интегрирования, то общее решение и = u(е), V = v(t) 
этой системы представится формулами 

( 13) 

и его нахождеiНие оводится !к I~ваЩ}атурам. Возможпоеть такого 
преобразоваНИIf (локального) любой гамилыоновой системы к три-

*) См. примечавие к § НО. 
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виальному виду (12) вытекает из того, что уже при К(u, и, t) :=;;;. 

= о в (12) мы приходим К чаетному случаю системы (12). Прав
да, проблема определения канонического преобразования, приво
дящего гамильтонову систему (11) к виду (12), не отличается от 
проблемы интегрирования этой сиетемы (см. § 110). 

§ 114. Ниже мы будем рассматривать случай консервативной га
мильтоновой функции Н (х, t). Уравнения (11) и (5) запишутся 
тогда в виде 

р' = -H'l(p, q), } 
q'=Hp(p, q), 

St + H(Sq, q) = о. 

Если h - некоторая фиксированная постоянная и W(q, h) - не
КОТОрЫЙ интеграл уравнения в частных производных 

H(Wq , q) = h 

Б n-мерной области q, то функция 

S= -ht+W 

(15) 

(16) 

представляет, очевидно, интеграл уравнения (142). Также очевид
но, что если S = S(q, t) - Jffiтеграл уравнения (142), то ФуНI,
цИЯ W, определенная согласно (16), есть интеграл уравне
ния (15). Нроме того, можно показать, что определенная таким 
образом функция W не зависит явно от t, т. е. что любой интеграл 
S(q, t) уравнения (142) есть линейная фУНIщия t (см. § 115, 
а также §§ 99, 111). 

Пусть уравнения (141) подвергнуты каНОНJlЧРСКОМУ преобра
зованию, представляющему собой н:аноничеСRое расширение дан
ного преобразования ij = ij(q) в позиционном пространстве. Тог
да гамильтонов а функция преобразуется кю, инвариантный век
тор, а импульсы - как компоненты ковариантного вектора в по

зиционном пространстве (см. § 48). Так как градиент W q функ
ции W = W(q) также преобразуется как ковариантный вектор, 
то описанное выше соответствие между уравнениями (15) и (141) 
сохраняется при любом координатном преобразовании и его на
ноническом расширении. 

§ 115. Если S = S(t, q, и) - полный интеграл уравнения (142), 
то он является линейной функцией t, т. е. функция W, определен
ная согласно (16), яе зависит от t. 

Действительно, если ::," (t, q, и) - полный интеграл ( 142), то 
соотношения (8) § 109 определяют общее решецие системы (141), 
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зависящ,оо от постоянных интегриропания а, v. Поскольку под
становиа в (142) величины Sq, определяемой согласно (8), пока
зывает, что St совпадает с Н(р, q), и поекольку сиетема (14) 
имеет интеграл энергии Н (р, q) = eonst, то ясно, что St не может 
зависеть явно от времени. Учитывая таиже (16), придем OliOнча
тельно к выводу, что W t == О. 

Можно также сделать вывод, что фиксированная постоянная h 
в (15) совпадает с постоянной интеграла энергии Н(р, q) = const 
системы (141)' 

§ 116. Пусть функция 
w = ~V(q, v), (17) 

где q = (qi), v = (Vi), а V1, .•. , V N рассматриваются как посто
янные интегрирования, принадлежит классу С(2) в рассматривае
мой области (q, V). Тогда если, с одной стороны, 

а с другой етороны, в реЗУJIьтате подстановки (17) в левую часть 
уравнения (15) мы придем и фушщии, зависящей лишь от V, то 
(17) называется подным интегралом уравнения (15). Постоянная 

h = h(v) (19) 

в уравнении (15) представи:т тогда функцию n постоянных инте
I'рирования Vi. 

Из изложенного в § 115 видно, что формулы (16) и (15) уста
навливают взаимное соответе'l'вие между полными интегралами 

(6) и (17) уравнений (5) и (15). Действительно, посколы,у в 
силу (16) при hq == О имеем 

(20) 

1'0 условня (7), (18) полноты интегралов эквивалентны друг дру
гу. Отсюда следует, что если фулиция (17) - полный интеГрR.:I 
уравнения (15), то соотношения 

р = ТУЧ (q, V), а = hv(v)t - Wv(q, и) (21) 

определяют (неявно) при фиксированном t такое локально топо
логическое соответствие между (р, q) и (и" V), что функции р = 
= p(t), q = q(t) предетавят общее решение системы (141), зави
сящее от каноничеrних постоянных интегрирования n, v. Это ста
новится очеВIIДНЫМ из изложенного в § 109, если учесть, что (21) 
сощ:rадает с (8) в силу (16) и (19). 
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§ 116а. Предположим, в частности, что одна из n постоянных ин
тегрирования и; в данном полном интеграле (17) уравнения (15) 
представляет собой постоянную энергии h. Пусть, например, h = 
= иn • Тогда hvn = 1, hV/t = О, k < n (см. (19». Подставляя эти 
величины в (21), обозначая постоянную иn через tD и заменяя щ, 
и; на Pi, Qi соответственно, получим, что 

pi= W q ., 
I 

Pz=-WQ , 
1 

i = 1, ... ,n, 
l= 1, ... ,n-1, t- tO = W .. ,} 

где W = W(q1 ..... qn, Q1, ... , Qn) есть неявное представление 
общего решения системы (141), зависящего от 2n наll оничеСRИХ 
постоянных интегрирования 

Р1 , Р2 , ... , P.n- I, Рn == tD; QI, Q2, ... , Q",-I, Qn == h (23) 

§ 117. В соотв~тствии с изложенным в § 110 смысл формул (21) 
или их частного случая (22) заRлючается В том, что они дают 
возможность найти Rаноническую СОВОRУПНОСТЬ постоянных ин

тегрирования. В тех задачах, в ноторых таRая операция не пред
[;таВЛЯ8'Гсущественного интереса, часто бывает целесообразно ис
нользовать известное полное решение уравнения (15) неСIЮЛЬНО 
иначе. Пусть W = W(q, ro) - неноторая скалярная фуннция двух 
n-венторов q = (qi), ro = (roi) класса С(2), причемdеt(Wqiq /) =1= О. 

Тогда формулы 

р = Wq(q, ro), Х = Wro(q, ro) (24) 

определяют полностью каноническое преобразование (р, q) в (ro, х). 
Это очевидно из общего правила (20) - (21) § 46, если поло
жить U = Ы, V = х, S = W, так что St = О. Соответственно с 
этим преобразование (24) переводит . пюбую систему вида (14i ) 

в следующую: 

ro' = - Кх, х' = Кro , 

где К = K(ro, х) = В(р, q) в силу (24). Следовательно, 

K(ro, х) = H(Wq(q, ro), q) 

(25) 

р силу Х = Wro(q, ro). ТаRИМ образом, если данная фуннция 
W (q, ro) есть полный интеграл уравнения (17), причем RОМПО
ненты roi вектора ro играют роль n постоянных интегрирования 

(вместо Vi), то K(ro, х) = h(ro) J! силу (15) и (19). Тогда систе
ма (25) сводится н следующей: 

00' = О, 
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п имеет, следовательно, общее решение 

х = vt + хО, (26) 

где v = hO (ыО ) = const, а компоненты двух n-векторов mQ
, хО 

суть постоянные пнтегрирования (не каноничесн:ие, так как век
тор, канонически сопряженный с ы, равен Х = vt + хО ). 

Такова желаемая нормальная форма *) общего решения систе
мы (141). Разумеется, опять остартсн справедливым последнее за
мечание, сделанное в § 113. Действительно (25) - (26) есть част
ный случай (12) - (13), если поменять между собой роль обобщен
ных координат и, Х и обобщенных импульсов и, ы. 

§ 118. Из §§ 114-116 видно, что соображения, изложенные в 
§ 111, можно полностью применить и к уравнению (15) (см. так
же §§ 98,99). Тогда v в (17), (19) положим равной и= qO, 
а функция (9) заменится следующей **) : 

t 

W(q, qO) = ht + S(q, t, qO) = ~ p.q'dt, (27) 
о 

где h = h(qO) (см. (16),§ 114 и (17), (18), (202) § 99). 
Пусть, в частности, значение h в (15) заранее задано. Тогда 

(19) показывает, что постоянная энергия h = h(v) == h(qO) для 
интегральных кривых, составляющих семейство, которое было 
рассмотрено в § 111, дUJIжна быть выбрана независимо от qO. 
Функция (27) называется тогда изоэнергетическим действи
ем ***), соответствующим изоэнергетическому семейству решений. 

НЕЛОКАЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 

§ 119. Предшествующие попятия 11 соображения имели локаль
нЫй xapaRTep. Это замечание относится также и R § 84; где пред
полагалось (но не доказывалось ), что частное решение х = х (t) 
системы 

x'=f(x), i= 1, ... ,m) (1) 

*) Эта нормальная форма, введенная Пуанкаре, полезна, например, при 
рассмотрении формальных тригонометричеСЮIХ гвзложепий в небесной ме
ханике. 

Обобщенные координаты х'; и обобщенные ИМПу.'1ьсы Ы; представляю"l' 
собой с точностью до тривиальных НОРМИРУЮЩИХ множителей угловые ко
ординаты и канонически сопряженные моменты действия в классическоJi 
квантовой теории (обычно фИ3JfRИ обозначают Х, = ш, Ы = 1). 

**) По этому поводу см. последнее из соотношений (22) § 116 и (19) § 99. 
*.*) Функцию w называют обl>IЧНО децствцем по Лангранжу. (Пр им. 

перее.) 
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существует в t-нромежутие произвольно большой, но фиксирован
ной д,лины М < + 00. Понятия, которые будут рассмотрены те
перь, касаются проблем исследования на бесконечной оси t, 
т. е. проблем исследования в большом, д,ля ноторых нельзя, оче
видно, применить общую теорию, аналогичную рассмотренной в 
§ 79 или в § 84. 

Частное решение х = x(t) системы (1) назовем неограничен
но продолжаемым, если оно существует при -00 < t < +00. 
Разумеется, значения x(t) при любом t ДОЛЖНЫ находиться в об
ласти Х, в которой задана функция f(x) класса С(ОУ), v ~ 1, и что 
производная x'(t) конечна при любом t = l (иначе функция x(t) 
не будет удовлетворять системе (1) при t = l). Например, если 
т = 1, f(x) = х2 И Х: -00 < х < 00, то неограниченно продол
жаемым является лишь равновесное решение x(t) = О. Все 
остальные решения имеют вид x(t) = (l - t)-I. Если положить 
f(x) === 1, то ВСе решения системы неограниченно продолжаемы, 
но не являются ограниченными. 

Если x(t) - неограниченно продолжаемое решение, то тако
во же и решение x(t - tO) при любом tO = const, и мы будем рас
сматривать x(t - tO) и x(t) как одно и то же решение. Если две 
неограниченно продолжаемые интегральные кривые имеют по 

крайней мере одну общую точку в области Х, то эти две кривые 
тождественны друг другу в силу единственности локальной на
чальной задачи для системы (1). Разумеется, под неограничевно 
продолжаемой интегральной кривой понимают множество точеI{ 

х = Х, которые могут быть представлевы с помощью неограни
ченно продолжаемого решения х (t) по формуле х = х (t) , 
-00 < t < + 00. Неограпиченно продолжаемая интегральная 
кривая не обязательно замкнута в Х. Очевидно, что любая точка 
равновесия (§ 83) есть неограниченно продолжаемое решение и 
что любая неограниченно продолжаемая интегральная кривая 
представляет инвариантное множество для системы (1) (см. § 81). 

§ 120. Каждое множество х· точек х, состоящее из совокупноети 
(конечной или бесконечной) точек неограниченно продолжаемых 
интегральных кривых, является инвариантным множеством. На
"зовем такое множество х· неоrpаниченно продолжаемым инва
риантным множеством для системы (1). Разумеется, х· должно 
представлятъ собой подмножество области Х, в которой зада" 
па f(x). 

Например, пусть т = 2, н пусть система (1) имеет вид 

1 , 
Xt=-, 

:ta 

, 
xz=1, 



§§ ШI--1ЗО. 1tEJ101{АJJЬНЫЕ nоlIЯТиЯ 109 

где Х: -00 < хl < +00, 0< Х2 < +00. Ее общее решение сле
дующее: 

Х1 и) = 19 (t - [) + const, 

Можно сделать вывод, что неограниченно продолжаемых решений 
в данном случае нет и что область Х не может содержать неогра
нitченно продолжаемое инвариантное множество. 

Вместе с тем пусть, например, т = 1, j(x) = 1, область Х: 
-00 < х < +00. Тогда вся область Х является неограниченно 
продолжаемым инвариантным множеством Х·. Отсюда вытекает, 
что Х' не обязательно пр~дставляет собой ограниченное множест
во. Если же Х' ограниченно, то оно может не быть компактным, 
т. е. замкнутым. 

Используя соображения, аналогичные приведенным выше в 
§ 84, легко получим, что если подмножество Х+ множества Х 
компактно (т. е. оно таково, что применима теорема fefme - Бо
реля) и если Х+ представляет собой инвариантное множество 
(см. § 81), то тогда зто множество является неограниченно про, 
должаемым и инвариантным подмножеством Х' . 

§ 121. Для любого неограниченно продолжаемого инвариантного 
множества Х' системы (1) и при любом вещественном t можно 
определить взаимно однозначное пp€образование ,;t множества Х' 
самого в себя, полагая 

x(t)= ,;txo, 

где хО - некоторая точка множества х· и x(t) - решение систе
мы (1), для которого х (tO) = ха. Действительно, l'ОЧКа 'r t ха мно
жества Х', определенная таким образом, не зависит от выбора tO 
(см. § 119). Из факта существования и единственности решения 
системы (1) также вытю,ает, что для произвольных tl, t2 И для 
nюбой точки ха множества Х' имеем 

,;t'X(t2) = ,;t,·H,. 

ЭТО значит, что 't't,'t't, = ,;t,+I,. Таким образом, преобразования ,;1 

иножества Х', соответетвующие различным значениям t, образу
ют группу (циклич.ескую) . Действительно, положим tl = t, 
t2. = -t. Тогда, поскольку тО ~ тождественное преобразование 
множества Х· самого в себя, то ..-t является преобразованием, об
ратным к Tt (см. § 79). 

ЕCJIИ Х - иножество точек х, принадлежащее Х', то через ,;tX 
обозначим множество всех точек ,;tx при заданном t. Таким обра-
зои, Х представит инвариантное множество для системы (1) в 

смысле определения в § 81 тогда и только тогда, КОгда tlX = Х 
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при любом t. 3aMeТ'lЦf, что инвариантное множество Х, состоящее 
из одной точки Х, представляет собой точну равновесия x(t) -
= х = const (см. § 83). 

§ 121а. В предыдущих параграфах, а также и ниже можно рас
сматривать область (х) для системы (1) не как множество, ~o
держащееея в т-мерном евклидовам проетранетве х, а скорее как 

область, имеющую евклидову структуру ШIШЬ в окрестности каж
дой точки, но не в большом~ 

Пусть, например, данная область т-вектор-фуНIЩИИ j(x) есть 
все евклидово пространство, и пусть существует r (~ т) поло
жительных постоянных 11:\, ••• , 1I:r таких, что при замене х) на 

х} + 1I:j, j = 1, ... , r, функция j(x) = Нх\, ... , хт) не изме
няется. Тогда можно раесматривать Х\, •• " Хт не только как ли
нейные, но таЮI\е, как угловые переменные, определяемые с точ
ностью до шоd 11:1, ••• , шоd 1I:T• Если, в частности, r = т, то то
пологическую структуру области Х в большом можно выбрать 
различными способами. Два крайних случая - евклидово про-. 
странетво и тор. Это справедливо при произвольных 11:\, ••• , 1I:T , 

если Нх) не зависит от х, т. е. если 

х; = л. = const. (2) 
так что x(t) ="лt + .Хо. 

Соответствующие замечания относятся к преобразованию Х с 
помощью разрывных групп преобразований, при которых правая 
часть в (1) § 118 остается инвариантной. 

Другое обобщение результатon, изложенных в §§ 119-121, 
можно получить, допуская, что Х представляет собой не область 
в смысле определения в § 2, но состоит из открытого множества 
и из некоторых ИДИ всех граничных точек этого открытого МНО

жеетва. В таких случаях будем говорить, что Х - замкнутая или 
частично замкнутая область. 

§ 122. Особенно интересны такие системы (1), для которых 
т-строчный якобиан (4) § 79(будеl<~ его обозначать через п(хо, t» 
не зависит от хО и t. Такие специальные еистемы (лиувиллевы) 
можно назвать системами, сохраняющими объем. Действительно, 
если D(xO,t) = const, то, полагая в (4) § 79 t = О, полуЧим, ч:го 
D (хО, t) === 1. Если считать, Ч'J'о общее решение (3) § 79 системы 
х' = Нх) определяет <<потою) в пространетве х, то условие 
D(xO, t) === 1 соответетвует несжимаемым потокам. 

Хо,тя формула (4) § 79 о'П'ределяет D(xO,t) в зависимости от 
общего решения (3) § 79 системы х' = j(x), однако можно опре
делить, является ли эта СИiетема оохраняющей ооъем, независимо 
от общего решения. Для этого достаточно вычислить диагональ·· 
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ные элементы якобиевой матрицы lJ<Ля f(x) и установить, выпол
няется или не выполняется условие div f(x) = о. Действительно, 
из (4а) § 79 ВИДIЩ что п(хо, t), 'Г. е. определитель (4) § 79, не 
зависит от t при любом хО тогда и только тогда, когда 
div f(x) = О *). 

Если х' = f(x) - каноническая система с n = \/2 т степеня
ми свободы, то условие D (хО, t) == 1 удовлетворяется в силу из
ложенного JJ § 105а. В соответствии с этим удовлетворяется и ус
ловие div f(x) = о, ПОСl\ОЛЬКУ компоненты 2n-вектора f(x) име-
ютвид-Нх (х), Нх (х), k=l, ... ,n. 

"+n " 
§ 122а. Заметим, что если т = 2 (и только в этом случае) I то 
условие div f(x) = О является не только необходимым, но и до
статочным для того, чтобы система х' = f(x) была канонической. 
Действительно, пусть через ll, v и С, h обозначены компоненты 
2n-векторов х и f(x) соотпетственно. Тогда div f = Си + h" и ус
ловие div f(x) = о совпадает с условием существования скаляр
ной фУНIщии Н = Н(х) такой, что g = -H'O , h = Ни. 

На этот факт опирается принцип последнего множителя Яко
би в случае систем, сохраняющих объем. Действительно, предпо
ложим, что для системы х' = f(x) известны n - 2 независимых 
ь:онсерва тивных интегралов F \ (х), ... , F n-2 (х) . Обозначим че
рез R = R (с\, ... , Сn-2) пересечение (двумерное) гиперповерх
ностей Р, (х) = Cl, ••• , F n-2 (х) = Сn-2, соответствующих фик
сированным значениям С\, ••. , Сn-2. Так как последние могут 
быть выбраны произвольно, то легко заметить, что проекция на R 
n-мерного несжимаемого потока в ПроСТ'ранстве х также обладает 
свойством несжимаемости **). 

в соответствии с этим поток на поверхности R определяется 
двумя скалярными дифференциальными уравнениями 

и' = g (и, v), v' = h (и, v), 

где gu + h'O = о. Однако последнее условие означает, что эта систе
ма является консервативной канонической с одной степенью 

*) Например, ив (25) § 232 получим, что если система х' = f(x) задана 
согласно (24) § 232, где т = 3, то D(xO, е) = 1. 

В связи с <lТИМ возникает вопрос, в каком случае трехмерный несжимае
МЫЙ поток янляется иаоэнергетическим, описываемым канонической систе
мой (консервативной) с двумя степенями свободы. Эта проблема, строго 
сформулированная и поставленная, а также ее многомерные аназоги до 
сих пор не гешены. По-видимому, эти проблемы связаны с вопросами из 
облаСТ1! топологического анализа, где исследования всегда весьма сложны. 

**) Нетрудно обнаружить, что громоздкие якобианы в классическом ва
рианте метода последнего множителя Якоби служат именно цели нахож
цения явного аналитичеqкого представления измерений ДВумерных обла
стей, определяемых при провктировании. 
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свободы, и поскольку имеется интеграл энергии, она может быть 
решена с помощью одной квадратуры. 

Заметим, что эти соображения имеют чисто локальный ха
рактер. 

§ 123. Пусть через 1.1. (S) обозначается мера объема в подмноже
стве S (измеримом по Лебегу) т-мерного евклидового простран
ства переменной х, удовлетворяющей системе (1). Предположим, 
что данное неограниченное инвариантное множество Х' систе
мы (1) имеет меру I.I.(X*), отличную и от О и от +00. Кроме того, 
пусть функция f(x) в уравнении (1) удовлетворяет условию 
div.f(x) = О § 122 для сохранения меры 1.1., так что (если ис
пользовать обозначения § 121) 1.1. (-rtS) = 1.1. (S), -00 < t < +00, 
для любого измеримого подмножества S Е Х*. Тогда множествn 
тех точек хО Е Х*, дЛЯ которых интегральная кривая х = х (t) ~~ 
= ~tХО в Х' не обладает асимптотической функцией распределения 
ч' х' = ч' х' (S), есть множество с нулевым объемом, т. е. с ме
рой 1.1. = о. 

Этот результат и представляет собой знаменитую ЭРГОДl1че
скую теорему Биркгофа (точнее говоря, ее аналог), которая, по 
существу, не имеет НIIчего общего с дифференциальными уравне
ниями, а является теоремой, относящейся к общей теории лебего
вой меры. Ее доказательство выходит за рамки этой книги. 

Приведенная выше формулировка теоремы для случая рас
сматриваемого евклидова пространства включает в себя понятие 
асимптотической функции распределения, которая опреде.1Iяется 
следующим образом. 

Под функцией распределения ЧJ = qJ(S) в Х' подразумевает
ся функция, которая каждому боре.1Iеву множеству S (т. е. каж
дому открытому множеству S и каждому закрытому множест
ву S), содержащемуся в Х', ставит в соответствие вещественное 
неотрицательное значение qJ (S), причем так, что 

qJ (S1) + qJ (S2) + ... = q>(S1 + S2 + ... ) 
каждый раз, когда множества SI, S2, ... не пересекаются, 
а qJ (Х') = 1. Известно, что если разрывные множества D с ФУНК
циями распределения (Р в х· определены УС.1Iовием qJ (DO) =F 
=F qJ (Do), где DO и Do суть замыкание и внутренняя часть множе
ства D соответственно, то те борелевы подмножества S ЕХ', ко
торые представляют собой разрывные множества D, являются 
иСКJ1ючительными в такой же мере, как и точки разрыва монотон

ной функции одной вещественной переменной. 
Функцию распределения qJ = qJ(S) --: qJuv(S) можно полу

чить, очевидно, следующим образом. А именно, пусть даны в Х' 
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фиксированная интегральная кривая х = x(t) и два конечныхмо
мента t = и, t = v(>u). Тогда фУШЩИЮ qJuv(8) относительно 
БQрелева множеСтва 8 Е Х' И данной интегральной кривой х = 
= х (t), - 00 < t < + 00, определим как отношение {и, v} I (и - и) , 
где через {и, v} обозначена мера тех точек данного t-интер
вала длины v - и, для которых точка x(t) принадлежит S. 
Так как, по предположению, интегральная кривая х = x(t), 
-00 < t < + 00, лежит в Х', то rpuv (8) представляет собой ве
роятность того, что какая-либо точка рассмотренного отрезка ин
тегральной кривой x(t) (соответствующего значениям u < t < v) 
лежит в подмножестве 8, принадлежащем Х·. Говорят, что инте
гральная Rривая обладает асимптотической функцией распреде
ления '" = '" (8), если существует соответствующая асимптоти
ческая вероятность. Иными словами, подра<Jумевается существо
вание функции распределения 'ф = '" (8) в Х· такой, что для 
любого ФИКСИIЮванного не разрывного множества 8 значение 
"'uv(8) стремится к пределу ",(8) при v-+ +00, -и-+ +00. 

Конечно, асимптотическая ФУНКЦИЯ распределения '" (8) (если 
она вообще существует) зависит от выб;Jра интегральной I<рИВОЙ 
x(t) или, другими словами, от выбора начального значения хО, 
принадлежащего х· и определяющего x(t) в силу соотношения 
x(t) =,;t хО (см. § 121). Поэтому эту фУНI<ЦИЮ будем обозначать 
через "'х'. 

Теорема Биркгофа утверждает, что при условиях div j(x) = О 
и 0< IL(X*) < +00, упоминавшихея выше, асимптотическая 
ФУНI<ЦИЯ распределения "'х' существует для всех тех интеграль
ных I<рИВЫХ x(t) =,;t хО В Х', дЛЯ которых точка не принадле
ЖИт множеству с нулевой ",,-мерой. Другими словами, «почти все» 
интегральные кривые, лежащие внеограниченно ПРОДОJIжаемом 

инвариантном множестве Х', обладают асимптотической функци
ей распределения *). 

в частности, леГI<О заметить, что если борелево множество 
произвольное фиксированное, то функция "'Х (8) переменной х 

.) Ввиду крайней исключительности «устойчивого. движения в обычном 
смысле (см. НlIше § 131), а также ввиду запросов статистической механики 
естественно ввести на основе эргодической теоремы понятие «распределен
ной устойчипости» решения ,1;(t) = -C 1,1;O следующим образом: точка :1;0 не 
принадлежит к I1СJшюченному множеству меры нуль и обладает тем свойст
вом, что если пuременная точка :1; Е х· стремится к .х0 произвольным: обра-
30М (избегая, конечно, точки исключенного множества меры нуль), то 
'11",(8) -+ ф",,(S) для любого непрерывного множества Э, соответствующего 
асимптотической функции распределения фх' для решения .x(l) = -с/.х 0 • 
Чтобы это ус.'lовие удовлетворял ось почти для всех .х0 , достаточным (но 
ни в коей мере не необходимым) условием является транзитивность -с' (см. 
конец § 124а). 

в А. Уинтнер 
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является интегрируемой (по обычной лебеговой мере ",,) и ее ин
теграл по всей области Х· равен /L(S)//L(X"). 

§ 123а. Другой теоремой, справедливой при тех же самых пред
положениях, при которых имеет место эргодическая теорема, 

яnляется «теорема возвращению> Пуанкаре. В этой теореме утверж
дается, что в предположениях, указанных в § 123, меру нуль име
ет множество тех точек хО, которые принадлежат Х' и для кото
рых не выполняется следующее условие: полагая x(t) -:- 't/XO, 

можно найти для любого заданного t и ДJIЯ шобого Е > О беско
нечное число значений tn = tn СЕ, Е), стремящихся при n -+ ± 00 

к :::!:оо И таких, что /x(tn ) - хи) I < Е при любом n. 
«Теорема возвращению> Пуанкаре не вытекает, очевидно, из 

формулировки эргодической теоремы. Однако она является каче
ственным следствием некоторого количественного результата 

(см. § 124), который в соединении с эргодичеСI<ОЙ теоремой позво
ляет уточнить последнюю. 

§ 124. Это уточнение можно сформулировать следующим обра
зом. А именно, пусть хО - точка, не принадлежащая к множеству 
меры нуль, упоминаемому в эргодической теореме. Череа ~x· 
обозначим множество точек Х, принадлежащих Х' и обладающих 
тем свойством, что любое открытое множество, содержащее Х, об
ладает положительной асимптотической вероятностью. Другими 
словами, точки х таковы, Ч'го условие 'Фх·(S) > о выполняется 
каждый раз, когда S есть сфера / х - х I < р с центром n х и с 
произвольно малым, но фиксированным радиусом р. 

Обозначим черезРх• замыкание интегральной кривой x(t) = 
= 1:1 хО, -00 < t < + 00, при некотором фиксированном хО ИЛИ, 
иными словами, совокупность тех точек множества Х", которые 
или принадлежат кривой x(t) = -rt хО или являются предельными 
для точек этой кривой. Хотя само собой очевидно, что ~x· содер
жится в Рх·, однако и из эргодической теоремы и иа теоремы воз
вращения, вместе взятых, не вытекает, что ~x· = рж· почти для 
вс.ех хО. 

Тем не менее ~ж· = рж· почти для всех хО• В этuм утвержде
нии п заключается уточнение эргодической теоремы. 

R такому результату, непосредственно не вытен:ающему П~~ 
содержания самой эргодической теоремы, можяо прийти после 
внимательного анализа доказательства Биркгофа, если учесгь 
с.воЙства непрерывности групп преобразований 1:/ (которые ВСЮ'
да гарантируются благодаря условиям, налагаемым на правы е 
части исходных дифференциальных уравнений) *). 

*) Если использовать результаты Адамара, то из равенства 1:",. = Рж. 
вытекает, что подмножество ~x., принаДJIежащее к замкнутому, Dргодиче-
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§ {24а. Естественно поставить вопрос о том, как можно характе
ризовать частный случай, когда асимптотическая вероятность 
"'so(8) совпадает с евклидовой мерой объема ~(8) множества S 
д;IЯ почти все-х хО и для любого борелева множества Б, принадле
жащего Х' (в силу последнего замечания в § 123 этот случай 
киеет M~CTO тогда и только тогда, когда асимптотическая вероят

HOCT~ дЛЯ данного S не зависит от ха почти ДЛя всех ха). Оказы
вается, что ответ заключается в так называемом условии метри

ческой транзитивноети. Это условие соответствует требованию, 
чтобы рассматриваемое множество Х' не содержало каких-либо 

измеримых инвариантных множеств Х, дЛЯ которых ~ (Х) не рав
но ни нулю, ни мере ~ (Х·) для всего Х·. 

Интегральная кривая x{t) = 'ttxO называется регионально тран
зитивной в Х', если рхо = Х·. Сама система называется зональ
но транзитивной в Х', если условие РхО = х· имеет место почти 
для всех хО, привадлежащих Х·. в соответствии с § 124 этот слу
чай имеет место тогда и только тогда, когда 1:хо = Х· почти для 
всех ха, принадлежащих Х·. Это условие, очевидно, выполняется 
в случае равномерно распределенной метричеСRОЙ транзитивности. 

§ 125. Для лучшего понимания материала, изложенного в 
§§ 126-130, рассмотрим прежде всего пример сиетемы (1) при 
т = 4, где правые части суть частные производные Нх . (х) от 

t 
квадратичной формы 

1 ~ 2 2 2 
Н (х) = Н (ХI, Х2, Хз, х,,) = - LJ (Х; + Юj Xj+2) , (3) 

2 ;=1 

причем Юj = const > О. Она записывается тогда в виде 
, 

х} = -Нх . (х), 
3+2 

, 
ХН2=Нх .(х), j=1,2~ 

J 
(4) 

ск()му инеограниченно продо.'!жаемому iЪШIОiIli8с-rву Х·, является инварианl'
ным множеством. Поэтому из определения множества Ржо следует, что если 
:1:0, уо суть две точки, не принадлежащие к ис.ключеННОJllУ множеству ну
левой меры, и если инвариантные множества ~"o, 2: уо имеют по крайней 
мере одну общую точку, то одно ИЗ них обязательно содержит другое. 

ФактичеСRИ, возможно, что в этом случае множества ~xo и 2: уО попросту 
совпадают ДРУl' с другом. В соответствии с терминологией БИРRгофа, эта 
"ЮЗможность выражается словами, что если хо не принадлежит множеству 
с нулевой мерой, то 'Интегральная кривая «млнимальная». СОГЛ8.СНО теореме 
БИРI\Т()фа это минимальное свойство фиксированной интегральной кривой 
:I:(t) = 1"lxO можно характеризовать и непосредственно следующим образом. 

Для каждого е > О существует l = lE > О такое, что при любом to 
можно найти в любом заданн()м t-интервале длины l момент l, в который 
l:r(l) - x(to) 1 < е. 
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таи что 

, "2 
ХН2 = Xj, ХН2 + Юj ХН2 = о. 

Обозначая все 4-мерное евклидово пространство через Х, заклю
чаем на основании § 89, что само Х представляет собой неограни
ченно продолжаемое инвариантное множество х· в смысле опре
целения, данного в § 120. Нетрудно найти явное выражение об
щего решения Х (t) = х (ха, t), ха = Х (О). Дальнейший переход 
от (3) § 79 к (5) § 79 показывает, что в данном случае систе
ма (4) имеет т = 4 независимых интеграла 

-1 а 
ХН2 соэ юjt - ХjЮj sin юjt = ХЗ+2, (5З+2) 

где j = 1, 2. В силу изложенного в конце § 82 исключение t в 
этих интегралах позволит получить т - 1 = 3 пезависимых ион
сервативных интеграла 

FIi.(X) = CIi.(= const). 

Прежде всего, исключая t в (5з), (5н2) , получим два интеграла 
2 2 2 

Fj(Х)=Хj+ЮjХj+2=Сj(~0), j=1,2. 
Если Cj =1= о, то гиnерповерхность Fj(x) = С; представляет собой 
в Х гиперцилиндр. Пересечение ДВУХ гиперповерхностей в 
Рз(Х) = С; представляет собой тор (если ни одно из С; не равно 
нулю). В любом случае Fj(x) = С; представляет алгебраическую 
поверхность (ее вещественную часть) как при j = 1, так и при 
j = 2. Это справедливо при любых численных значениях· постоян
ных Ы; > О В (3). 

С другой стороны, структура последнего консервативного ин
теграла Fз (Х) очень сильно зависит от того, является ли отноше
ние Ю1/Ю2 рациональным (случай i) или иррациональным (слу
чай Н). 

Пусть в случае и) наибольший общий делитель Ю1 и Ю2 ра
вен Ю, так что Юj = ljЮ, где l1, l2 - взаимно простые числа. Так как 
четыре функции sin Юjt, соэ Юjt, j = 1, 2, выражаются рационально 
через и = tg 1/2bl t, то, исключая t, например, из (51) и (52), при
дем к интегралу Fз(х) такому, что Fз(х) = Сз представляет алге
браическую гиперповерхность ( ее вещественную часть) в х. 
Грубо говоря, эта поверхность имеет тем больше самопересече
ний, чем выше порядок соизмеримости Ю1/Ю2, Т. е. чем больше 
Р1 -l21· 

Существенным для дальнейшего является не алгебраический 
характер этой гиперповерхности, а именно тот факт, что она име
ет лишь конечное число различных «ветвей». 
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В случае (ii) для любого 8> О существует *) пара целых чи
сел l(i) -= l(;) (В) , j = 1, 2, такая, что 

1 
I ffiil(i) + ffi2l(2) I > Il(t) I > - . 

е 

Полагая в -+ О **), выводим, что интеграл Fз (х), получаемый при 
исключении t из (51) И (52), обладает следующим свойством. 

В 4-мерном пространстве Х существует такая область, что если 
ХО - любая точка этой области, то гиперповерхность (веществен
ная и обязательно аналитическая) Fз(х) = сз = Fз(хО) имеет в 
окрестности точки х = хо бесчисл,еН!IIое количество разлиЧ1IЫХ 
«ветвей», которые не соответствуют, однако, локальному развет
влению в окреСТ1Iости точки х = хО. Это специфическое обстон
тельство будет объяснено подробнее в § 126. 

§ 126. В дальнейшем предположим, что область (возможно, 
включающая полностью или частично свои граничные точки) х, 
в которой задана однозначная. (класса С(!» n-вектор-функция / 
точки х, представляет собой неограниченно продолжаемое мно
жество х· системы (1) (см. § 120). 

Пустъ Р(х) - однозначная скалярная функция ТОЧ1\И х В х, 
uрипадлежащая классу С(\) и не обращающаяся ниrде в Х в по
стоянную. Точку х, в которой градиент Рх(х) обращается в нуль, 
назовем критической точкой для F (х) . 

Множество таких точек, если они имеются, нигде не плотно n 
х. Через Fx" обозначим «гиперповерхносты> Р(х) = const, кото
рая проходит через точку хО, принадлежащую х, или же, говорв; 
точнее, множество всех тех точек, принадлежащих х, для которых 
Р(х) = с = Р(хО). 

В частности, хО будет изолированной точкой множества Fx" 
тогда и ТОЛЬНО тогда, ногда фУННЦИЯ F (х) имеет при х = хО изо
лированный относительный экстремум. Если хО - критическая 
точна произвольного вида для функции F (х), то топологическая 
структура множества Fx" в окрестности хО может быть весьма 
сложной ***). Вместе с тем, если точка хО не является особой для 
(i' (х), то теорема существования пеявной фУНКЦИИ в окрестности 

.) См. примечапие к § 127а . 
•• ) И применяя соображения, основанные непосредственно на рассмот

рении диофантовых приближений; см., например, третье примечание к § 126. 
*"'''') 3аметим, что FzD может представлять нигде не плотное множество 

даже тогда, ногда F(x) имеет класс C(~) (т. е. класс С(У) при любом v). Если 
F(x) - аналитическая фующия в Х и ХО - особая точка для F(x), то число 
измерений rиперповерхности FxO в окрестности хо может быть любым от 
нуля до т - 1; в случае же J1('СIiО.'IЫШХ нритичеrких точек (при аlIаЛJl~t) 
в большом) имеется строгое ограничение, налагз(шое хортпо известным 
индексовым соотношением Морса. 
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ХО показывает, что Fx" состоит в окрестности хО из свяаного куска 
«<ветви») некоторой (т - 1) -мерной поверхности (т. е. гиперпо
верхности) с определенной нормалью и не самопересекающеЙся. 

Но как же тогда возможно, чтобы для интеграла Рз(х} = сз си
стема (4) обладала бы в окрестности хО в случае (и), рассмотрен
ном в конце § 124, бесконечно большим числом «ветвей», по край
ней мере, если хО выбрано внекоторой xO-области? (Такое обстоя
тельство представляется парадоксальным, так как Fx" получается 
с помощью исключения t из аналитических соотношений (51) -
(52) И соображения, основанные на аналитичности, свидетельст
вуют о том, что рассматриваемая область для хо может не содер
жать особых точек функции Fз(х), регулярной при х = хО.) 

Ответ опирается на замечание, приведенное в конце § 82. 
Пусть х = x(t) - интегральная кривая, про ходящая через точку 
хО = х (О), и предположим, что хО не является точкой равновесия 
системы (1). Тогда равенство X(t(I» = X(t(2» не может иметь ме
ста, если t(1) =1= t(2). Вместе с тем вполне могут существовать две 
последовательности значений t;' I t~,I, стремящихся вместе с n 
к 00, такие, что 

1 ! x(t) - хО ! < - или !x(t) - ха! > const > О 
n 

1 1 II II 
при tn ::::;;; t ::::;;; tn+l, t т ::::;;;' t ::::;;; t n+1 соответственно (относитель-
но значений t вне этих промежутков ничего не говорится). Если 
применить теперь локальные теоремы существования в t-окрес'r-· 

ности любого tn = 1/2(t~ + t;+I) п в х-окрестности любого х<n).:....
= Х (tn ), то поскольку ! х(n) - хО I -- О, ничто ве препятствует на
коплению *) раз л и ч н ы х ветвей гиперповерхности Fx" в окрест
ности хО• Этот факт может привести [с большей вероятностью, 

чем исключение t в окрестности 1/2 (t I~ + t~~1 )] к появлению уда
ленных особых точек (или даже особенностей), соответствующих 
далеким «разветвлениям» гиперповерхности FX'. Появляющиеся 
благодаря этим далеким разветвлениям **) ветви могут при их 

*) Это положение можно сравнить с тем, которое возникает в случае 
функции z = z (ш), обратной по отношению к трансцендентной целой функ
ции w = w(z). Функция z = z(w) обладает тем свойством, что, хотя неко-
торая точка w = шО является регулярной всюду на рииановой поверхности, 
но значения z, принимаемые функцией z(ш) в окрестности шО на различных 
листах, образуют z-области с точкой накопления z = z(WO). 

**) Это положение можно было бы сравнить с тем, которое возникает 
в случае неразветвлен.ных абелевыx интегралов. Эти интегралы, хотя и уни
ФОРМИЗИРУЮТСJl JI локальном смысле рим:ановым:и поверхностями подынтег
ральных алгебраических функций, являются неоднозначными функциями 
течки на римапопой поверхности. Правда, фактически положение ближе к 
тому, которое воаНИRвет при гиперболической инверсии проблемы Яио611 
(см. примечвlJИr. к § t 28) . ' 
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продолжении вдоль интегральной кривой легко достичь точек 

х(n), соответствующих значениям 1/2 (t; + t~+I), и наКОШIЯТЬСЯ 
в окрестности ХО• 

§ 127. Пример в § 125 является достаточно простым и позволяет 
думать, что факт, изложенный в предыдущем параграфе, соответ
ствует не <<вырожденному», а довольно общему случаю, когда 
функция в системе (1) достаточно произвольна. 

Однако хотя этот факт и отражает основное убеждение совре
менной динамики, но, несмотря на все усилия, удовлетворитель·· 
ного его доказательства еще нет. Убеждение это состоит в ТОМ, 
что система общего вида в силу постулатов классической статис
тической механики, но прежде всего в силу исследований Пуан
каре, Адамара, Леви-Чивита и Биркroфа, а также в силу резуль
татов подробных исследований, относящихся к группам Фукса 
или к геодезическим линиям на поверхностях отрицательнnй 
кривизны, характеризуется если не метрической, то региональ
ной транзитивностью (§ 124а). 

§ 127а. Рассмотрим, например, уравнения (2) § 121а в предполо
жении, что Х - тор, О ~ Х! < 1, ... , о ~ Хт < 1, полученный ре
дукцией по МОДУЛЮ (:П:I, ••• , :rtт) = (1, ... ,1). Предположим, что 
s = т, где целое неотрицательное число s (~ т) таково, что в 
рациональном поле существует только s линейно независи:мых 

чисел 'I.i, образующих компоненты т-вектора /(Х) = л = const. 
Тогда каждая интегральная кривая представляет собой локсо
дрому, регионально транзитивную *) в х. 

§ 128. Используя предположения и обозначения § 126, придем 
к выводу, что если т = 2, то Fx' представляет собой интеграль
ную кривую, про ходящую через ХО• Если же т > 2, то эту интег
ральную кривую можно представить как общую часть т - 1 мно
жеств Fx", соот~етствующих т -1 независимым консервативным 
интегралам Fj(x) (см. § 82). Поэтому какой-либо интеграл F(x) 
имеет значение постольку, посколы{у он позволяет сделать вы

вод о возможном положении в будущем (или в проmедmем) 

*) в силу так называемой теоремы аппроксимации Кронекера (при 
т = 2 получим обычrюе свойство непрерывных дробей; см. неравев:ство для 
lP), l(2) в случае (ii) § 125). 

Фактически в :этом случае имеет место не только региональная (Кроне
J<:ep). но !f метрическая (Вейль) траНЗJlТИВНОСТЬ (см. § 1-24а). Известно 
(х. Бор). 'ITO В данном случае из региональной транзитивности неIIDсред
ственно вытекает и метрическая транзитивность. Звметим, что мвожество 
кулевой меры, исключеНRое в §§ 123-124, ЯВJIяется в даииоы CJIYЧВ8 ПУСТЬПl. 
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точии х = х (t) на интегральной иривой, проходящей через :r;O при 
t = О (случай точии равновесия x(t) == хО при э:гом не исилю
чается). С этой точки зрения знание интегралов вида Fз(х) = с 
в случае (ii) § 125 или F(Xl, Х2) § 127а оказывается совершенно 
беслолезным. 

Те интегралы системы (1), которые не являются бесполезны
ми в этом смысле, назовем изоли:р()ванными *). Подробное и явное 
определение изолированного интеграла предполагает выбор тош)
логии. в большом для рассматриваемого неограЮfЧенно продол
жаемого инвариантного множества. По существу, вся эта пробле
ма имеет значение лишь при условии ограниченнй аналитичнос
ти рассматриваемых функций. 

Для того чтобы интеграл (1) был изолированным, однознач
нос.ть функции F (х) в Х, т. е. отсутствие точек самопересечеНIfЯ 
на поверхности Fx" при любом хО, не является ни необходимым, 
ни достаточным условием. Об этом свидетельствуют примеры изо
лированного инreграла Fз (х) в случае (i) § 125 и неизолирован
ного интеграла F(Xl, Х2) в конце § 127а. 

§ 129. В классических работах был получен ряд результатов от
рицательного характера. Одним из них явллется наиболее про
стая теорема Брунса, уточненн"ая затем Пенлеве. Эта простейшая 
теорема утверждает, что СИстема вида х' = f(x) в задаче трех и 
большего числа тел (в прямоугольных координатах) не обладает 
консервативными алгебраическими интегралами F (х), отличны
ми от алгебраических комбинаций семи известных еще в середи
не XVIII в. интегралов. Следует, однако, сказа'l'Ь, что подобный 
изящный отрицательный результат не имеет какого-либо значе
ния в динамике. Для динамики важно выявить все те независи
мые интегралы F (х), ноторые ЯВЛЯЮТСя изолированными. Одна
но если даже f(x) в системе (1) - алгебралчесная функция, то 
алгебраичность интеграла F(x) этой СИСтемы является хотя и до
статочным, но ни в каной мере не необходимым условием его изо
лированности. 

§ 130. Пусть система (1) скалярных дифференциальных уравне
ний имеет l, но не имеет l + 1 изолированных интегралов F (х) . 

*) к сожалению, в математичеСRОЙ литературе используется термин 
«однозначный» интеграл. Он отражает фактическое положение мелее точ
но, чем термин «ИЗ0лированный» интеграл, и является часто причинuй непо
пимания физиками-теоретиками результатов Пуанкаре относительно «одно
значных интегралов». 

По существу, Пуанкаре заимствовал термин «однозначностъ» иа извест
ных работ" Якоби, касающихся обращения зллиптичеСRИХ и гиперэллипти-
чеСRИХ интегралов. " 
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Тогда, если исключить тривиальный случай f(x) == О, когда чи
сло независимых консервативных интегралов равно т вмеето 

т - 1 в любом другом случае (см. конец § 82), то система (1) 
называется (т -1-l)-кратно примитивной или l-кратно . им
примитивной. В случае l = О система (1) называется примитив
ной. Идеальным случаем, когда все т - 1 неаависимых локаль НО 
интегралов F(x) имеют значение также в большом, является слу
чай (т - 1) -кратно примитивной системы. В то же время усло
вие l = О является, очевидно, необходимым (и, насколько МОЖНО 
еудить по известным результатам, по-видимому, достаточным) 
условием существования интегральных кривых, регионально 

транзитивных в Х (СМ. § 127). 
В примере с тором (см. § 127а) l = т - S, так что система 

примитивна в случае линейной независимости Xi(s = т). В при
Mep€, приведенном в § 125, где т = 4, имеем l = 3 и l = 2 в слу
чаях (i) и (Н) соответственно. Система (4) является, сле
довательно, в первом случаlе (rol!ro2 рацИ"онадьное) нуль кратно 
примитивной и во втором случае (rol!ro2 иррациональное) одно
кратно примитивной *). 

ТОЧКИ УСТОйЧИВОСТИ 

§ 131. Имеется около десятка различных определений «устойчи
востю>, коroрые все полезны, но которые мало связаны (если во
обще связаны) друг с другом. Каждое определение требует суще
ствования различных желаемых свойств либо одного решения, 
либо совокупности решений. 

Одно из самых ранних определений устойчивости данного ре
шения х = x(t) системы х' = f(x) заключается n распростране
нии требований, указанных в конце § 84 и ОТНОСЯЩIlХСЯ 1\ фнкси
рованному интервалу, на бесконечный интервал - 00 < t < + 00. 

Другими словами, решение х = х и) системы х' = f (х) называ
ется устойчивым в этом смысле, если оно обладает слецующими 
евойствамп: для каждого е> О существует {} = бе > О такое, что 
любое решение х = хи) системы х' = f(x) с начадьным значе
нием х (О), подчиненным неравенству I х (О) - ж (О) I < б, 

(i) неограниченно продолжаемо в указанном в § 119 смысле и 
(ii) удовлетворяет неравенству Ix(t) - x(t} I < е при всех 

- 00 < t < + 00. (Полагая t = О, получим, что б:::;; е; выбирая 
х(О) = х(О), получим, что решение х = x(t) само должно быть 
неограниченно продолжаемым.) 

.) Статистический подход к динамическим системам задаnой степени 
}IМnРИJlfИТИВНОСТИ развит в теории Леви-Чивита, названной ЭреВ:фАСТО1J 
теорией адиабатических инвариантов. . 
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Это определение устойчивости представляется на первый 
взгляд наиболее естественным. Но фактически оно весьма неес
тественно, поскольку требует слишком многого. По существу, все 
результаты геометрической теории Пуюmаре вещественных диф
ференциальных уравнений, а также аналогичной теории (но бо
лее сложной) преобразований поверхностей (Пуанкаре, Адамар, 
Леви-Чевита, Биркгоф) указывают на то, что условие (ii) вы
полняется лишь в исключительно редких случаях. Даже в огра
ничеииой проблеме трех тел неизвестно ни одно устойчивое в этом 
смысле решение. 

Положение таково (и именно в интересных случаях), что ус
ловие (ii) нарушается в силу появления периодических членов 
с несоизмерИМЫМII периодами. Эти соображения опираются на 
свойства иррациональных чисел и применимы непосредственно 
после введения угловых переменных. Единственный полезный 
критерий, являющийся достаточным для выполнения условий 
(i) - (ii), относится лишь к случаю, когда исследуемое на устой
чивость решение х = x(t) системы х' = f(x) является равновес
ным в смысле определения, данного в § 83. 

§ 132. Для того чтобы сформулировать этот критерий, рассмот
рим последовательность множеств ~ 1, ~2,... в пространстве х, 
причем ~n стягивается при n -+ 00 в точку хО (заданную), явля
ющуюся внутренней точкой любого ~/ *), j = 1, 2, 3, ... Предпо
ложим, что точка хО предетавляет еобой точку р'авновеDИЯ систе
мы x'=f(x), т. е. что f(xO) =0. Предположим также, что любое 
~n является инвариантным множеством этой системы (в смысле 
определения в §. 81). Тогда эта точка равновесия представляет 
собой устойчивое (в смысле опреде.lIения в § 131) решение системы 
х' = f(x). К такому выводу легко прийти, если сопоставить опре
деление инвариантного множества с последним замечанием в § 120. 

§ 133. Достаточное условие устойчивости точки равновесия, ука
занное в § 132, является также и необходимым. Другими слова
ми, если точка равновесия x(t) = хО системы х' = f(x) устойчи
ва, то существует последовательность инвариантных множеств 

~n (открытых областей), стягивающихся при n -+ 00 в точку хО. 
Для того чтобы это показать, обозначим через S(1]) сферу 

Ix-хОI < 1], а через Sf(1]) обозначим при достаточно малом 
фиксированном 1] > О и фиксированном t такое множество в про
странстве х, что имеются интегральные кривые системы х' = f(x), 

*} Если S (ТJ) есть сфера радиуса ТJ с центром в ХО. то каждая точка 
сферы S(f),,) лежит в :1: .. ЩJИ достаточно малом f)n > О. 

При каждом 11 > О существует целое число N~ такое, что ~,. содержится. 
в S(f) при всех n > N~. 
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проходящие при t = О через некоторую точку сферы S(YJ), а при 
указанном фиксированном t - через некоторую точку множества 
st (fJ). Пус.тъ R (Т]) - множество тех точек пространства х, кото
рые содержатся по крайней мере в одном из множеств 5

' 
(Т]), для 

ROTOPOrO ТJ фиксировано, а t изменяется от - 00 до + 00. Други
ми словами, R (т]) представляет собой СОВОRупноеть неограниченно 
продолжаемых кривых (и именно тех, которые проходят через 
точку сферы 5(Т]) при t = О). Следовательно, Н(Т]) представ
ляет собой инвариантное множество. Вместе с тем R (т]) стягива
ется при Т] ----+0 к точке хО, по<жольку, по предположению, хО-
устойчивая точка равновесия системы х' = j(x). Наконец, так 
как сфера S (тt) содержится в R (Т]) , то хО - внутренняя точка 
R(ТJ). Следовательно, полагая, например, ~n = R (n- I ), n = 1, 
2, ... , мы и получим последовательность, существование которой 
надо было доказат},. 

§ 134. Пусть х (t) = хО - равновесное решение системы х' = j (х) , 
и пусть эта система обладает консервативным интегралом Р(х) = 
= const таким, что функция Р(х) имеет при х = хО изолирован
ный максимум или изолированный минимум. Тогда решение 
х (t) = хО устойчиво в указанном в § 131 *) смысле. 

Для доказатеЛЬС1'ва достаточно рассмотреть только случай ми
нимума, так как всегда можно заменить Р(х) на -Р(х). Можно 
таКже предположить, что Р(хО ) = О ввиду допустимости замены 
Р(х) на Р(х) + con.st. Таким образом, можно считать, что Р(х) > О 
при всех х, достаточно близких к ха, но не равных xfJ • В силу 
непрерывной зависимости функции Р(х) от х существует при 
любом достаточно :малом ~ область ! = ~ (~), содержащая окре
стность точки хО, стягивающаяся в эту точку при ~ -+ о и такая, 
что Р(х) <~, если х лежит влутри L(~), и F(x) =~, если х ле
жит на границе этой области. Так как Р(х) = const - интеграл 
СИСТ'емы х' = j(x), то из §§ 80-82 следует, что ~ (~) представля
ет собой инвариантное множество этой системы при любом ма
лом (фиксированном) ~ > О. Таким образом, если положить, на
пример, L n = ~ (tn) и ~n = I/n, то условия, налагавшиеся в § 132 
на последовательность ~n, n = 1,2, ... , выполняются, что доказы
вает теорему. 

§ 1348. Предположим, R частности, чтО система х' = f(x) имеет 
вид (1) § 91, где Н! === О, и что Н(р, q) = т - и, где Т - положп-

*) Отсюда вытекает, что солнечная система устойчива, если учитывать 
лишь «вековые» во;шущеюlЯ. (Устойчивость солнечной системы в предпо
ложении, что учитываются лишь линейные вековые возмущения, была по
казана Лаграпжем (и Лапласом). Вывод, что JI силу теоремы Миидинга 
(и Дирихле) эти реаультаты можно обобщить на случай учета всех ВМН
вейВЪJХ вековых возмущений, был сделав Брунсом.) 
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тельно определенная квадратичная форма компонентов Рl, ... ,рn 
вектора р, а U - функция вектора q = (ql"", qn), имеющая при 
q = (О, ... , О) изолированный макеимум. Тогда интеграл F (х) = 
= const, определяемый формулой (3) § 92, имеет, очевидно, при 
х = О изолированный минимум, и, таким образом, теорема, изло
женная в § 134, применима. 
. Заметим, что аТ,а теорема может быть применима к консерва
тивной канонической системе и тогда, когда условиям § 134 удов
летворяет не интеграл энергии (3) § 92, но какой-нибудь другой *) 
интеграл Р(х) = const. 

§ 135. Следует указать, что доетаточные условия устойчивоети точ
ки равновесия х и) = x\UJ, приведенные в § 134, не являются не
обходимыми. Пусть, например, дана консервативная канониче
ская система е одной степенью своб()ды и с гамильтонианом 

где 

f 
Н(х) = Н(р. q)= -:jp2 - U(q) • ... 

{ 
ехр (_ч-2) cos (q-1) , 

U(q)= О , 
q =1= О, 
q=O 

(так что производные функции U(q) существуют при любом q). 
Тогда р = О, q == о есть равновесное решение, так как Н р (О, О) = 
= О, Hq (О, О) = О. Это решение устойчиво, так как рассматривая 
сечения поверхности Н = Н(р, q) в декартовом пространстве 
(р, q, Н) соответствующей поеледовательностью плоскостей Н = 
= hn (= const), легко убедимся в том, что условия § 132 выпол
няются. Дейетвительно, последовательность h1, h2, ••• постоянных 
энергии можно выбрать так, что: 1) hn стремится при n -+ 00 

к нулю, т. е. к постоянной этого ИIlтеграла h = О, соответствую
щей точке р = О, q = О; 2) <шриваю> Н (р, q) = hn на плоскости 
(р, q) имеет замкнутую ветвь, окружающую область ~n, которал 
в свою очередь содержит в себе точку (р, q) = (О, О) и: стягива
ется при n -+ 00 в эту т()чку. Тем не менее из определения функ
ции U(q) вытекает, что функцин 

1 
Н= 2р2 - U(q) 

(играющая роль функции F (х), рассмотренной в § 134) не име
ет в точКе (р, q) = (О, О) ни МaI\симума, ни минимума. Вместе 

.) Хорошей иллюстрацией этого является проблема, упоиянутая в при-
1IIечаниИ 1\ § 134. В этой проблеме выбираемый интеграл F(x) = const пред
ставляет собой не интеграл энергии, а интеграл, гарантирующий постоян' 
ство киветичесиого момента. 
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с тем эта система не может иметь консервативных интегралов, 

не зависящих От интеграла энергии Н (р, q) = const, так как этот 
интеграл является уравнением интегральной кривой на плоскос
ти (р, q). 

§ 135а. Легко заметить, что в разобранном примере устойчивая 
точка равновесия является точкой накопления иак устойчивых, 
так и неустойчивых точек равновесия. По существу, неизвестно, 
являются ли или не являются достаточные условия § 134 необ
ходимыми, когда нет накопления точек равновесия (например, в 
случае аналитичности системы). См. также § 477. 

§ 136. Предположим, что система х' = j(x} имеет равновесное ре
шение x(t) = ха, и пусть А - постоянная т-матрица, представ
ляющая собой якоби еву матрицу т-вектора f (х), вычисленную 
при х = ха. Тогда уравнения Якоби имеют вид (см. § 89) 6' = А6. 
Следовательно, можно ожидать, что точка равновесия ха устой
чива в указанном в § 131 смысле тогда, когда характеристиче
ские показатели для решений уравнений Якоби устойчивы (см. 
§ 89), а матрица А не имеет кратных элементарных делителей. 
Действительно, эти два условия, налагаемые на матрицу А, явля
ются, очевидно, необходимыми и достаточными для ограничен
ности любого решения s = s(t), - 00 < t < + 00, системы ~' = 
=AS· 

Поэтому эти условия в случае постоянной матрицы А выгля
дят км\ будто достаточными для усroйчивости (в указанном в 
§ 131 смысле) точки равновесия ха системы х' = j(x). 

Однако простые примеры (канонических систем) показывают, 
что -гаме утвеРЖДООJИе ошибочно. 

§ 136а. Рассмотрим консервативную систему 
I 

Xj = - HXj+2' 

!'Де 

I 
ХН2 = Нх ., 

1 

с n= 1/2m =2 степеням евободы. Так как все четыре частные 
производные Hxf. фУНIщии(12 ) обращаются в нуль в начале коор-

динат, то x(t) ==0 есть равновесное решение оистемы (11). 
В соответствии с изложенным в § 101 мы получим соответ

ствующие уравнения Якоби, заменяя в (11) х на s и сохраняя в 
Н лишь квадратичные члены. Эти уравнения имеют следующий 



{26 rЛАВА ti. ЛО1<АЛЪ1IьtЕ и lIЕлонАJlыIеe БОllPОСЫ 

вид: 

61' = -~, 

63' = 61, 
62' = 26'" } 
s{= -262. (2) 

Из НИХ видно, что четыре собственных числа матрицы А равны 

s = ± 1-1, s = +21-1. Они все различны и устойчивого типа 
(см. § 89). Тем не менее точка равновесия х = О системы (11) не 
является устойчивой в смысле определения в § 131. 

Действительно, вычисляя четыp€ частные пропзводные функ
ции (12), легко убедимся в том, что система (11) допускает част·· 
ное решение 

ХI и) = i72 t-1 cos t, Х2 (t) = - t-1 co:s 2t, 

хз (t) = 12 t- I f-iп t, X~ (t) = г1 sin 2t. 

Это решение стремится при t -+ ± 00 к точке равновесия х = О, 
но в то же время хl и) И X2(t) обращаются в бесконечность при 
t-+ ±О. Так как система консервативна, то x(t) можно заме
нить на х (t - to), где to - произвольная постоянная. Выбирая to 
большим, приходи м К выводу, что для решения x(t) = О не выпол
няется ни одно из условий (i), (и) § 131. 

ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ ПОКАЗАТЕЛИ 

§ 137. Пусть дана линейная система 6' = А (t) S, где S = S (t) -
неизвестный т-вектор и А (t) - заданная т-матрица, предпола
l'аемая непрерывной, например, при О ~ t ~ t* (или t' ~ t ~ О). 
Б случае таIЮЙ системы осложнения, упомянутые в конце § 79, 
возникнуть не могут. Действительно, решение 6(t) существует 
при всех t в промежутке О ~ t ~ t' и является единственным 
независимо от начального условия s (О). 

По существу функция s(t) может быть получена как резуль
тат линейного преобразования вектора 6(0) с помощью т-матри
цы R(t), причем определитель det,R(t) выражается с помощью 
следа *) матрицы А (t). Если 

то 

6' = А (t)s, 

s(t) = R(t)S(O), 
t 

detR(t)= ехр ~ trA(t)df. 
о 

*) След т-матрицы В = (ыl)) определяется формулой 

tr В = ы1 + Ь22 + ... + Ьт • 

( 1з) 
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Действительно, применение к (11) метода последовательных при
ближений показывает, что при всех О ~ t ~ t· 

.... 
R(t)= ~ Dk(t), 

k==4) 

t 

Dk +1(t) = ~A(t)Dh(t)dt, Do=E, (~) 

где Е - единичная матрица. Для матричного ряда (21), члены ко
торого определяются рекуррентной qюрмулой (22), а также для 
ряда, получающсгося при почленном дифференцировании 

В' = "EDk ' (t), 

существует (во всем промежутке О ~ t ~. t·) сходящийся мажо
рантный экспоненциальный ряд, не зависящий от t. 

Подстановка (12) и (21) В (11) приводит далее к тождеству 

R' (t) = А (t)R (t). 

Дифференцируя определитель det R (t), получим далее, что 

(det R) , = (det R) (tr А) . 

Это доказывает (1 з ), поскольку R(O) = Е в силу (2 1}-(22). 

§ 138. Матрица Х (t), столбцы которой составлены из т линейно 
независимых решений 6(t) еистемы (11), называется фундамен
тальной матрицей этой системы. Очевидно, что 

X'(t)= A(t)X(t), det Х (t) =1= U. 

Следовательно, другая т-матрица Z(t} будет фундаментальной 
для (11) тогда и только тогда, когда существует постоянная мат
рица С такая, что Z(t) = X(t)C и det С =1= О (принцип суперпо
~иции). Поскольку R'(t) = A(t)R(t) n силу § 137 и поскольку 
определитель det R (t), определяемый согласно (1з), не может об
ращаться в нуль, то R(t) является фундаментальной матрицей. 
Таким образом, для определения фундаментальной матрицы X(t) 
системы (11) может быть использована любая из двух эквива
лентных друг другу формул 

X'(t}=A{t)X(t), detX(t)=#=O, (31) 

X(t)=R(t)C, detC=F О (Я(О)=Е), (32) 

где С - неособенная постоянная матрица, определяемая единст
венным образом в зависимости от Х (t). Действительно, поскольку 
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detR(t) =1= О в силу (1з), то С = R-1X. Из (32) И (12) также 
видно, что det Х =1= О при всех t, так что если т решений ~(t) си
стемы (11) линейно независимы при одном t, то они также линей
но независимы при всех t. 

§ 139. Пусть X(t) - фунда~ентальная матрица системы (11) и 
С - некоторая неособенная постоянная матрица. В силу изло
женного в § 138, умножая X(t) на С, придем к другой фундамен
тальной матрице Z(t) = X(t)C системы (11). Вместе с тем умно
жение С на Х (t), 'Г. е. переход от Х (t) к У (t) =СХ (t), ооответ
ствует линейному преобразованию системы (11) И переходу от 
(11) к системе У' (t) = САС-1 Y(t). Мы получим, таким образом, 
слеДУЮЩlfе формулы: 

Y'(t)= B(t)Y(t), 

B(t)= СА (t)C-t, 

Y(t)= CX(t). 

Очевидно, приведенные выше соображения остаются справед
ливыми и в случае комплексных А (t), С. Матрицу А (t) будем 
предполагать, правда, всегда вещественной, но если некоторая ве
щественная матрица, определяемая в зависимости от А (t), имеет 
комплексные характеристические числа, то матрицу С удобнее 
выбирать комплексной (см. § 144). 

§ 140. Допустим, что матрица А (t) в системе (11) непрерывная· 
и периодическая при -00 < t < +00, так что А (t) = А (t + 't). 
Предположим, что период т, определяемый вообще не единствен
ным образом *), фиксирован. Так как сиетема (3) не изменяется, 
если вместо t положить t + Т, то если Х (t) - фундаментальная 
матрица системы (11), то X(t + 't) - также фундаментальная 
матрица этой системы. Из изложенного в § 138 поэтому следует, 
что для любой фундаментальной матрицы X(t) системы (11) суще
ствует неособенная постоянная матрица Г = ГХ такая, что соот-
ношение 

X(t+T)= X(t)fx (5) 

удовлетворяется тождественно. Матрица ГХ называется матрицей 
МОlIОДРОМИИ, соответствующей фундаментальной матрице Х (t) (и 
заданному периоду т матрицы А). В частности, 

Гл = R('I), 

так каК R(O) = Е в силу (12). 

*) Любая величина, кратная '{, также представляет собой период. 

(6) 
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§ 141. В соответствии с изложенным в § 138 наиболее общая фун
даментальная матрица системы (11) имеет вид X(t)C, где С = 
= const и detC =1= О. Матрица монодромии Гхс для X(t)C равна 
согласно (5) 

Гхс = С-IГХС. (7) 

Пусть Г - постоянная матрица монодромии для некоторой фун
даментальной матрицы системы (11). Тогда какая-либо другаяпо
стоянная матрица монодромии для некоторой другой фундамен
тальной матрицы системы (11) представляется обязательно в ви
де СГС-1 (С - некоторая постоянная неособенная матрица), т. е. 
имеет те же самые характеристические числа и те же элементар

ные делители (инвариаНl'ные множители), что и матрица Г. Эти 
характеристические числа (с соответствующими кратностями) JI 

элементарные делители называются инвариантами группы мо

нодромии для системы (11), причем пта группа определяется со
l'ласно (7) в зависимости от фиксированного периода "t" матрицы 
A(t) (см. (5)). 

§ 142. Харю{теристические числа матрицы Гх (не зависящие от 
выбора X(t» называются мультипликаторами *) системы (11) по 
отношению н периоду "{. Ни ОДИН из этих мультипликаторов не 00-
рaIЦается в нуль, так liaK их произведение равно det r в соответ
ствии с уравнением det(sE - Г) = О, где det Г =1= о в 
силу (5), (7). 

Поскольку мультипликаторы могут быть определены как ха
рактеристические числа матрицы (6), вещественной в силу 
(21) - (22), то очевидно, что комплексные мультипликаторы встре
чаются лишь парами (сопряженными). Такое же замечание от
носится и н элементарным делителям, соответствующим комп

лексным мультипликаторам. 

§ 143. Обозначая МУЛЬТИПЛIшаторы системы (11) через Sj, 

j = 1, ... , т, и учитывая, что любое Sj =1= О, введем в рассмот
рение т чисел Лj, j = 1, ... , т, соответствующих данному пе
риоду Т, полагая 

так что 

1 
Лj = -lgsj, 

t 

j= 1, .. .•. т. 

(8) 

*) Их называют также часто корнями характеристичного (или харак
теристичеСl\Оl"\» уравнения. (ПРUJII. перев.) 

9 А. "УИВТllер 
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Разумеется, т чисел AI, •.. , Ат, называемых характеристически
ми показателями системы (11), определены только е точностью 
до целых кратноетей 2лi/т:. Два характериетических показателя 
считаются равными, если их разность равпа целой кратности 

2лi/т:. В частности, 5; = 1 тогда и только тогда, когда Лj = о 
(или А j = 2Лi/Т:) , а S j = -1 тогда и только тогда, когда л j = 
=лi/т:. 

Если I 5; I = 1, то такой мультипликатор (вещественный или 
комплексный) и соответствующий ему характеристический пока
:щтель А; принадлежат 1, устойчивому типу. В соответствии с (8) 
это будет тогда и только тогда, когда А; - чисто мнимое число 
(включая О). Из (8) также видно, что в случае вещественного А; 
и т: > О имеем А; > О, А; = О или А; < О, если Sj> 1, Sj = 1 или 
0< Sj < 1 соответственно. Следовательно, в тех случаях, когда А; 
не может быть выбрано вещеетвенным или чисто мнимым, то или 
Sj < О или Sj = а; + ib j , где а; =1= О, Ь; =1= О вещественные. При 
этом из (8) видно, что Sj < О тогда и только тогда, когда мнимая 
часть А; равна ni!т:. 

§ 144. Поскольку Гх можно заменить любой матрицей вида (7), 
то можно предположить, что фундаментальная матрица Х (t) си
стемы (11) выбрана так, что соответствующая матрица монодро
мии Гх имеет нормальную жорданову форму. Тогда диагональные 
элементы матрицы ГХ равны мультипликаторам 81, ••• , Sm, а эле
менты, располагающиеся по линии, параллельной диагонали и 

граничащей е нею сверху, равны О или 1 (возможно, только О или 
только 1); все же остальные элементы равны нулю. IIуеть S

один из мультипликаторов 8з, и пусть его кратность равна l (~ 1). 
Тогда можно предположить, что первые l диагональных :шемен
тов матрицы ГХ равны S. Пуетъ 8 принадлежит при этом различ
ным элементарным делителям е кратностями h l , .•• , }td соответ
ственно, так что h l + ... + hd = l, причем l ~ 1, d ~ 1 и: любое 
lt ~ 1. Предположим, что первая клетка рассматриваемой матри
цы Гх (имеющей жорданову форму) соответствует кратности hl . 

Тогда, если обозначить через Gl (t), ... , Gm(t) т-векторы, соетав
ляющие столбцы т-матрицы X(t), то из (5) видно, что 

причем в случае простого 

сохраняется только (91)' Из 

g= 2, ... ,ht , 

элементарнnго делителя (h1 = 1) 
(8) же еледует, что (9 t ) - (92) 
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эквивалентны формулам 

g 

~g(t)=e1..t~tk-1tpgk(t), g=2, ... ,h1, (102) 
·k=1 

где л. - соответствующий мультипликатору S характеристический 
показатель, tpgk (t) - некоторые т-вектор-функции t, имеющие 
общий период т, и Ч!!!!! и) ф О при g = 1, ... , h,. Рассматривал 
далее аналогичным образом все остальные из d - 1 (~ О) клеТQI, 
в r х, которые соответствуют характеристическому числу S, а так
же клетки, соответствующие различным Sj, j = 2, ... , т, при
дем к следующим результатам. 

§ 144а. Число S = е1.'!: является мультипликатором системы (1,) 
.тогда и только тогда, lюгда эта система обладает решением вида 
6(t) = e1..ttp(t) , где tp(t) - периодическая функция t, имеющая 
общий с А (t) период т и tp (t) ф о. 

Общее решение системы (1,) представляет собой линейную 
комбинацию т линейно независимых решений вида eMtp(t) тогда 
и только тогда, когда вСе элементарные делители группы МОНО

дромии простые. Если по нрайней мере один из элементарных де
лителей кратный, то в общем решении системы (1,) появляются 
«вековые» члены, т. е. члены, содержащие наряду с периодиче

скими или показательными Фующиями t рациональные полино
мы по t. Если кратность Tal\OrO элементарного делителя рав
на h ~ 2, то наивысшая степень полиномов по t, появляющихся 
В общем решении, равна h _. 1. 

§ 145. Пусть A(t) не зависит от t. Тогда (1,), (2,), (12) перепи
шутся в виде *) 

6' =As (А = const), 

R(t) = etA , 

6 (t) = etAs (О). 

Так нак условие А (t + Т) = А (t) удовлетворяется при А = 
= const для любого Т и так как функции Ч!gk(t) в (10,), (102) 
имеют период Т, то опи - постоянные. 

Характеристические показатели Л, определявшиеся ДЛЯ (10,)
(102) с точностью до целых кратностей 2ni j т: (см. § 143) I в данном 

*) Действительно, из (22) мы получим тогда, что D" (t) = (t~Y' • Сле
Довательно, (112) совпадает с определениеl\1 еВ в § 57, если положить 
В = tA. 

9· 
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случае определяются уже единственным образом, так как величи
на 2:rti 11' тогда ПРОИЗllольна. 

Фактически л,\, ... , л'т являются не чем иным, как характе
ристическими числами матрицы А (см. § 89). 

Вместе с тем группа монодромии, а следовательно, и совокуп
ность МУЛЬТИПЛИБаторов S\, ••• , Sm никак не определяются, по

скольку l' в (5) теперь произвольно. 

§ 146. Пусть дано некоторое решение х = x(t) системы х' = 
= f(x). Соответствующую систему Якоби (8) § 85 отождествим 
с (1\) § 137. Тогда (10) § 85 показывает, что фундаментальная 
матрица (21) § 137 совпадает с матрицей (7) § 85. Этот факт 
имеет в силу (6) § 85 большое значение в приложениях. 

§ 147. Предположим, в частности, что данное решение х = x(t) 
системы х' = f(x) является периодичеСI{ИМ с периодом 1'. Тогда 
условие А (t + 1') = (А t) (§ 140) выполняется *), и можно гово
рить о характеристических показателях 1..1 •••. , 1..т для данного 
периодического решения х (t), соответствующих фиксированному 
периоду l' функции А (t). Справедлив результат, что эти характери
стические показатели или соответствующие мультипликаторы, 

а также элементарные делители группы монодромии остаются не

изменными, если подвергнуть пространство х преобразованию у = 
= у (х) , рассмотренному в § 88. 

С целью доказательства заметим сначала, что преобразован
ная система Якоби (16) § 88 обладает в силу (18) § 88 фундамен"': 
тальной матрицей вида 

Y(t)= J(t)X(t), 

где Х (=R) - фундаментальная матрица исходной системы Яко
би (8) § 85, а J _. якобиева матрица Ух = ух(х) преобразования 
у = у (х) ВДОЛЬ данного периодического решения х = х (t) систе
мы х' = f(x). Матрица J(t) неособенная и периодическая с 
периодом 1'. В силу (114) имеем 

Y(t+'t)= J(t)X(t+'t). 

Используя (5) § 140, перепишем это соотношение в виде 

Y(t + 1')= J(t)X(t) ГХ• 

Кроме того, по определению матрицы монодромии, имеем 

Y(t+'t)= Y(t)rx . 
Сопоставляя последние два выражения и учитывая (114), полу-

"') Но А (t) может оказаться периодической функцией и в случае непе
риодического решения x(t). 
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чим, что Гу = гх. Сформулированный в начале параграфа ре
зультат доказан. 

§ 148. Если данное периодическое решение x(t) сиетемы х' = 
= ,(х) не есть равновесное решение, т. е. если ж (t) =1= const, то 
по крайней мере один из мультипликаторов соответствующей еи
t:темы в вариациях равен s = 1. В еилу § 143 это утверждение 
эквивалrorтно тому, что по крайней мере один из хараI5теристиче
ских показателей равен нулю. Следовательно, первый из критериев 
§ 144а показывает, что тогда система Якоби 5' = А (t)S обладает 
решением 6 = 6(t), периодическим с периодом Т и имеющим фор
му 6 = <р (t), причем <р (t + Т) = <р (t) =1= о. Однако поскольку, по 
предположению, х (t + Т) = Ж (t) =1= const, то в силу изложенного в 
конце § 87 можно положить <р (t) = х' (t). 

§ 149. Предположим, что данное периодическое решение x(t) = 
= x(t + Т) =1= eonst сиетеМI4 х' = f(x) принадлежит семейству 

периодических решений х = ж( Т(:) , Е) этой еистемы. При этом 
х (и, 8) - функция двух переменных, имеющая непрерывные 
чаетные производные первог(} порядка, а период l' = Т (Е), рас
сматриваемый как функция постоянной интегрир(}вания Е (кото
рая равна нулю для данного решения x(t», имеет непрерывную 
произв(}дную Те(Е), отличную от нуля при 8 = о. Применение J{ 

u t 
семеиству x(t, 8) = Х("'(В) ,Е) правила, изложенного в § 87, по-

казывает, что система Якоби 5' = А (t) 6, соответствующая реше
нию х = х (t), сама обладает решением 

6(t)='iJ(t)+t<p(t), (12) 
где 

1:е(О) 
а = - т:1.(о). 'iJ(t)= xг(t, о), qJ(t) = аж' (t), 

Так как 'iJ (t) и <p(t) имеют, очевидно, период т = 1'(0) И так как 
<p(t) =1= О в силу умовия x(t) =1= const, то из второго из критери
ев § 144а следует, что система Якоби 6' = А (t) 6 обладает не 
только периодическим решением 5 = х' (t), уназанным в § 148, 
но и вековым решением (12), соответствующим характеристиче
скому показателю л = о. Таким образом, по крайней мере два 
характеристических показателя равны нулю, т. е. по крайней мере 
два мультипликатора равны 1. 

§ 150. Предположим, что линейная система (1{) является ка
нонической, так что т-вектор ~ представляет собой 2n-вектор, 
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образованный n импульсами и n координатами. Эту систему можно 
эаписать в виде (см. § 91.) 

6' + IHr, = о, 
в I(ОТОРОЙ функция Гамильтона Н = Н (~, t) является квадратич·· 
ной формой 1/2~· Н (t)~, соответствующей заданной симметрическои 
2n-матрице Н = Н (t). В соответствии с этим 

т. с. 

причем 

I~' = H(t)~, 

~' = - IH(t)~, 

Н = Н', 1\ = -1 = 1-1, (132) 

так что матрица А (t) в системе (1i) связана с H(t) формулой 
A(t) = -IН(t). В соответствии с § 105а преобразование ~(o) в 
~(t) является наноничесним с множителем ~ = 1. Сравнение (12) 
§ 137 с §, 37 показывает далее, что (141) § 37 удовлетворяется при 
~ = 1 и r(t) = R(t), причем R(t) 'определяется согласно (21)
(22) § 137. Другими словами, R(l) представляет собой при любом 
фиксированном t полностью каноническую матрицу (§ 60). 

§ 151. Предположим, в частности, что матрица H(t} в (131) удов
летворяет условию H(t +"t') = H(t} при фиксированном "t' =1= о. 
В соотвеТ'ствии с (6) и с последним замечанием в § 150 матрица 
монодромии Гя является полностью н:аноническоЙ. Так нак харак
теристические числа этой матрицы (т. е. 2n мультипликаторов 
SI, ••• , S2n) И ее элемеНТllрные делители являются инвариантами 
I·рУППЫ монодромии (см. § § 141-142), то из § 60 следует, что 
если S - мультипликатор, вещественный или комплексный, то 

s-1 - также мультипликатор, соответствующий (если s =1= ± 1) 
элементарным делителям той же степени, что и S (и имеющий, 
в частности, ту же кратность). 'У"читывая изложенное n § 143, 
можно сказать, что если система (131) имеет характериетичеекий 
показатель, равный Л, то она тан:же имеет харю\териетический по
I\азатель, равный -1,. При этом, еели А не равно целой кратно
сти 2rr.i/"t' или rr.i/"t', то - л имеет ту же самую нратность и соответ
ствует вековым членам той же степени, что и л.. Кроме того, крат
ноеть мультипликатора s = -1 (т. е. характеристического пока
зателя л = rr.i/c) , а следовательно, и мультипликатора s = + 1 
(л = 2rr.i/'C) всегда четная. Это вытекает из того, что произведе
ние всех 2n МУЛЬТИПЛИl\аторов совпадает е определителем пол
ностью нанонической матрицы Гя и в еилу (12) § 32 равно +1. 

Наряду с тем, что мультипликаторы встречаются парами (s, 
s-I), имеет место и тот фю{т (СМ. § 142), что каждому номплекс
ному S соответетвует сопряженный МУЛЬТИПЛИБатор s той же 
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кратности И соответствующий такому же элементарному делите
лю. Поэтому из изложенного в § 143 следует, что если система 
(131) имеет комплексный (не вещественный или чисто мни

мый) характеристиче~ий показатель Л, то не только - А, но и А, 

а следовательно, и -1, также будут характеристическими показа
телями этой системы. Четыре различных характеристических по

!iазателя; ± А, ± 1 имеют при :JTOM одну И ту же кратность и мо
ryT порождать вековые члены одной и той же степени 
(см. §§ 144-144а). 

§ 152. Пусть дано решение Х = Х ([) консервативной канониче
ской системы с n степенями свободы. Тогда соответствующая си
стема Якоби также (см. § 101) Rаноническая, и она мощет быть, 
следовательно, записана в виде (131) § 150. Если к тому же 
х (t + Т) = х (t), то рассуждения, аналогичные приведенным в 
§§ 146-147, показывают, что Н (t + Т) = Н (t). 

Если при этом существует функция Лагранжа (см. § 94), то 
гамильтонова и лагранжева формы (211) - (212) § 101 уравнений 
8 вариациях обладают одними и теми же инвариантами группы 
монодромии. Действительно, переход от гамилътоновой к лагран
жевой форме уравнений движения выполняется в силу изложен
ного в §§ 6-8 с помощью преобразования, рассмотренного в § 147. 
Если данное периодическое решение не представляет собой точку 
равновесия, то на основании сказанного в § 148 можно гаранти
ровать, что по крайней мере один, а следовательно, в силу § 151 
по крайней мер{' два из мультипликаторов 81, ••• , 82n равны 1. 
Таким образом, по крайней мере два из характеристических по
казателей 1..1, ... , А2n равны нулю. 

§ 153. Предположим, наконец, что данное решение х = x(t) 
есть равновесное решение, так что в (131) - (132) н (t) = const. 
Тогда характеристические показатели определяются в соответст
вии с § 145 единственным образом как характеристические числа 
матрицы А = -IH (мультипликаторы 8 тогда не определяются). 
Можно утверждать, что результаты, изложенные в § 151 по отно
шению к харю\теристичеСRИМ показателям, остаются справедли

выми. Действительно, для этого достаточно показать, что матри
цЫ -А и А или (что означает то же, самое) матрицы '-А и А \ 
имеют те же самые элементарные делители, т. е. что -А = 
=Т-IА\Т при соответствующим образом выбранной Т. Однако 
А = -IH, так что в силу (132) можно положить Т = 1. 

Так как матрица R (t) является в силу § 150 полностью кано
нической при любом t и так как она определяется в данном слу
чае по формуле (112), где А = -IH, то матрица е-ПН будет пол
Ностью канонической при любом t каждый раз, когда Н = Н \. 
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Справедливость же последнего фанта следует из § 60а, тан нак 
матрица - tH симметричесная при любом t. 

§ 1538. Следует указать, что хотя матрица eIН и будет нанониче
сной с множителем f.I. = 1 при любой Н = Н', но не любая кано
ническая матрица с множителем !.t = 1 может быть записана с 
помощью соответствующей матрицы Н = Н' в виде eIН . Задача о 
выделении матриц, представляемых в виде eIН, сейчас решена, и 
она связана с результатами, которые упоминаются в § 154а. 

§ 154. Пусть F = const - симметричесная 2n-матрица, отличная 
От нулевой матрицы (О), но определитель ноторой может обра
щаться 11 нуль. Если G - другая такая же матрица, то из изло
женного в § 23 и из (19) § 20 следует, что нвадратичные формы 
1/2S ·FS и 1/2S ·GS находятся в инволюции одна относительно дру
гой и тогда и только тогда, когда S· G IFs = О. Это означает, что 
матрица GIF - кососимметричесная, т. е. что GIF = FIG. Поэто
му из § 92 вытенает, что квадратичная форма 1/2S · Fs представит 
собой интеграл линейной нонсервативной канони:чесной системы 
I~' = H~ (см. § 153) тогда и только тогда, когда HIF = FIH. 

Таной результат справедлив и тогда, когда нвадратичная 
форма 1/2S · F~ представляет собой нвадрат линейпой формы {.~, 
в ноторой 2n-вентор f = const =1= О. 

Подстановна линейной формы Е·; в систему s' = -IH; по
казывает, что эта форма будет ее интегралом тогда и тольно тог-. 
да, когда НН = О, т. е. если H~ = О, f = -I~. 

Таким образом, условие det Н = О является необходимым и 
достаточным для существования линейного интеграла (';. Число 
таких независимых линейных интегралов совпадает с числом 
(~O) линейно независимых решений g однородного уравне
:ния Hg = О, где g = Н. 

§ 154в. Если С = const - некоторая полностью наноничесная 
матрица, то фуннция Гамильтона 1/2;' Н; системы (131) преобра
зовывается подстановкой ; = С11 в 1/21]' К1], где К = С'НС (см. 
§ § 37, 60). Таким образом, вознинает вопрос, h накой нормальной 
форме можно прийти при данной Н = Н = const после замены 
Н на С'НС, причем С - постоянная полностью I{аноничесная 
матрица, подобранная соответствующим образом. Ответ на этот 
вопрос, а танже на аналогичный вопрос о нормальной форме са
мой матрицы был получен вообще лишь недавно. Используемые 
при этом выкладки слитном длинны, чтобы их можно было здесь 
привести. Что насается каноничеСI{ИХ нормальных форм неIЮТО
рых матриц Н час·тноro вида, то см. §§ 64, 64а, где Н = Q. 
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§§ 155-166 
§§ 167-184 
§§ 185-193 
§§ 194-205 
§§ 206-226 
§§ 227-240 

§ 155. Будем считать, что функция Лarранжа L(q', q, t) соответ
ствует динамической системе (не релятивистской), если n-матрич
ная функция Гесса (L ) (см. § 15) не содержит q' и являет-

QfQ'k 

ся положительно определенной *). Эти свойства ин вариантны по 
отношению к преобразованию, рассмотренному в § 10. В силу 
§ 9а можно предположить без потери общности, чт<.I L t = о. 

Таким образом, мы будем рассматривать только те функции 
Лагранжа, которые имеют вид 

, 1 ~~ ,,~ , 
L(q,q)==L=2 LiLi·gin(q)qjqn+ LJfj(q)qi'+U(q) (1) 

(~ =~), 
1 

где gih = gni, fi, U суть 1/2n (n + 1) + n + 1 заданных скаляр
ных функций точки q = (qi) в позиционном пространстве и 

'" 12 LJ qi 4= о, 

gin = L q •. q• = T q •. q , = gltj. , It ,It· 

В соответствии с (1) и изложенным в § 96а интеграл энергии 
лагранжевой системы (L]q = О имеет вид 

или 

1",~ , , 
- Li'Li gilt(q)qj qk - U(q) = h = const 
2 

T(q', q)- U(q)= h, (3) 

*) Это дополнительное предположение, которое выражается неравенством 

(21). мы не будем использовать до § 166. Поэтому эдесь достаточно полагать, 
что det(L. ,) "'"' det(gfl.) *" о. 

ql q/C 
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где h - постоянная энергии. Это соотношение не содержит коэф
фициентов /i (q) линейной относительно скоростей q\', ... , qn' 
части функции (1). Такие члены соответствуют силам, не выпол
няющим работу, например, кориоли:совым силам (см. § 231). 
В соответствии с (3), (21) величины Т и - U называют l\инети
ческой и потенциальной энергией соответственно, а саму фунн
цию U называют силовой фуннциеЙ. 

§ 156. ОчевИJI,но, что уравнения [L]q = о не изменятся, если доба
вить к U(q) постоянную. Единственным результатом тан:ого до
бавления будет сдвиг нулевого уровня постоянной энергии h. 
Нроме ТОГО, эти уравнения тан:же не изменятся, если добавить 

1< н:аждому коэффициенту /; (q) производную сн:алярной фуНIЩИИ 
G (q). Действительно, тогда к фУН1<ЦИИ (1) будут добавлены члены 

~Gg. (q)q: = (G(q) )', 
. I 

которые, как отмечено в конце § 94, могут быть опущены. В со
ответетвии с этим, если вентор (/i) представляет собой гр,адиент, 
то функцию G (q) можно выбрать тан, что все линейные члены 
относительно q\', ... , qn' В (1) обратятся в нуль. В этом частном 
случае, т. е. еели (1) приводитея н 

L = Т ( q', q) + U ( q) , 
динамическая еиетема [L]q = о называется динамической систе
мой обратимого типа, а в противном случае необрати:мого типа. 
Основанием для таной терминологии служит тот фант, что если 
система [L]q = О имеет решение q = q(t), то функция q = q(~t) 
также будет решением тогда и только тогда, когда (1) сводится 
к Т + и. Это будет показано в § 163. 

Вместе с тем если q = q(t) - решение уравнений [L]q = О, то 
q = q (t - tO) - также есть решение этих уравнений при любом 
tO = const, представляющее ту же самую интегральную нривую 
в позиционном пространстве (и соответствующее, в частности, 
той же самой постоянной энергии h), что и q = q (t). Это следует 
из того, что функция (1) I'онсервативна, и система [LJr) = О не 
содержит явно время t. 

§ 157. Так как матрица 
(Lq'i Q,) = (gilt(q»= (g/'i) 

является в силу (2\) - (22) положительно определенной при лю
бом q, то уеловие det(L ., ) =1= О, приводимое в § 15, удовлетво

Чiqk 

ряется. Обратная матрица (gik) -1, которую мы обозначим через 

(gilt) = (gik(q» = (glti) , 
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также положительно определенная. Кроме того, из (1) § 155 и 
(11) - (12) § 15 имеем 

т. е. 

ИРi == q: = ~ (Р'" - fk)gih, 

посI\олы\y (gik) = (gik) -1. Следовательно, полагая 

т. е. 

и 

V (q) = V = и - ~ ~ ~ gih fJh, 

~ -, J 
U(q)= и= V+2~L gihjijh, 

(4) 

(5) 

(6) 

можем на основании (21) § 15 заI\ЛЮЧИТЬ, что функция Лагран
жа (1) § 155 соответствует функции Гамильтона 

Так пак '(Н Р iP/i) = (gik), то можно сделать вывод, что Дlmа

мичеСI{ая система может быть охараI\теРИЗ0вана не только функ
цией L вида (1), но также и фующией Гамильтона Н вида (7). 

При этом если L является в соответствии с (1) полиномом 
второй степени относительно скоростей с коэффициентами gih, /i, 
и, завиеящими лишь от q = (qi), причем члены второго порядка 
образуют положительно определенную квадратичную форму (2), 
то Н является полиномом второй степени относительно импуль
сов Р1, ... , Рn С коэффициентами gik, fi, V, зависящими только от 
q = (qi), причем 

~ ~ ~~,g'!k(q)PiP/i > О, если ~Pi2=i= О, (8,) 

Т = ~ ~ ~ (Pi - fi) (Р'" - fk)gik. (82) 

Формулы (81), (82) эквивалентны (21) В силу (4). 
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Нанонец, из (4), (5), (6), (82) вытенает, что (3) и (7) можно 
переписатъ в виде 

Н(р, q) = h, 

Н(р, q)= Т- U(q), 
где Т = Т (р, q) в силу (82). 

§ 158. ИЗ (5) видно, что для обратимой системы (см. § 156) не 
тольно (fi) == (О), но и (f') = (О). В силу (4) обратимая систе
ма харантеризуется танже соотношениями 

L q,.= Р; = ~ qikq~, Т. е. Нр . == q~ = ~. gikpk (10) , , 

ми (в сму (3), (7), (82» танже 

L(q', q)= Т+ и, 

Н(р, q)= Т- и, 

~ ~ gikq~ q~ = 2Т = ~ ~ gikpiPk. 

( 111) 

( 112) 

( 11з ) 

Из (6) далее ясно, что условие (fi) = О энвивалентно равенству 
U = v. в соответствии с (112) уравнения Гамильтона , , 

qi=Hp ., Pi=-Hq . , , (12) 

сводятся н следующим: 

q: = Т р ., Р; = ИЧ . - Т q .• 
1 1 1" 

где 

ПОCIюлъну ~. ]JiT р. = 2Т.. из (12) и из (10) ВИДНО, что 
I 

(~Piqi)'=- ~qi(Тqi-U'l.i)+2Т, (131) 

§ 159. В частности, если все gik = gik(q" ... , qn) суть однород
ные фуннции неноторой степени а, то, поснольну (gik)-1 = (gik), 
гамильтонова нинетичесная энергия 

Т = ~ ~ gikpiPII 

является однородной Фуннцией ноординат q" ... , qn степени - а, 
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так что .~ qiT q i = -иТ. Формулы (131) - (132), (9д - (92) пока
:fывают тогда, что соотношение 

(~,~ giP,qiq~)' = (и + 2) (и + h)+ ~,qiUqi (14) 

удовлетворяется тождественно по t вдоль любого решения q = 
= q (t) с постоянной энергии, равной h *). 

в важном частном случае и = О правая часть (14) может 
быть записана в виде 

2(и + h) +~ qiUqi' (151) 
или 

(~+ 2)и + 2h~ (152) 
или 

2(И· + h)+ ~ QiU:i (15з ) 

в зависимости от того, является ли функция U = U(ql, ... , qn) 
произвольной, однородной некоторой степени ~ (например, 
U = О) или такой, что существует и~ = и· (q1, ... , qn), для кото
рой U -- и' является однородной функцией степени ~ = -2. 

Если и произвольно и U - однородная фующия степени 
~ = - и - 2 (в частности, U == О), то (14) показывает, что си
стема уравнений lL]q = о имеет, кроме интеграла элерl'ИИ (3), 
еще интеIрал **) 

~'~ gikqiq~ + ~t (~ ~~~ gikq~ q~ - U ) = const (16) 

(~= -и-2). 

*) Тождество (104) имеет значение в статистической механике (<<теорема 
о вириале»). 

**) Если любая производная U qi является однородной фУНIЩией степени 
V = -1 (для этого достаточно, но не необходимо, чтобы функция U была 
однородной функцией степени ~ = О), то система уравнений [L]q = О обла
дает интегралом };QiUqi = oonst (еСJIИ только не все U qi обращаются тож

дественно в нуль). Этот результат справедлив и Torдa, когда коэффпциенты 
Qt/l в (1) не ЯВjШЮТСЯ однородными функциями некоторой степени а, а так
же в случае необратимости системы. Действительно, посколы,у 

где F = Uai" то 

и, следовательно, 
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§ 160. Предположим, что U(qt, ... , qn) - однородная функция 
некоторой степени ~, или же что все производные Uqi (q) суть од
нородные функции одной и той же степени V (= ~ - 1). Послед
нее предположение является, если ~ = о, более общим. Пусть да
лее все gik не зависят от q, так что уравнения (12) сводятся к сле
дующим: 

или 

где 

1. U 
Р; = ". 1 

К · - ~gikU , - L.J qk· 

Так как все К, = К, (q, ... , qn) являются однородными функ
циями одной и той же степени '1(, то естественно искать пару 
фиксированных скалярных функций u = u (t), v = v (t) време
ни t, которые обладают тем свойством, что если qi = qi (t) -
какое-либо решение уравнений движения q/' = Ki(q), то qi = 
= V(t)qi(u(t» -также решение этих уравнений ((динамическое 
подобие») . 

Будем предполагать, что функции u = u(t), v = v(t) имеют 
непрерывные вторые производные и" (t), и" (t) и что v (t) > о, 
u.'(t) > о. в частности, можно принять u = u(t) за независимую 
переменную вместо t, так что t = t (и) . 

Поскольку все К, - однородные функции степени V (= ~ - 1) , 
легко можно установить с помощью. непосредственной подетанов
ки, что ес.тrи qi = qi (t) - некоторое решение системы q/' = К; (q), 
то q i = V (t) q i (и (t» будет решением этой системы тогда и толь
ко тогда, когда соотношение 

иУ d2qi (!!!-.)3 = d2 (VQi) dt 
du2 du du2 du 

d(vqi) dЧ 

du du2 ' 

где t = t (и) удовлетворяется тождественно по и. Сравнивая же 
djq· 

далее коэффициенты при -d ~ (j = 0,1,2), получим, что две 
иЗ 

функции и, v переменной t обладают желаемым свойством по от
ношению к решению qi = qi (t) системы q/' = К; В том случае, 
если две функции t, v переменной u удовлетворяют следующим 
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1'рем условиям: 

v 
-=иУ 

ё2 ' 

2М- vt= О, 
iji - tv = О, 

!'Де ТОЧI<ами обозначается дифференцирование по u. 
Из (17з) вытекает, что отношение iJ/i равно ПОС10ЯННОЙ вели

чине, например с. Дифференцируя далее (171) ПО и и подставляя 
получающееся выражение для t в (172), видим, ЧТО ПОСКОЛЬКУ 
~ = 'у + 1, то три условия (171i ) для двух функций t(u), и(u} 
эквивалентны следующим: 

i2 = и2,--~, 

4i2 iJ = (2 - ~) v2-Р iJ, 

iJ = cl. 

Выберем постоянную интегрирования с равной нулю. Тогда 
из (18з) следует, что v равно положительной постоянной, напри
мер, л (> О), соотношение (182) сводится к О = О, а соотноше
ние (181) к 

dt 1-!!'" 
-=л. 2. 
аu 

Следовательно, все условия удовлетворяются при 
(; 

v = "А. = const > О, и = "А. i -1 t, 

так что, если qi = qi(t) - решение системы [L]q = О, то функция 

~-1 
qi=лqi(Л2 t), (184) 

!'де л. - любая положительная постоянная, также представляет 
собой решение системы (L]q = О. 

Если ~ =1= О, так что U(Ql,.", qn) - однородная функция 
степени ~, тО' из {3} видно, что постоянная энергии для решения 
(184) в ,,"Р раз больше, чем постоянная энергии h для решения 
Qi(t). 

§ 160а. Если Система [L]q = О имеет семейство периодических ре
шений, которые удовлетворяют некоторым условиям дифферен
цируемости, то период решения этого семейства является в силу 
изложенного в § 100 функцией 't' = 1: (h) только от постоянной 
энергии h. Если динамическая система принадлежит к типу, 
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рассмотренному в § 160, и если ~ =1= О, то функция .. = 1:и~) может 
быть выражена явно. 

Действительно, если расширить семейство периодичеCIШХ ре
шений путем введения дополнительного параметра Л, то ИЗ изло
женного в конце § 160 вытекает, что период и ПОСтоянная энер

fj 

гия окажутся равными Л,l- 2 't'(h) и Л,r>h соответственно. Следо
вательно, произведение 

~ 
1:(h)л' 1-2 

должно быть функцией величины Л,r>h, причем л. - произвольное 
положительное число. Это означает, что для решений семейства 
период 't (h) пропорционален I h I в степени (~-1 - 1/2) . 

§ 161. Поскольку соображения, касающиеся формул (181) - (18з) 
в предыдущем параграфе, основаны на предположении, что с = О, 
остается проанализпровать, в I\аI\ОЙ мере результаты этого пара

графа являются полными. 
Прежде всего, если ~ =1= - 2, то с следует положить равным 

нулю. Действительно, так как, по предположению, v > О, i > О, 
то из (181) вытекает, что (182) имеет место при ~ =1= - 2, если 
тольКо v = о и, следовательно, с = О (см. (18з), где i> О). 

Пусть, однако, ~ = -2. Тогда (182) удовлетворяется в силу 
(181) тождественно и в том случае, если v =1= О, так что постоян
ную с можно выбирать в (18з) произвольно. Три условия (18k) 
сводятся тогда к следующим: 

u'2 = и~-2. v'i = ct 

или (поскольку ~ = -2, [> О) 

и' = v-2, v'= с, 

где и= и (t), v = v (t). Можно еделать, таним образом, вывод, что 
все эти условия удовлетворяются при 

r dt 
u(t) = J v2 (t) , v(t) = ct + Ь, 

где Ь, с (=1= О) - произвольные постоянные. В частности, если 
1 

qi = qi(t) - решение системы [L]q = О, то qi = ±tqi( t ) также 
решение. 

Сопоставляя этот результат с теми, которые рассматривались 
в § 96 (и § 9а), можно ожидать, что если ~ = -2, то существуют 
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два независимых интеграла, соответствующих паIЮ произвоJIьных 

пuстоянных Ь, С, и что если ~ =1= -2, то этих интегралов нет. Эти 
два интеграла системы [L]q = О можно записать в явном ви
де. Действительно, один из них совпадает с (16) при а. = О, а 
другой имеет вид 

1 ""' ""' l 1 1 2".Li Li gili.(qiQIi. - 2tQiQ'; + t2Qi Q.~) - t2U = const (16а) 

JI является очевидным следствием (16) и (3), поскольку gik
постоянные. 

§ 162. Если U(QI, ... , Q,,) - однородная функция некоторойсте
пени ~ и коэффициенты gil< не зависят от q (следовательно, 
а = О), то 

2
! 
J" = (~ + 2) U + 2h, 

J(q} = J = ~ ~ gikqiqk. 

Действительно, (19,) совпадает в еилу (152) и определения (192) 
с (14). 

Если, в частности, .~ = -2, ТО (19д сводится к J" = 4h, так 
что 

J(t) = 2ht2 + const·t + const. 

Сравнивая эту формулу с (192), получим, что в исключительном 
случае ~ = -2 (§ 161) только те решения q = q(t) сиетемы 
[L]q = О остаются ограниченными при t -+ ± 00, вдоль которых 
(192) не зависит от t. Обращение в нуль постоянной энергии h -
необходимое условие для этих решений. 

В частности, если ~ = -2, то для любого периодичесн:ого ре
шения J(t} = const, h = О. 

§ 163. Возвращаясь к общему случаю, ногда gik, fi зависят от q 
(см. § 155), определим фующии Pik = -Рм, ГiЗА. = fjik точки q 
В позиционном пространетве, полагая 

{jfi atk 
Pik=---, 

oqk oqj 

2fi;h = дgi1l. + ogjk _ дgij • 
oqj дqi Oq1l. 

Подставляя (1) § 155 в (6) § 94, придем к явной ЗRПИСИ n лагран
жевых уравнений [L] qi = О В случае произвольной консервативной 

1 О А. Уивтпер 
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динамиqеекой системы с n степенями свободы 

[L]qi= ."LJgil.q~' + .~~ rjkiq;q~ + ~,Pikq~ - Uqi = о. (21) 
k j k k 

Левые части этих уравнений линейны относительно ускорений q{' 
и содержат члены второй степени относительно скоростей q{. Так 
как (gik)-I = (gik) , то (21) можно разрешить относительно q/,: 

где 

и 

г;,. = ~ giZrjkl = г~; 
l 

k 
(Ф -Р; ). 

Для дальнейших приложений полезно заметить, что если на
чальные значения при t = tO суть q (t0) = qO, q' (t0) = q'O, то 
имеем 

:и 

если q'O = о. Первая формула следует из формулы Тейлора, 
а (232) - из (22). 

Заменяя t на -t, увидим, что n уравнений (21) при этом не из
меняются тогда и только тогда, когда все ~Pikqk' = о. Для про
извольного решения q = q(t) последнее условие будет иметь 
место тогда и только тогда, когда все Pik = о. Формула же (20д по
казывает, что все Pik (q) = о тогда и только тогда, когда вектор 
(11, •.. , fn) является градиентом некоторой функции G = G (q). 
Этим самым доказано утверждение, касающееся обратимых си
стем, приведенное в § 156. 

§ 164. Можно считать, что в рассматриваемой n-мерной области 
изменения q справедлива риманова геометрия, определяемая КО
вариантным метрическим тензором (gik). Тогда (/;) и (/;) пред
ставляют собой в силу (5) Rоптрвариантные и ковариантные ком
поненты одного и того же вектора. Формула (202) определяет 
символы Rристоффеля для gik, а (201) - вихрь (ковариантный) 
вектора f"":" (fi). Кроме того, (4) показывает, что импульсы Р; 
соответствуют ковариантным векторам (см. § 48), так что их ии-
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декс i выписан правильно (внизу). В то же время скорости q/ 
соответствуют контрвариантным векторам, так что их индекс сле

довало бы ставить вверху. В :этом сысле формулы в §§ 155, 157 
говорят о том, что теория Лагранжа является контрвариантной, 
а теория Гамильтона - ковариантноЙ. Однако из ФОРМУЛ в § 158 
видно, что кинетическая энергия Т является в рамках такого тен
аорного подхода инвариантной (и тогда U = V) тогда и только 
тогда, когда система обратима. При этом условие (fi) = о являет
ся для динамической системы таким, при котором (Pi) и (q/) 
суть ковариантное и контрвариантное представления одного и 

того же вентора (см. § 15). 

§ 165. Для того чтобы можно было применить результаты, изло
женные в §§ 79-98, следует заменить, как и в § 94, n-мерное по
зиционное пространство q = (qi), 2n-мерным пространством 
(q', q) = Z = (Zj), где Zi = q/, Zi+n = qi. В частности, точка 
равновесия q = qO в позиционном пространстве должна быть оп
ределена как решение уравнений (22) при начальных условиях 
q(tO) = qO, q'(tO) = о (см. § 83). 

Уравнения (22) обладают таним решением тогда и только тог
да, когда все n скалярных сумм (232) обращаются в нуль, так ЧТО, 
поскольку det gik ==1= О, точни равновесия qO характеризуются об
ращением в нуль градиента Uq(qO). Из (231)-(232) также видно, 
что если интегральная нривая q = q(t) достигает при t = tO точ
II:И q (to) позиционного пространства, в которой вектор скорости 
q' (t) обращается в нуль, ТО возможны два случая: 

а) градиент Uq(q(tO» равен нулю, q'(t) = о и тОчКа q(tO) ЯВ
i.шется точной равновесия: 

б) градиент Uq(q(tO» отличен от нуля и тогда q'(t) ==1= О при 
любом t, отличном от to, ХОТЯ и сколь угодно близком к tO. Точка 
q ио) не является тогда точкой равновесия. 

§ 166. В силу изложенного в § 83 интегральная кривая в прост
ранстве (q', q) имеет в любой точке определенную касательную 
(Т. е. не имеет точек возврата), если только эта интегральная 
кривая не вырождается в единственную точку пространства 

(q', q), т. е. не представляет собой равновесного решения. Однако 
переход от 2n-мерного пространства к n-мерному пространству q 
связан с проектированием интегральной кривой, и поэтому нельзя 
быть уверенным n существовании непрерывной касательной в по
зиционном пространстве. В § 170 будет показано, что решение 
q = q (t), не вырождающееся в единственную точну ПО3IЩИОННО-
1'0 пространства, имеет при заданном t = f!J непрерывную I\HC::l

тельную, если вентор скорости q'(t) не обращается при t = tO в 
нуль, и точку возврата, если q' (tO) = О. 

10· 
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ИЗОЭНЕРГЕТИЧЕСКАЯ РЕДУКЦИЯ 

§ 167. Пуетъ задана произвольная функция Лагранжа вида (1) 
§ 155. Обозначим через Ph, Nh, Zh множества тех точек n-мерного 
позиционного пространетва, в которых сумма силовой функции 
U (q) и произвольного фикеированного числа h положительна, отри
цательна или равна нулю соответственно. Разумеется, одно или 
два из этих трех множеств (но не все три) могут оказаться при 
ааданном h пустыми. Из (3) § 155, видно, что 

(i) если q (t) - НeIшторая интегральная кривая с энергией h, 
то при любом t точка q = q (t) принадлежит множеству Ph + Zh. 

Действительно, из (2\) § 155 следует, что ни при каком t точ
ка q = q (t) не может принадлежать множеству N h• Из (3) § 153 
также видно, что 

(ii) если q = q(t) - некоторая интегральная кривая с энер
гией h, то вектор СКОрОСТИ q' (t) обращается при заданном tO в 
нуль тогда и только тогда, н:огда точка q(tO) принадлежит мно
жеству Zh. 

Поэтому множество Zh называется множеством нулевой скоро
сти, соответствующим уровню энергии h. Если h\ =1= h2, то Zh, И 
Zh, не имеют обrцих точек, поскольку 

(Ш) каждая данная точка q = q* позиционного пространства 
может принадлежать одному и только одному множеству Zh, 
а именно тому, для'которого h = U(q*). в силу изложенного в. 
§ 165 отеюда вытекает, что 

ии) точка qO представляет собой равновесное решение с энер
гией h тогда и только тогда, когда Uq(qO) = о и U(q.O) = -h; 
поэтому 

(и) если q = q (t) - интегральная кривая с энергией }~ и если 
существует t = tO такое, что точка q (tO) принадлежит множеству 
Zh, а Uq(q(tO» = О, то q(t) есть равновесное решение q(t) = 
=== q (tO). Из (iv) далее следует, что 

(vi) если интегральная кривая q = q(t) с энергией h соответ
ствует равновесному решению, то или точка q(t) не принадле
жит Zh НИ при каком t, или эта кривая достигает множества Zh 
при некотором t = tO, при котором. U q (q (tO» =1= О. 

Разумеется, значение tO предполагается при этом конечным. 
В § 186 будет показано, что точна q (t) решения q = q (t), являю
щегося равновесным и соответствующим энергии h, может неогра
ниченно приближаться к Zh при t-+ 00. Из последнего замеча
ния в § 165 следует тогда лишь то, что 

(vii) если для интегральной кривой q = q(t) с энергией h точ
ки q иn), соответствующие бесчис.тrенному множеству различных 
значений t\ < t2 < tз < ... ИЛИ t\ > t2> tз > ... , принадлежат 
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Zh И если I tn I не стремится к 00 при n -+ 00, то q (t) представля
ет собой равновесное решение. 

§ 168. Пусть q" - некоторая точка n-мерной области изменения q, 
а 1': - достаточно малое положительное число. Обозначим тогда 
через Ze (q") множество тех точек q, для которых 

Iq- q"1 < е, - U(q) = h, (1) 

Это множество представляет собой часть (лежащую в е-окрест
ности q8) того множества Zh, которому принадлежит точка q8 
(см. (iii) § 167). Следует различать при этом два случая, когда 
градиент силовой фуннции или обращается в нуль в заданной 
точке позиционного пространства (случай 1) или не обращается 
(случай П). 

1. Предположим сначала, что q8 - точка равновесия. Тогда 
Uq (q8) =0 (см. § 165) и формула Тейлора для разности 
U(q) - U(q*) не содержит линейных членов. Из определения 
множества ze(q*) видно, что его структура (размерность 
и т. д.) зависит от членов высшего порядка. Обычный случай тот, 
когда ze(q*) состоит из конечного числа (n - 1)-мерных обла
стей, пересекающихся друг с другом вдоль (n - 2)-мерных под
областей «гиперповерхностю> ze(q*). Из (1) также видно, что 
Z8(q*) СОСТОИт или не состоит из одной точки q* в заВИСИМОСТII от 
ТОГО', является или не является эта точка изолированным экстре

мумом силовой функции U ( q) . 
П. Если q* не есть точка равновесия, то структура ze(q8) опре

деляется единственным образом. Действительно, в этом С-lIучае 
U q (q*) =1= О (см. § 165). Следовательно, к (1) применима локаль
ная теорема существования неявной функции. Эта теорема ПОIШ
зывает, что ze(q*) состоит из (n - 1)-мерной поверхности, содер
жащей q*, не имеющей линий самопересечения и обладающей в 
каждой точке конечной И непрерывной нормалью. ИЗ (I) также 
видно, что поскольку градиент U q ( q) ОТЛИ'lен от нуля ПрИ q = q" 
(следовательно, и при I q - q*1 < е), то гиперповерхпость 
U(q) = -h, проходящая через q* (т. е. множество Zh), разделя
ет 8-0КРестность точки q" на две n-мерные области q, в одной ИЗ 
которых U(q) + h> о, а в другой U(q) + h < О. 

§ 169. Сопоставляя последнее замечание в § 168 с (i), (vi), (vii) 
§ 167 и полагая q8 = q (to), придем к выводу, что вСДИ для 
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.интегральной кривой q = q (t) с энергией h вектор скорости q' об
ращается при t = tO в нуль, то возможны два случал: 

(1) интегральная кривая вырождается в единственную точку 
q (t) = q (tO); этот случай харантеризуется обращением в нуль 
Uq(q) втачке q = q(tO) множестваZh; 

(11) решение не является равновесным, т. е. Uq(q(tO» =1= О; 
точки интегральной кривой q = q (t) и при t> tO и при t < tO (ВО 
всяком случае, при достаточно малых I t - tO 1) лежат по одну и 
ту же сторону от гиперповерхности Z". 

В СОО'1"Ветствии со сказанным интегральная К.ривая с энерги
ей h никогда не может пер е с е ч ь ги:перповерхность Zh, так как 
эта кривая или вырождается в единственную ТОЧI\У, принадлежа

щую Zh, или !{а!{ бы «отражается» от ;этой гиперповерхности 
(если вообще ее достигает) . 

§ 170. В упомянутом только что случае интегральная кривая 
<<отражаетсю) от гиперповерхноети Z" (а также (<падает» на нее) 
в направлении трансверсаЛII К Z", определяемой римановой мет
рикой (g;1I.) позиционного пространства (см. § 164). Это означает, 
другими словами, следующее. Пусть для интегральной КрИВОЙ 
q = q(t} с энергией h существует такое t = tO, что точка q(tO) = 
= qO принадлежит Zh, но U q (qO) =1= О, т. е. что q' (t0) = О, но 
q' (t) =1= О при малых t - to ~ о. Тогда q' (t) -+ О как при 
t -+ .to + О, так и при t -+ tO - О, причем тангенциальный вектор 
q' (t) / I q' (t) I вдоль кривой в позиционном пространстве направлен 
в точке qO вдоль риманового перпендикуляра к Zh. 

Поскольку вектор нормали к гиперповерхности Zh: -U(q) = h 
в точке qO = q (tO) опр{щеляется формулой 

Uq(qO) 

± :1 Uq(qO) 1 ' 

для доказательства ~ъrсказанного выше утверждения достаточно 

проверить,ЧТО 

I.~ q~ (t)Uq;(qO) I {~~,g;1I.(qO)q~ (t)q~(t) г·/· Х 
Х {~~ gik(qO)Uq;(qO) Uqk (qO) }_./. -+ 1, 

t-+tО± о. 

Это соотношение вытекает из (231) - (232), поскольку (gik) = 
= (g;k)-1. 

Утверждение в § 166 о необходимости появления точек воз
врата в случае q' (tO) = О Ф. q' (t) представляет собой естествен
ное следствие доказанного. Противorщложное утвержденuе также 
является очевидным. 
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§ 171. Пусть задано фиксированное значение h. Определим ФУНК
цИЮ Лагранжа М, полагая 

M(q', q, h) = 2т",(и + h)'/' + ~fiq: ~ 

= ( ~~. gik (q) q/~q: )"'(2U(Q) + 2h) ". + ~ (; (q) q/, (2) 

где функции {fih, fi, U переменной q = (qi) нвляютея, нан JI в 
§ 155, коэффициентами данной лагранженой фуннцпи L: 

L(q, q') = т + ~fi(q)q~ + U(q), 

где 

если q' =1= О. Система [[,] q = о обладает интегралом энергии 
т - U = h и, следовательно, 

Т',, = (и + h) ". > О, (4) 

если q' =1= О, т. е. еслн Т = U + h =1= О. Смысл (4) заключается, 
конечно, в том, что разность Т - U равна вдоль любой интеграль
ной нривой q = q (t) системы [L]q = О соответствующей постоян
ной h (см. § 82). 

Рассмотрим теперь не тольно иитегральиые нривые с постоян
ной энергии h, но и любую такую кривую q = q(t), что n-вектор
функция q (t) принадлежит n рассматриваемом интервале классу 
С(2), обладает не обращающейся в нуль производной q' (t) И обра
щает соотношение (4) в тождество по t при некотором значении h. 
Другими словами, допустим, что функция q = q (t) удовлетворя
ет лишь интегралу энергии Т - U = lL системы [L]q = О при не
нотором фИRсировапном h = const, но не обязательно удовлетво
ряет самой системе [L]q = О. ПОRажем, что вдоль любой тarюй 
кривой q = q (t) в позиционном пространстве равенство 

(q' :;6: О) (5) 

удовлетворяется тождественно по t в силу (~). 
Поскольку члены ~ fiq/являются общими для обеих функ

ций Лагранжа (31) и (2), то равенство (5) эквивалентно следую
щему: 

т + U = 2т'/,(и + h) '1'. 
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Следопательно, учитывая определение лагранжевой производной 
(см. (1) § 9), получим, что (5) имеет место, если в Соилу (4) 

T~,= {(2T)'/'(2U+2h)'/.}~" 

Tq+Uq= {(2T)'/'(2U+2h)'/2}q 
) (6) 

(где ич , = О, ПОСКОJIЬКУ U - функция одного лишь q = (Qi», 
Форму.тrа (32) показывает далее, что для функции 

{} = {(2T)'/2(2U+2h)'/.} 

переменных q, q' снраведливы соотношения 

{ } ч' = (2Т) -'/, (2и + 2h) '/. Т ч', 

{}ч = (2Т)-.'f'(2и + 2h) '/.(Tq + ич )· 

Однако эти соотношения совпадают Б силу (4) с (6), посколы<у 

(2Т)-'fo(2и + 2h)'/'= 1, l' = о. 

Этим самым (5) доказано. 

§ 172. Пусть q = q(t) - некоторая (не обязательно интеграль
ная) кривая класса С(2), вдоль КОТОрОЙ Q' (t) =1= О, и равенство 
т - U = h удовлетворяется при векотором h = const тождест
венно по t. Тогда, интегрируя функции Лагравжа (3) и (2) вдоль _ 
ЭТОЙ КрИВОЙ,. получим 

s= -ht+ '[.V, (71) 
l'Ae 

I 

S = ~ L(q', Q)df, (72) 
о , 

W = ~ M(q', q, h)df. (7з ) 
о 

Действительно, сравнивая (72), (7з) С (32), (2), приходи м к вы
воду, что (71) эквивалентно следующему соотношению: 

, r 

~ (Т + U)df = -ht+ 2 ~ T'/·(U + h)'/'df, 
о о 

которое удовлетворяется, очевидно, тождественно, если имеет ме

СТО (4). Отсюда вытекает справедливость не только (71), IЮ Н 
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следующих формул: 
, t 

W = 2 ~ Т dt + ~ ~ !iqi dt, 
О о 

, 
W= ~ ~Piq~dt (Pi = Lq ,.) , • 

(8з) 
о 

причем (82) есть следствие (81) (ср. (32) § 171 и (4) § 157). Рас
сматривая условие (7) § 95 ДЛЯ обеих функций (72) И (7з) и учи
тывая (71), получим, что поскольку разность Т - И равна, по 

предположению, фиксированной постоянной, то бh = О и, следо-
1Jaтельно, БS = бw. Из (72), (7з) ВИЩlIо, что последнее тождество 
эквивалентно (5), откуда вытекает новое доказательсТ1JО (5). 

Интеграл (72) называется дейетвием (по Гамильтону), а ИН
'l'еграл (7з) - изоэнергетическим действием, соответствующим 
данной кривой q = q (t). Разумеется, интеграл (72) (но не (7з)) 
можно рассматривать и тогда, когда кривая q = q (t) не удовлет
воряет соотношению Т -- И = h. 

§ 173. Из тождества 6S = 6W,' т. е. ИЗ соотношения (5) следует 
вывод, который часто называют принципои Мопертюи *). Подра
зумевается ПрИ этом тот фю\т (с очевидноетью вытекающий ИЗ 
§ 171), что решения q = q(t) лагранжевых уравнений [L]qi = О, 
соответствующие постоянной энергии h, совпадают с решениями 
q = q (t) лагранжевых уравнений [M]qi = О, удовлетворяющими 
соотношению Т - [J = h. (В § 176 мы увидим, что это соотноше
ние является инвариантным соотношением для системы [M]q = 
= О; см. § 80.) 

Заметим, что сказанное выше справедливо лишь тогда, когда 
q'(t) -=1=0 (см. § 171). Действительно, если q'(t) =0, то веЛИЧII
на T- 1

/., используемая в конце § 171, теряет свой смысл 
(см. (32)). В соответствии с изложенным в § 169 условие q' (t) -=1= 
=F О в принципе Мопертюи исключает, с одной стороны, точки 
равновесия, а с другой стороны, t-интервалы (если они имеются), 
содержащие значения t = tO, при которых интегральная кривая 
в позиционном пространстве имеет точку возврата. Другими сло
вами, надо предположить (см. § 168), что ни при каких t в рас
сматриваемом t-интервале точка q(t) интегральной кривой с по
стоянНОй энергии h не принадлежит множеству Zh. 

*) Фактическое содержание этого «принципа» не было совсем ясным Мо
пертюи. Точная формулировка, приведенная в тексте, принадлежит ЯJ{оби 
и его предшес'!.'веНН!'Iкам Эйлеру и Лагранжу. 
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§ 174. Лагранжевы уравнения [L]qi = О можно разрешить отно
сительно q/' (см. (22) § 163), однако этого нельзя сделать в слу
чае лагранжевых уравнений [М]qi = о. Кроме того, если лагран-

жева функция L связана с функцией Гамильтона (7) § 1.;:)7 в 
смысле определения в § 15, то это не имеет места в с.ТJ:учае ла
гранжевой функции М. Эти утверждения вытекают из того факта, 
что гессиан det(Mq';qi.);;C: О. Справедливость же последнего тож-

дества очевидна, поскольку М = M(q', q, h) - однородная функ
ция первой степени относительно n компонент скороети ql', ... 
. . . , qn' или, точнее говоря, 

лМ(q', q,h)= М(лq',q,h) (9) 

при любом л > О *) . 

§ 175. Из однородности, выражаемой соотношением (9), вытека
ет, что в то время как уравнения Лагранжа [L]Q( = О инвариант-
ны (см. § 95) по отношению к преобразованиям координат, 
лагранжевы уравнения [M]qi = О инвариантны не только по 
отношению к преобразованиям координат, но и по отношению к 
преобразованиям времени. Действительно, если 1: = t(t) = неl\О
торая функция, обладающая в рассматриваемом t-интервале поло
жительной непрерывной ПРОIIЗВОДНОЙ 1:' (t), и если обозначить 
точкой дифференцирование по новой переменной 1: (так что 
q' = I:'ч), то, полагая М = М(ч, q, h), легко получим с уче
том (9), что 

§, 176. Последнее замечание в § 175 СОГЛАсуется с первым заме
чанием в § 174 и показывает, что есюr применить результат, из
ложенный в § 173, то надо поступать следующим образом. 

Если q = q (l) - решение системы [М] q = о, где М = 
_. dq = М (ч, q, h) и q = ----=-, выраженное е помощью некоторой не

dt 

зависимой переменной 1:, играющей роль времени, то 1: нельзя от
личить от t. Действительно, соответствующее решение q = q (t) 

[ ( 
, , dq 

системы М] = о, где М = М q, q, h) и q = -ai может быть всег-

да получено с помощью формулы t = t (t), связывающей 1: и t. 

*) Если л. < О, то в левой части (9) следует заменить л на -л, посколь
ку квадратные корли в (2), (4) положительны (их монто выбрать 11 отри
цате.1J:ЬПЫМИ, однако они не мотут быть то положительными, то отрицатель
ными, тан как фуннции T'/" М ие будут прииадлежать нлассу С(2), если 
r = О, т. с. если q' = О). 
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Эта связь может быть всегда установлена на основании уСЛОВИЯ, 
уиазанного в § 173, согласно иоторому соотношение Т - и = h 
должно быть удовлетворено, если независимой переменной яв
ляется t. Действительно, исходя из (32) И (4), мы можем написать 
формулу 

(q = q'l, q'*O). (10) 

Если решение q = q(l) системы [M]q = О известно, то формула 
f = l (t), связывающая t и [, может быть получена из (10) обра
щениюlМ интеграла. В ча'стности, фуниция t (l) определяется с точ
ностью до аддитивной постоянной. 

§ 177. С'.ледует обратить внимание на тот используемый в даль
нейшем факт, что расположени.е одних .'Iишь сопряженных точеR 
уже дает ответ на вопрос, достигает или не достигает фующия 
(7з) абсол~тного минимума на глаДRОЙ экстремали вариационной 

проблемы б W = о. То же самое справедливо и в отношении 
проблемы БS = о. Действительно, обе Эти проблемы удовлетворя
ют ~-условиям в их наиболее етрогой форме. Прежде всего, если 

Q(T, s) =,~, ~ gik Ti Sk 

и если n-мерные веиторы (Ti),· (Si) не таковы, что J!Ti = VSi для 
соответствующей пары скаляров J!, V, не зависящих от i, то 

Q2(T, S) < Q(oT, Т) ·Q(s, s). 

Поэтому, рассматривая функцию (2), ПОЛУЧIIМ, что 

если тольио векторы Т, S не пропорциональны друг другу. Тю,им 
образом, функция Лагранжа М, однородная по q' (см. (9», удов
летворяет ~ -условиям в их наиболее строгой форме. 

Соответствующее условие для неоднородной фуниции Лагран
жа (31) записьmается в виде 

L(r, q) - L(s, q) -~; (Ti - si)Lsi (s, q) > о, 

если только Ti =F Si при каком-либо i. В соответствии с (31) И (32) 
это условие удовлетворяется, если ;т.лл 
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имеет место при r =1= s неравенство 

1 1 
Q(r, s) <'2 Q(r, ') + 2Q(s~s), 

т. В. если Q(r - s, r - s) > О при r =1= s. Однако с.orласно предпо
ложению (32) Q(u, и) > О при и #= О, откуда и следует доказа
тельство. 

§ 178. Предположим, что L = Т, т. е. что фУНКЦИЯ (31) обрати
мого типа «(fi) = (О», а силовая функция U == о. Тогда L = Н в 
силу (111) - (11з ) § 158 и интеграл энергии записывается в виде 
т = h. Уравнения Лагранжа (22) § 163 сводятся к Cw1:едующим: 

" ""'"'" i I I qi = - LJL.J fj/l. qj qk~ 

т. е. к уравнениям геодезических линий риманова многообразия, 
определяемого метрикой 

ds2 = ~ .~gi/t dqi dq/t. 

Таким образом, Т = 1/2S'2 В силу (32), так что 1/2S'2 = h. Други
ми словами, если дуга геодезической линии измеряется от t = О 
в направлении возрастания t, то s = (2h) '/·t. В соответствии с 
этим функция Лагранжа (2) запишется в виде М = (2h) '/os'. 
Очевидно, что новая независимая переменная l § 175 совпадает с 
длиной дуги тогда и только тогда, когда М = s. Время t пред
ставит длину дуги s, если s' = 1, т. е. если 2h = 1 и М = s' = 
= (2Т)'/'. 

§ 179. С целью обобщить предположения, сделаНЕые в § 178, до
пустим только, что функция L обратимого типа, т. е. что (fi) = = (О). Тогда (2) приводится R 

М = (2U(q) + 2h) '/'(2Т) '/', (11) 
где 

1 ~ ~ , , 
i""=2L.J~ gik(q)qiq/t. 

Можно также переписать М в виде 

М= (21)'/', 
где 

(12) 

Однано фУНI\ЦИЯ (12) соответствует лагранжевой функции ге оде
зичеСf\ОГО типа (см. § 178) r; = r - и =ж т, а функция (11) со-· 
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ответствует произвольной лагранжевой функции L = Т - U об
ратимого типа. Вместе с тем (11) и (12) определяют одну и ту 
же функцию М. Поэтому приходим :к выводу, что если исключить 
интегральные кривые с точками возврата и решения, вырожда

ющиеся в точку равновес.ия, то остальные решения обратимой 
динамической системы, соответствующие фиксированной постоян
ной энергии h, эквивалентны геодезическим линиям в римановом 
пространстве с метрикой 

dS2= ~ ~likdqidqk=2(U+h)ds2, (13) 

где 

ds2 = ~ ~ gik dqi dqk. 

§ 180. Если рас.сматривать только решения, соответствующие 
фиксированному значению энергии h, то результат, изложенный 
в § 176, можно интерпретировать как правило ввода в динамиче
скую систему новой независимой переменной. Такое правило 
можно получить также и более непосредственно, если использо
вать уравнения в гамильтоновой форме. 

Действительно, пусть С(х) - некоторая непрерывная, не об
ращающаяся в нуль скалярная функция в 2n-мерной области х, в 
которой рассматривается консервативная гамильтонова система 

Ix' = Нх(х). (140) 

Вдоль данного решения х = х (t) этой системы определим новую 
независимую переменную l формулой 

t dt-
l = l(t)= ~ G(x(t*» (С =1= О). (1.4) 

Если обозначить дифференцирование по l точкой, то l = lП' = 
= G и х = х'С. Рассмотрим теперь только те реш~ния х = x(t) 
системы (140), которые соответствуют фиксированной постоян
ной энергии h, и определим гамильтонову функцию II по формуле 

Н(х, h) = II = (-h + Н)С, (15) 

где Н = Н(х), G = С(х) =1= О. Так как вдоль рассматриваемых 
интегральных кривых х = x(t) имеем - h + Н = О, h = const, то 

НХ = (-hx + Нх)С + О = НхС. 
Из соотношений 

х= х'С, Нх=НхС, 

где G =1= О, видно, что решения х = x(t) системы (140), соответ
ствующие постоянной энергии h, эквивалентны решениям х = х (t) 
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системы 

I.i:' = Их, 
ДЛЯ которых постоянная энергии равна n = О, если только учесть 
преобразование времени (14) или его обращение , 

t == t(f)= ~ G(xU*»df*. (16) 

Эти решения системы (151) удовлетворяют инвариантному для 
этой системы соотношению И = О, поскольку и равенства Н = h 
и И = О эквивалентны друг другу в силу (15), где G = О. 

§ 181. Практическая ценность результатов, изложенных в пре
дыдущем параграфе, заключается в том, что переход от Н (х) 
к И (х, h) может быть выполнен без сложных вычислений неза
висимо от выбора G (х). 

Предположим, например, что система (140) ааписана в скаляр
ной форме 

(17) 

(i = 1, ... , n) 

и что в рассматриваемой 2n-мерной области (р, q) имеем 
НРn (р, q) =1= О. Тогда можно положить 

1 
G(x)= G(p,q)== , 

НРn (р, q) 

и поскольку Н р n = q п' в силу (17), то независимая переменная 
I, определяемая (14), оказывается равной t = qn + cODst. Кроме 
того, в предположении, что НРn (р, q) =1= О, можно разрешить 

уравнение 

-h + H(Pt, ... ,Рn, qt, ... , qn) = о 
относительно Рn В окрестности каждой точки (pi, qi) == 
= (Р; (tO), qi (to)) данной фазовой траектории р; = р; (t), qi = qi (t) 
с постоянной энергии h. Мы получим 

Рn = -К (Pf, ... ,pn-t, qt, ... , qn-1, qn, h), 

I'де К является при фиксированном h функцией 2n - 1 перемен
ных, локально однозначной и удовлетворяющей тем же самым 
условиям дифференцируемости:, что и Н(р, q). 
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Так как ЧN = t с точностью до адди'гивной произвольной по
стоянной (которую положим равной нулю), то, учитывая форму
JIbl предыдущего параграфа и правило определения функции К, 
придем к следующему выводу: те решения консервативной си-
стемы 

с n степенями свободы, иоторые удовлетворяют инвариантному 
соотношению Н(р, q, h) = О (см. § 180), будут тождественны та
ким решениям неионсервативной системы с n -1 степенями 
свободы 

~~ _ - K qj (Р1, ... , pn-fJ. qi •... , qn~i' [, h), j (1.8) 

q] - Кр; (Р1,., ., pn-i, qi, .... , qn-1, t, h) 

и=1, ... ,n), 

Iюторые являются неограниченно продолжаемыми. Позтому на 
основании изложенного в § 180 следует, что решения Pi = Pi (t), 
qi = Ч; (t) уравнений (17), соответствующие постоянной энергии h, 
совпадают, если положить t = Чn, С решениями Pi = р; (f) , 
qj = qi(t) , j = 1, ... , n - 1, уравнений (18). 

Разумеется, переход от (17) к (18) носит локальный харак
'rep, так как при построении функции J( используется локальная 
теорема существования неявных функций. Добавим тю,же, что 
можно было бы ввести переменную t = чn И С помощью правила, 
и.3ложенного в § 175. 

Очевидно, что условие нрn (Р, ч) =F о можно заменить любым 
из 2n усло'Вий Hpi(p, q) =i= о, Hqi(p, ч) =1= о, i = 1, ... , n, и тогда 
t окажется равным qi или р; соответственно. 

Заметим, что по крайней мере одно из этих 2n условий удов
летворяется в Ol,рестности любого решения х = x(t) системы 
(140), отличного от равновесного решения х (t) = const. 

§ 182. Описанный выше переход от системы с n степенями свобо
ды к системе с n - 1 степеннми свободы в случае Фиксированно-
1'0 значения постоянной энергип h можно рассматривать в силу 
l~зложенного в § 93 ИЛИ § 9а как операцию исключения коорди
цаты, которая не входит нвно в гамильтонову функцию. Следова
,'елъно, можно ожид.аТL, что если, например, функция (31) зави
сит лишь ОТ производной qn' переменной Чn, но не от самой пе
ременной qn, то консервативную динамическую систему [LJq = 
= о с n степенями свободы можно заменить консервативной ди
нам~еской системой (LO]q' = О с n -1 степенями С'80боды, при
чем Q=(Qi), i=l, ... ,n, и q"=(qj), j=1, ... ,n-1. 
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Конечно, функция L' должна содержать одну постоянную ин
тегрирования (соответствующую фиксированному значению h), 
и если решение q" = q' (t) системы {L"]q' = О известно, то опре
деление исключенной координаты qn = qn(t) требует, как можно 
uжидать, одной квадратуры (соответствующей (14) и вырожда
ющейся в случае предыдущего параграфа в равенство t = qn + 
+ const). 

Все это можно легко осуществить следующим образом. Назо
вем координату «ЦИlшиче(жой», если в L входит лишь производ
ная этой координаты по времени. Из изложенного в § 15 видно, 
что координата является циклической тогда и толыю тогда, когда 
в Н входит ее канонически сопряженный импульс, но не сама ко
ордината. Если записать теперь Н (р, q, t) в виде Н (Рn, р", q", t), 
где р', q' суть (n-1)-векторы P·(Pl, ... ,Pn-l), q·(ql, ... ,q1l-1), 
то из уравнений 

р'= -НЧ q' = Нр 
видно, что Рn = С = const . .координату же qn = qn (t) получим 
из уравнения 

q~=Hp (c,p'(t),q*(t» n 
е помощью одной квадратуры, если известно решение р' = р. (t), 
q* = q" (t) системы 

где 

., Н· 
Р = - ч'~ 

., Н· q = р', 

Н' =Н· (c,p·,q"t) = {H(pn,p",q',t)]pn=c 

- гамильтонова функция с n - 1 степенями свободы. Нанонец, 
функцию Лагранжа L', ассоциированную с Н", получим по фор
мулам § 15, если известно, что соответствующий гессиан не обра
щается в нуль. 

§ 183. В случае динамической системы того типа, который рас
с.матривался в § 155, указанные только что операции могут быть 
выполнены непосредственно следующим образом. 

С целью упростить формулы предположим, что динамичеСI{ая 
система обратима, т. е. что (ji) = (О). Поскольку координата q7l, 
по предположению, циклическая, то функция Лагранжа ( 1 ) 
§ 155 запишется в виде 

L(q~, q8< q') = ~ ~ ~gik(q')qi q{ + U(q'), (19) 
i=1A=1 

где q* = (qj), j = 1, ... , n - 1. Поэтому из (4) - (7) § 157 сле
дует, что гамильтонова функция с n -1 степенями свободы, обо-
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:ша чавшаяся нами в § 182 при фиксированном с ( = рn == Lq,n) че

ре:! Н', может быть записана в. следующем явном виде: 

Н' (1:, р*, q*) = 

n-1 n-1 n-! 1 
= ~ ~ ~ gjl(q*)PjPl + С ~ gjn (q*)Pj -{ и (q*) - "2c2gnn (q*) }. 

2 j=1/=1 ;=1 

(20) 

Эта функция совпадает с функцией (7) § 157, если положить в 
последней 

1 v= U-_c2gnn 
2 

JI заменить n на n - 1. Формулы (4) - (6) § 157, определяющие 
переход ОТ (7) § 157 к (1) § 155, показывают, что функции Га
мильтона (20) соответствует функция Лагранжа (с n - 1 степе
нями свободы) 

L· (с, q"', q*) 

где 

n-1 n-l n-I 

=~~ ~g;/(q*)qiq~ +~f; (c,q")q~+U'(c,q"), 
j=ll=l j-1 

n-l 

fj" = -с ~ g!ng;z,. 

l= 1 

(21) 

Последнее условие определяет положительно определенную 
(n -1)-матричную функцию (g,il*), поскольку n-матрица (gil<) = 
= (gih)-l, а следовательно, и (n -1)-матрица (gi!) положительно 
определены в силу (21) § 155. 

Заметим, что l\онсервативная функция Лагранжа (21) с n - 1 
степенями свободы вообще необратимого типа (и/) =1= О), хотя 
исходная функция Лагранжа (19) обратимого типа «(ji) = (О». 

§ 184. Пусть n = 2 и положим для простоты g12 = о. Тогда функ
ция (20) запишется в виде 

2 
1 "" ,2 L=2"L.JgH(Q1)qi +U(q1) 

i=1 

t 1 А. Уивтие" 
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If согласно (21) 
iz 

L. = ~ qt +{U(qt) _!. с
2 

.}. 

2 gtt(qt) 2 g22(qt) 
(22) 

Таким образом фУНКЦИЯ L" обратимого типа. Это не случайность. 
Действительно, любая динамическая (консервативная) система 
с одной степенью свободы обратима. В самом деле, если q = ql, ТО 
фУНКЦИЯ (1) примет вид 

1 
L = 2"g(q)q'2 + f(q)q' + U(q), (23) 

где осе величины - скаляры. Поскольку 

f(q) =:q ~ f(q) dq, 

то результаты, изложенные в § 1,56, показывают, что вместо (23) 
можно рассматривать ФУНКЦИЮ 

1 
L="2 g(q)q'2+ U(q). 

СИСТЕМЫ С ОДНОй СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 

§ 185. Пусть n = 1, так что q = ql - скаляр, и преДПОЛОЖIlМ для 
простоты, что область изменения q есть вся ось q. Поскольку си
стема обратима (см. § 184), то 

1 
L =2gq'2 + и, 

I'Дe g =, g (q) > о в силу (21) § 155. Интеграл энергии (3) § 155 
имеет вид 

так что 

1 
2"g(q)q'2 - U(q) = h, 

q'2 = F(q, h), 

F = 2(U(q) + h) 
g(q) 

l'де g(q) > о. Поэтому из ,§§ 167-170 ВИДНО, что ТОЧКИ q = q(h) 
множества Zh на оси q представляют собой корни (если они 00-
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обще имеются) уравнения F(q, h) = О. Кроме того, если решение 
q = q(t) с энергией h таково, что при некотор<>м t = f величина 
ij = q (Е) оказывается корнем q == q (h) уравнения F (q, h) = О, 
ТО это решение 

или представляет собой равновесное решение q (t) = q, если 
частная производная рч(ч, h) обращается при q = q в нуль (КО
репъ q кратный) ; 

или имеет при q = q точку возврата, если Fq(q, h) 0:1= О (ко
рень q пр<>стой) . 

в первом случае мы имеем также U q (q) = о в силу (12). о по
явлении точки возврата во втором случае заключаРм на основании 

изложенного в § 169. Поэтому в промежутках, не содержащих то
чек возврата, имеем q' (t) 0:1= О и в силу непрерывности q' (t) > о 
или q' (t) < О, так что функция q (t) монотонно убывает или моно
тонно возрастает. 

§ 186. Пусть q = qr(t) и q = qп(t) - два решения с одной и той 
же энергией h, и пусть существуют два значения t = tr, t = tп и 
тuчка q* такие, что qr(tr) = qп(tп) =.q*, причем U(q*) =1= О. За
метим, что если функция q(t) является решением с энергией h, 
то функция q (t + 8) при любой постоянной 8 также является 
решением с той же энергией; Поэтому, учитывая последнее заме
чание в § 185 и исходя из единственности решения обыкно
венных дифференциальных уравнений, придем к выводу, что ре
шения q = qr(t) и q = qп(t) эквивалентны друг другу. Другими 
словами, qr(t) = qп(t + 8) при выбранной соответствующим об
разом ПОСТОЯННОй 8. (Это свойство является характерным для 
случая позиционного пространства с числом измерений n = 1.) 

В соответствии со сказанным уравнение [L]q = О может быть 
решено при заданном значении h с.lIедующим образом. Исклю
чим, фиксируя lt, те точки оси q, в которых функция (12) отри
цательна (см. (11», и, оставляя в стороне тривиальный случай 
F(qo, h) = О, Fq(qo, h) = О равновесного решения q(t) = qo, вы
делим на оси q интервалы (обязательно открштые, если они во
обще имеются), где функция F(q, h) положительна. Тогда, если 
1 = I(h) - один из таких интервалов, а q* - произвольная его 
точка, то локальное обращение интеграла 

t - t* = ~ ± IF(q, h) 1-1'. dq, (2) 
q* 

где t* - произвольная постоянная, дает все решения q = q (t) 
уравнения [L]q = О, принаДлежащие при каком-либо t интервалу 
1. Это видно из (11). в то же время на § 185 следует, что н при 
всех t значения q (t) принадлежат интервалу 1. 

11· 
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Разумеется, один ИЛИ оба конца интервала 1 = I(h) могут 
лежать в бесконечности И фующия F(q, h) должна обращаться в 
нуль на конечных концах интервала 1 (если они имеются). 

Если q - какой-либо из двух концов 1 (h), то возможны два 
еJIучая: а) F(q, h) = О, Fq(q, h) =1= О и б) F(q, h) = о, Fq(q, h) =0 
(q =1= ±оо). В первом случае (но не во втором) интегральная кри
вая q = q (t), совпадающая в интервале 1 с осью q, достигает кон
ца q этого интервала при конечном t = '[. R такому выводу легко 
прийти, если устремить верхний предел q интеграла (2) к q и 
учесть, что хотя подынтегральная функция обращается при q = q 
в бесконечность, но этот интеграл сходится в первом и расходится 
во втором случае. Во втором случае (но не в первом) корень q = ij 
уравнения F(q, h) = О соответствует согласно изложенному 13 

§ 169 точке равновесия. Наконец, из (2) видно *), что во втором 
случае q (t) -+ q при t -+ + 00 или при t -+ - 00, причем q' и) не 
обращается в нуль. при достаточно больших t > О или t < О. Тог
да решение q = q (t) асимптотически приближается при t -+ + 00 

ИЛИ при t -+ - 00 к равновесному решению, представляемому 
точкой q. 

§ 187. Из сказанного выше следует, что для решения q = q(t), 
отличного от равновесного и не приближающегося к нему асимп
тотически, интервал I(qI(h) < q < qп(h» конечен, причем кон
цы этого интервала - простые корни уравнения F(q, h) = О, а 
функция F положительна внутри 1. 

Рассматривая такие решения, положим а. = а. (h) = qI (h) , 
~ = ~(h) = qп(h). Тогда из изложенного в § 185 следует, что 
а. - минимум и ~ - максимум функции q(t) при - 00 < t < +00 

и что q (t) = О только для таких t, при которых q (t) = а. 
или q (t) = ~. Не теряя общности, выберем начало отсчета на оси 
q так, что q(O) = а.. Тогда в силу обратимости системы (см. § 184) 
функция q (- t) также является решением и, следовательно, 

*) Заметим, однако, что етот результат нв имеет места, если ij = +00 
или ij = -00. Если, например, L(q'. q) = 1/2(q'Z + q~) и h = О, то функция 
(12) запишется в виде F(q, h) = q" так что в интервале I(qr < q < qп) 
имеем qI = О, qп = + 00. 

Вместе с тем уравнение q'Z = q~ имеет решение q(t) = (tD - е)-!, ГД" 
ео - проиавольная постоянная. Следовательно, q(t) -+ qп = +00 при 
t -+ еD - О, а не при t -+ -00, как можно было бы ожидать. 

Для того чтобы исключить такие случаи, следует относительно (2) пред
положить, что при данном h 

±оо 

~ [F(q, h)I-I/'dq=±оо. 

Так это условие выполняется, если при q -+ ±оо имеем О < F (q, h) < а. q2, 
где d - постоянная. 
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q (t) = q (- t). Действительно, решение определяется единствен
ным образом начальными значениями координаты и скорости, а 
эти значения для q (t) и q (- t) одни и те же, поскольку q' (О) = О. 
Кроме того, полагая *) 

р 

'1: == 'I:(h) = 2 ~ [F(q,h)]-'/ldq, (3) 

где а. = а. (h) и ~ = ~ (h). можем на основании (2) заключить, 
что время перехода от значения q = а до значения q = ~ (или от 

1 
q = ~ до q = а.) равно "2 '1:. Так как q = q(t + const) есть та же 

интегральная кривая, что и q = q (t), то опять из единственности 
решения начальной вадачи следует, что не только q(t) = q (- t), 
но и q (t + '1:) =, q (t). 

Таким образом, q (t) есть четная периодическая фУНКЦИII 
с наименьшим периодом, равным (3), а а. и ~ - ее минимум и 
максимум соответственно. 

§ 188. Для значений t, при которых не имеют места равенства 

q(t) = а. или q(t) = ~ (т. е. для значений, отличных от ~ k'l:, 

k = О, ±1, ±2, ... ), выбираем в (2) верхний или нижний знак, 
если q'(t) > О (Т. е. если k-т; < t < (k + {/2)'I:) или если q'{t) '< О 
(т. е. если (k + 1/2) '1: < t < (k + 1)",) соответственно. 

Однако вместо выполнения обращения интеграла (2) обычно 
предпочитают свести эту задачу к тривиальному периодическому 

а2ч 
обращению для уравнения линейного осциллятора ---2 - + q = О, 

dt 
где t - новая переменная, которая выбирается так, чтобы уни
формизировать многозначную связь между временем t и однознач
ной периодической функцией q = q (t). 

С этой целью фиксируем постоянную энергии h и положим 

- [(~-q)(q-a.) J'" 
G(q) - ," F(q.h) , (4) 

где а. < q < ~. Б предположениях, указанных в начале § 187, 
пределы G(a. + О), G(~ - О), обозначаемые через G(a.}, G(~), 
существуют и они таковы, что 

0< const ~ G(q) ~ Const < + 00 (5) 

*} Интеграл (З) имеет конечное положительное значение, так нак ФУНК
цИЯ F(q, h} положительна при а < q < ~ и имеет при q = а и q = ~ кули 
uepBoro порядка. 
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при а ~ q ~ ~. Так как а ~ q(t) ~ ~ при -00 < t < +00, то 
отсюда следует, что можно отождествить фynкцию (4) с ФУНJ(
цией G, использовавшейся в § 180, для введения нового времени 
(е вместо t). Выбирая без потери общности начало отсчета [, так 
что [(О) = О, введем вдоль данного решения q = q (t) перемен
ную t Вместо t согласно (14) и (16) § 180. Мы получим, что в со
ответствии с (16) 

-
f 

t = t (е) = ~ G ( q ( [" ) ) dl· . (6) 
о 

Обозначим, как и выше, производные по t и l штрихом и точкой 
соответственно. Тогда i и [' = [-1 всегда заключены в силу (6) 
и (5) между фиксированными положительными границами, таи 
что t изменяется вместе с t от - 00 до + 00, монотонно возрас
тая. Переменная t является такой, J\оторая позволяет униформи
зировать соотношение (вещественное) (2) между q и t. Уравнение 
для q (t) после введения этой переменной сводится J\ уравнению 
линейного осциллятора. 

Действительно, из (4) и (6) видно, что (11) можно перепи
сать в виде 

(j2=(P-q)(q-а) ( 
. dq ) 
q=d-t . 

Решение этого уравнения при начальном условии q (О) = а 
имеет вид 

1 1 _ 
q ="2 (~+ а) -"2 (~- a)cos t. (7) 

Следовательно, G(q(l» есть четная периодичеСJ\ая функция. 
Разлагая ее в ряд Фурье, имеем 

"" 
G(q(t» = ~ Vn cos nе, 

где 

1 r - -
Vn = - J Gcosnt dt= V-n , 

n о 
(&) 

а подставляя этот ряд в (6), получим, что 

CID 

t = vol +~, A.n sin [, 
n-!' 
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где 

2v l'l "'1'1=-. (~) n 
Так как I изменяется от - 00 до + 00 монотонно, то формулы (7) 
и (91) и осуществляют ункформизацию соотношения (2) между q 
и t, причем t является униформизирующим параме·гром. 

Так как q - четная периодическая функция t с периодом (3), 
то справедливо также следующее разложение Фурье: 

"" 
q = ~I Pl'lcos( ~J, 

n=-ОО 

где 

"r nt 
рn = ,;-1 ~ q cos (- )dt = Р-n, 

О Vo 
(102) 

't = 2nvo, (10з) 

причем (10з) вытекает из (7) и (9). 

§ 189. Предположим, что постоянная энергии h изменяется око
ло фиксированного значения °h, причем при h = °h решения 
аналогичны тем, которые рассматривались в §§ 187-188, 11 два 
простых корня 

q = а === a(h) = min q(t, h), q = ~ = ~ (h) = тах Q(t. h) 

уравнения F(q, h) = О, где F> О при а < q < ~, совпадают при 
h --+ % с двойным корнем 0q уравнения F(Oq,Oh) = О. Таким об
разом, при h =1= °h существует определенный период т = T(h). 
вычисляемый по формуле (3). Однако при h = °h функция ~(Оh) 
не существует, поскольку из условия Fq(Oq, °h) = О вытенает, что 
решение q(t, h) при h = % представляет собой равновесное ре
шение q(t, °h) = 0q. Тем не менее нетрудно обнаружить, что .(h) 
стремится при h --+ °lt к конечному положительному пределу: 

't(h)--+2n/V {-~Fqq(oq, °h) 1. (11) 

ДеЙСТВИ'гельпо, так как q = 0q - двухкратный корень, то 
Fq(Oq,Oh) = О, Fqq(Oq, °h) =1= О. Из формулы Тейлора следует тогда, 
что отношение 

F(q~h) 

(p-q) (q - Q). 
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где F - положительная функция, а < q <~, стремится при 
h-+°h, т. е. при (а -~) -+'0, к .положительноЙ постоянной 
_1/2Fqq (Oq, Oh). 

Следовательно, Fqq(Oq, °h) < О и (11) вытекают из (3). 
Есшr g(q) = 1, то в соответствии с (12) предел (11) равен 

2n /1-Uqq (Oq). 

§ 190. Снимем ограничения, согласно которым рассматривались в 
§§ 187-188 только периодические решения. Предположим *), что 
g(q) = 1, т. е. tITO 

Тогда 

1 
L(q', q) = _q'2 + U(q) 

2 
(см. § 185). 

[L]q = q" - Uq(q) 

и согласно ивложенномув § 101 уравнение Якоби, определяющее 
смещение )( = x(t) для данного решения q = q(t) уравнения 
[L]q = О имеет вид х" + a(t)x = О, где a(t) = -Uqq(q(t». 
Если q =q(t) - периодическое решение, ТО коэффициент a(t) 
также периодический. Если q (t) = 0q - равновесное решение, 
то -Uqq (Oq) = const. В этом случае характеристические ПОI\аза-
тели (см. § 89) для уравнения Якоби равны ±-УUqq(Оq). Общее 
решение уравнения х" + ах = О является гиперболичесной 
фующией t, еми а = -Uqq(Оq) < О, и липсйпой, если а = О. 
Если же Uqq(Oq) < О, то x(t) описывает гармоническое колебание 
с периодом 2n [ - U qq (Oq) ] -'/'. Все сказанное согласуется с послед
ним замечанием в § 189 и объясняет, почему производная 
Fqq (Oq, 0h) оказывается отрицательной (см. § 189). 

§ 191. Условия, указанные в § 187, харю\теризуют тюше реше
ния q = q(t) уравнения [L]I) = О, rюторые будут периодичесни
ми в том смысле. что 

q (t + т) = q и), 
q'(t+'t) = q'(t), 

где 't = 't(h) - некоторая (но не любая) ПО.ТIOжительная постоян
ная, причем (122) есть следствие (121)' НО ПОСКОЛЬRУ (121) не 
вытекает вообще из (122), то. возникает вопрос, еправедливо ли 

*) Это предположение не приводит к потере общности анализа при фик
сированном значении постоянной энергии h, поскольку можно положить 
функцию G(x) § 180 равной заданной функции g(q) (положительной) и при
иенитъ преобразование, указанное в § 180, к гамилътоповой фУНКЦИИ 
Н = _'/2к- 1р2 - и, соответствующей согласно § 158 лаграЮRевой функции 

L = ~ ,q'Z +:U. 
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называть решение q(t) периодическим, если выполняется лишь 
условие (122), т. е. если 

q(t+t)=q(t)+a, (13) 

где а не зависит от t и может зависеть от постоянных интегриро
вания (или, что то же самое, от постоянной энергии h). Напри
мер, если q - угловая переменная, приводимая к шоd а (напри
мер, а = 2:п: или а = 1), то целесообразно определять периодич
ность не по (121), а по (13), или, точнее говоря, по соотношению 

q(t + Т) = q(t) (mod а). 

Если коэффициент g(q) и силовая функция U(q) в выражении 
лаграюневой функции L = 1/2gq' 2 + U(q) не изменяются при за
мене q на q + а, то можно рассматриватъ q как угловую перемен
пую, приводимую к тоа а. Именно таковы те функции Лагран
жа L, дЛЯ которых каждому решению q = q (t) уравнения 
[L]q = О соответствует решение q = q(t) + а. 
§ 192. Если функции g(t), U(q) имеют по отношению к q перъ. 
од а, то такова же II функция (12) при произвольном h. Предпо· 
JIOЖИМ, что функция (12) при фиксированном h положительна на 
всей оси q. Условия периодичности, рассмотренные в § 187, не 
llЫПОЛНЯЮТСЯ, а функция (3) остается неопределенной, так как а 
и ~ не существуют. Однако если определить т по формуле 

tI 

'r=T(h)= ~ [F(q,h)]- '/2 dq, (14) 
о 

то, применяя рассуждения, аналогичные ИСП(l.11I.З0ванным в § 187 
и основанным на единственности решения, придем к выводу, что 

решение с постоянной анергии h является периодическим в смыс
ле условия (13). 

§ 193. Предположим, в частности, что в выражении 
1 

L = "2 g (q) ql
2 + U(q) 

имеем g(q) = 1, U(q) = cos q. Тогда 

[L]q = q" +sinq = О 

есть уравнение движения маятника в галилеевом поле тяжести, 

причем q - угловое расстояние от вертикали. Так как а = 2:п:, то 
(12) при водится К F = 2(cos q + h) *). Если h> 1, то условие 
F(q, h) > О, -00 < q < 00, § 192 выполняеТСIJ. 

*) Таким обравом, интеграл (2) является эллиптическим интогралом 
первого рода, а (3) - полным аллиптическим интегралом. 
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в силу же (14) удовлетворяется условие (13), хотя функция 
q = q(t), если исходить из формулы (2), монотонно возрастает 
или убывает и стремится к ±оо при t-+ ±оо или t- =Foo (вра-

щающийся маятник). Если h = 1, то F = 4соэ2 ~ И условие, 
з'казанное в § 192, не выполняется. В то же время qI = -n, 
qп = n суть двойные корни уравнения F = о. Последнее заме
чание в § 186 показывает, что q (t) стремится при t -+ ± 00 к паре 
равновесных решений q = ±n (тождественных по mod 2n). 
Это - случай асимптотического движения к неустойчивому вер
тикальному положению маятника. 

Решений с постоянной энергии h < -1 не существует, так как 
в Этом случае F < О при любом q, что противоречит (11). Если 
h = -1, то F = 4 sin2-t и мы приходим R равновесному ре
шению q(t) = о, соответствующему устойчивому вертикальному 
положению. Если -1 < h < 1, то функция F = 2(oos q + h) не 
удовлетворяет условию § 192, но удовлетворяет условиям § 187 
(колеблющиЙ'ся маятник, для которого Q ~ q ~ ~ ( = -а < n)). 

Если h - -1 + о, то ~ = -а - +0, и период (3) стремится со
гласно (1) к 2n. Этот факт согласуется с последним замечанием 
в § 189, поскольку уравнение Якоби, соответствующее равновес
ному решению q (t) = о, имеет вид 

(~x'2 - ~x2] = х" + х = о. 
? 2 IC 

Это - уравнение маятника с инфинитезимальной амплитудой ко
лебаний. Характеристические показатели равны ± i (они, сле
довательно, устойчивого типа, см. § 89). В то же время эти 
показатели равны +1 (неустойчивого типа) в случае уравне
ния Якоби 

соответствующего ра;вн()веов:ому решению q(t) = ±n. 

ИНТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ 

§ 194. Мы будем рассматривать здесь класс вадач с n степенями 
свободы, приводящихся к n задачам, каждая из которых имеет 
одну степень свободы. Речь идет о так называемых системах 
Лиувилля. 
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Такие динамические задачи характеризуются тем свойством, 
что 1/2n (n + 1) + n + 1 функций gih, gl<i, !i, U В (1) § 155 могут 
быть выражены через n совокупностей четырех функций gi (qi), 
!i( qi), е'! (Qi), а'! (Qi) одной только координаты Qi, i = 1, 2, ... , n, 
в виде 

где 

Так как 

gil< = бil<gi(qi)G, !'! = !i(Qi), 

U = ~~ .. ei(qi) , 
G 

i =1= k, 

i= k. 

есть полный дифференциал, то из § 156 видно, что без потери 
общности можно положить !i(qi) == О. Тогда формулы (1) - (21) 
§ 155 будут иметь вид 

где 

Так как гамильтонова функция Н, соответствующая лагранже
вой функции (1,), равна (см. § 158) 

1 "" -1 2 "" Н = - G-l ~LJ gi Р'! - G-l .LJ е· 
2 . 

и так как функция (12) удовлетворяет требованиям § 180, то 
гамилътонова функция (15) § 180 ~ожет быть представлена в виде 

li = ~Hi' 
rде 

1 -1 2 U h d Hi=2gi р; -Ui , Ui = i(Qi; )=ei+ h i· 

Так как di , ei, gi зависят только от Qi, то систему 

jJi=-llqi~ Qi=lipi 
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с n степенями свободы можно заменить n системами, каждая из 
которых имеет одну Степень свободы и получается из (14) после 
замены в правых частях II на H i , i = 1, ... , n. (Точками обозна
чаются, разумеется, проиЗ!ВОдные по переменной "[, определяемой 
согласно (14) § 180). Наждая такая еистема имеет интеграл энер
гии Н, = hi , причем постоянные интегрирования h1 , ••• , hn долж
ны быть таковы, что h1 + ... + hn = О. Обращение этой суммы в 
нуль вытекает из того факта, что II = Н1 + ... + Нn , а II = О 
в силу изложенного в конце § 180. 

Так как функция Лагранжа, соответствующая функции Га
мильтона 

равна 

ТО К наждому уравнению [Li]ч; = О, i = 1, ... , n, можно приме
IlИТЬ результаты, изложенные в §§ 185-186. В частности, пол) 
Ч11М qi = qi и) после обращения интеграла, аналогичного (3) 
§ 187, где надо положить F = 2(и• + hi)/gi. Пусть все ФУНКЦИ1!l 
qi = qi (t). i = 1, ... ,n! отвечающие постоянным энергии h1 •••• 

. . . ,hn соответственно, найдены, причем h1 + ... + hn = О. Тогдu 
из (16) § 180 видно, что связь между t и t определяется форму-. 
лами (см. (12» 

t = t(l)= ~si(l). 

si(l)= Sd~(qi(i»dl (см. (12». 

§ 195. Предположим, в частности. что при неноторых фиксиро
ванных значениях 1 + n постоянных интегрирования h, h1 , ••• 

. . . , hn , причем hf + ... + hn = О, условия § 187 вьmОJlНЯются для 
IШЖДОГО i. (Разумеется, t надо заменить в § 187 на [.) Тогда ре
шение qi = qi и) уравнения [Li] qi = О имеет период "; = 
= "; (h, hi ) по отношению к l и:.осциллирует между а; = а; (h, hi ) 

и ~; = ~; (h, hi ). Формулы (5), (6) § 188 остаются справедливыми, 
если заменить в них l на ti и t на [, а также G (q) на Gi (qi), i =, 
= 1, ... , n. Так мы встретимся с n независимыми переменными t i • 

играющими роль времени и такими, что при -00 < l < 00 

0< сопst < l; < const, (3) 

где t - та же переиенная, что и в § 194. Наконец, из (7) - (92) 
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1 1 
qi = '2 (~i + ai) - 2" (~; - ai) СОБ ti~ 

_ t( 
t = - + ri(ti), 

J.Li 

ri(ti + 2n) = ri (ti), 
2n 

O<"t"i=-. 
J.Li 

173 

(~) 

(4з) 

(~) 

в соответствии с (3) каждая из n переменных ti = ti и) из
меняется вместе с l от - 00 до + 00 монотонно. Из формул же 
(41) - (4f,) следует, что переменные Qi, рассматриваемые Kah: 

функции Т, имеют период 't'i. 
Так как di = di(Qi), то функция di(Qi(l» от l также имеет 

период "'; по Т. Пусть через 'Х; обозначается постоянный член в 
ряде Фурье для этой периодической функции, так что 

di (Qi(l» = 'Х; + С; (Т) I 
ci(l + 't'i) = с(Т), 

'Х; = M{d i }, 

где M{f} обозначает предел среднего значения функции j(l) 

1 ' 
-= ~ j(t)dt 
t о 

при Т-- 00. Если j(t) - периодическая функция с периодом Т, 
то 

1 т 
М {!} = - ~ j(t)dt. 

Т· 
о 

Из (51) - (5з) и (22) видно, что 

s;(f)= 'Xif + vi(l), 

Vi(l + 'ti) = Vi(t). 

Следовательно, (21) показывает, что t = t(l) равно сумме «веко
вого» члена 'ХТ, где 'Х = ~'X; = const и «осциллирующей» части 
~и; (Т), где и; (f) имеет период "t"i. 

§ 196. Периоды "; будут вообще несоизмеримыми дРуг с другом, 
поскольку они являются непрерывными функциями Т; = Т; (h, hi) 
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От h, hi. Вместе с тем желательно получить решение qi = qi(t), 
i = 1, ... , n, исходных n лагранжевых уравнений [L]qi = О, где 

L имеет вид (11), выраженное явным образом через время 

t = 1.1 +~!v(1). 

Для этого требуется исключить n + 1 переменных tl, ... , t n , t 
из формул (41), (42), (21)' При таком исключении мы придем 
к периодическим функциям qi = qi (t), i = 1, ... , N, лишь в очень 
частном случае, когда все Ti взаимно соизмеримы друг с другом. 

Если же хотя бы две величины из ТI, ... ,Тn несоизмеримы друг 
с другом, то мы придем при неограниченных значениях времени 

к задаче о диофантовых приближениях. 
Тем не менее можно ожидать, что функции qi (t) разлагаются 

при любых Ti в обобщенные ряды Фурье. Для того чтобы полу
чить такие ряды, исключение. (нелокальное) n + 1 параметров 
ti, t должно быть выполнено с использованием теории почти пе
риодических функций «<почти периоWlЧНОСТЬ» понимается в 
смысле Бора). Результат (см. § 198) таков, что существует n 
непрерывных функций Qi = Qi (81, ... , 8n ) независимых пере
иенных 81, ... ,8n таких, что любая функция Qi имеет по отно
шению к 8i период 2п (т. е. каждая Qi - непрерывная функция 
точки на n-мерном торе) и 

qi (t) = Qi (J.Ll t, ... , J.Lnt) , 

где J.Li = 2n/Ti (см. (44» И - 00 < t < + 00. 

(7) 

§ 197. Если n положительных чисел J.L\, ... , J.Ln связаны между 
собой соотношением вида N1J.L1 + ... + NnJ.Ln = О, где N i - целые 
числа такие, что N12 + ... + 'Nn2 =1= О, то можно (хотя зто и не 
обязательно) заменить размерность n 8-тора меньшим числом. 
Пусть ПО - наименьшее допустимое число измерений. Тогда 
между n положительными числами J.LI,.·., J.Ln существует точно 
n - по линейно независимых соотпошений: ~NiJ.Li = О (~Ni2 =1= О), 
так что по = n в случае линейной независимости «частот» J.Li и 
ПО = 1 в тривиальном случае, когда все частные периоды Ti = 
= 2n/J.Li взаимно соизмеримы. 

Таким образом, если по = 1, то интегральная кривая qi = 
= qi (t), i = 1, ... , n, является замкнутой в n-мерном позицион
ном пространстве. Если же по = n, то из (4\) - (44) видно, что 
точки (qi) в интегральной кривой qi = qi(t), i = 1, "', n, 
- 00 < t.< +00, образуют в силу так называемой теоремы Кроне
кера об аппроксимации плотное подмножество в n-мерном па
раллелепипеде (1i ~ qi ~ ~i, i = 1, "', n, позиционного пр ост-



§§ 194-205. ИllТЕГРИРУЕМЫЕ СИСТЕМЫ 175 

ранства. Эти же соображения приводят к выводу, что аамыкание 
интегральной кривой представляет собой па-мерную область *) не 
только в предельных случаях па = 1, ПО = N, но и при любом по. 

§ 198. Аналиа аадачи,рассмотренной в § 196, основывается на 
двух теоремах, касающихся почти периодических функций. Пер
вая - это теорема о единственности (в среднем), а вторая мо
жет быть сформулирована следующим обрааом. 

Пусть v = v(t), - 00 < i < + 00, есть вещественная почти 
dv 

периодическая функция, производная которой iJ = di удовлет-

воряет при - 00 < i < + 00 неравенству 

-1 < -8 < й(п, (8) 

где 8 = const. Пусть ш = ш(t) - функция, определяемая при 
- 00 < i < + 00 соотношением 

i = t+ ш(t), (9) 

где t = i + v (i). Тогда топологическое **) отображение t = i + 
+ v (п оси i на ось t таково, что почти периодическая функция 
t - i = v (i) переменной i является также почти периодической 
функцией t - i = -ш(t) переменной t. При этом покааатели 
Фурье для и(ё) и ш(t) определяют один и тот же модуль. 

С целью применения этих результатов заметим сиачала, что 
в силу (12) непрерывная функция 

G(q1, ••• , qn) == ~ di(qi) 

имеет в n-мерной заМIКНУТОЙ ограниченной области ai:=:;;; qi ::::;;; ~; 
положительный минимум. Так как ~ :=:;;; qi (ё) ~ Pi, то наименьшая 
нижняя граница функции Id.(Qi (i» при - 00 < i < + 00 

(обозначим ее через fin inf ~di) положительна. Поскольку сред
нее значение М {~di} не может быть меньше чем fin inf I~ и рав
но согласно (5з)~Хil то, следовательно, ~X; > О, И можно поло
Жить ~X; = 1. Дейетвительно, такая нормализация связана лишь 

"') Этот факт вытекает только из теоремы Кронекера об аШIроксимации. 
Однако гармонический анализ функций q; (t), т. е. построение функций 
QI (81, ... , 8n ) на е-торе требует привлеченин результатов Вейля, уточнню
щих теорему Кронекера. См. примечание к § 127а. 

"'*) Если заменить (8) более слабым условием -1 < Ii(i), то функция 
t = t + v(t) переменной t монотонно возрастает вместе с t от -00 до +00, 
так как почти периодическая функция v (t) ограничена и l = 1 + v > 
> 1-1 = о. Однако условия -1 < v(t), -00 < l < 00, и почти периодич
НОСть фушщии и(ё) не влекут за собой почти периодичность функции w(t), 
определяемой единственным образом согласно (9). 
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с изменением единицы длины на оси "[, а введение В соотноше
ние (2f), определяющее "[, положительного постоянного множителя 
не внесет никаких изменений в предшествующие или последующие 

рассуждения. Таким образом, 

0<fininf~di(qi(t))~M{~di}=1. (10) 
Положим 

&1 (l) = ~llJi (l). 
Тогда из (2,), (22) и (6,) получим, что поскольку ~X; = 1, то 

t= l + lJ(t), 

V (l) = -1 + ~,di (qi (t) ) . 

Кроме того, из (62) видно, что функция lJ(l) = ~Vi(t) является 
почти периодической с частотами, которые содержатся в модуле, 

JIорождаемом n числами f.ti = 2л: / 't'i, i = 1, ... ,n (возможно, ли
нейно зависимыми). 

Возможны два случая (В зависимости от знака в (10): < или 
=). В первом случае из (10) и (112) вытекает, что условие (8) 
удовлетворяется, если положить 

8 = 1 - fin inf ~ d i • 

Следовательно, к (11,) применима теорема, сформулированная в -
начале этого параграфа, и таким образом l = t + ш (t), где ш (t) -
почти периодическая функция с частотами, содержащимися в мо
дуле n чисел Il; = 2л: / 'ti, i = 1, ... , n. Тогда, если учесть форму
лы (42)-(4з) для l = t + ш(t), видно, что (7) вытекает из (4,). 

Во втором случае мы имеем в (10) знак =, и это равенство 
означает, что наименьшая нижняя граница суммы ~d~ (qi (t») со
впадает со средним значением М {~di} = 1. Следовательно, поч
ти периодическая функция ~di (qi (l» вырождается в константу 
(равную 1). Из (21)-(22) поэтому следует, что t = l (с точнос
тью до аддитивной постоянной), а формулы (4,)-(44) показы
вают, что каждая из функций qi, i = 1, ... , n, является чисто пе
риодической по t с периодом 1'; = 2Л:/f.ti. Очевидно, что формула 
(7) справедлива и в этом вырожденном случае. 

§ 199. Результат § 194 заключается в том, что систему с функци
ей Лагранжа вида (11) можно расщепить на n систем, каждая из 
которых имеет одну степень свободы. То же самое положение 
возникает и тогда, когда n -1 из n координат являются цикли
ческими (см. §§ 182-184). Заметим, однако, что ни одно из 
этих свойств функции Лагранжа не инвариантно по отношению 
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к преобразованиям позиционного или фазового простраНСТВR. 
Например, если при n = 2 заменить прямоугольные координаты 
х, у полярными r,qJ, то вполне возможно, что qJ окажется ЦИКЛИ

ческой координатой, хотя х и у такими не являются (см. § 211). 
Поэтому, хотя из изложенного в § 117 следует, что любая дпнu
миче(жая система может быть приведена с помощью соответст
вующего канонического преобраЗ0вания R нормальной форме 
(12) - (1З) § 11З, когда все координаты становятся циклически:
ми, главная проблема состоит, как было замечено в конце § 113, 
именно в нахождении такого пребразования. 

По существу, положение еще менее благоприятное. Дело в том, 
что доказательство существования канонического прообразова
ния, приводящего систему к нормальной форме (или, что то жl.' 
самое, доказательство существования полного решения W урав
нения (15) § 114), основывается лишь на общих теоремах, OТ!I()
сящихся Н существованию неявных фУННЦИЙ и решений обьп\Н()
понных дифференциальных уравнений, т. е. на теоремах, имею
щих чисто локальный харю,тер. Вместе с тем математичесюrе 
вопросы динамини имеют Не такой тривиальный лональный ХН
рактер, но представляют собой проблемы исследования в боль
шом, связанного с нелональной топологией рассматриваемы:; 

многообразий. Для иллюстрации этого создавшегося пьложешеr 
можно привести нраткую справку об историческом раЗВИТIIJI по
I~ЯТИЯ <шеразрешимой» динамичесной проблемы. 

§ 200. I\огда Иоганн 11 Янов Бернулли, I\леро, Даламбер, Д. Бер
нулли, Ламберт, Эйлер И, наконец, Лагранж применили принци
пы Ньютона к различным задачам небесной и земной механитш, 
то они столкнулись 00 следующим обстоятельством. С одной сто
роны, принималось почти за а,ксиому, что динамичес,кая пробле
ма «разрешима» в том случае, если она приводится к квадрату

рам (и н последующим операциям дифференцирования и исклю
чения). С другой стороны, наиболее актуальные проблемы ПОЧТJ[ 
никогда н квадратурам не сводились. Гениальные усилия Клеро 
привели в нонце концов к систематической теории движения Лу
ны и н теории возмущений больших планет, но не к желаемому 
«решению с помощью квадратур». 

Поэтому вполне объяснимо мнение Ламберта, который счи
тал, что все проблемы небесной механики можно рассматривать 
кан «разрешимые», поснольну с помощью численного интегриро

nания уравнений движения можно предвычислять положения не

бесных тел с большой степенью точности. С самого начала астро
номы и направили свои усилик именно на развитие праКТI!че

ских методов представления движения небесных тел. В течение 
последующего столетия два из этих численных методов астроно-

t 2 А. Уинтвер 
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мического происхождепия, а именно (шолигональный» метод 
конечных разностеи и метод последовательных приближений 
превратились в руках Коши в средство доказательства теорем су
ществования или сходимости, ноторые в свою очередь явились 

строгим математическим обоснованием приближенных методов 
астрономов. (С аналогичным положением мы встречаемся в случае 
метода неопределеНlНЫХ .коэффициентов Ньютона, законное оооено
вание которого следует из принципа мажорант Коши.) 

С одной стороны. эти теоремы существования или сходимоетИ 
справедmfВЫ в общих случаях, не имеющих ничего общего с ди
намическими проблемами. С другой же стороны, простейшие 
примеры показывают, что от всех этих методов требуется спра
ведливость лишь в ОГР'аниченном t-промежутке. Поэтому все, что 
можно достичь в этом направлении, еводится к утверждениям 

локальной теоремы существования обыкновенных дифференци
а,llЬНЫХ уравнений (см. § 79). 

§ 201. С этой точки зрения динамическую проблему, о которой 
известно лишь то, что она сводится к квадратурам, но ничего 

больше, едва ли можно рассматривать кан «разрешимую» в боль
шей степени, чем проблему, не приводящуюся к квадратурам. 
Действительно, благодаря квадратурам вводятся функции, кото
рые вообще не являются «элементарнымю), так что при факти
ческих вычислениях или даже при качественном анализе прихо

дится обращаться к механичееким I\вадратурам (или, что то же 
самое, к построению приближенных решений, упоминавшихея в 
§ 200). Кроме того, обычно стараются найти не функции, пред
ставимые квадратурами, а скорее функции, получаемые в резуль
тате обращения системы квадратур (см. § 186). Проблема же 
обращения квадратур требует вообще гораздо более еложного 
анализа, чем теорема существования обыкновенных дифферен
циальных уравнений (см. §§ 195-198). 

Из сказанного вытекает, что фантически понятие (<интегриру
емой» системы остается совеем неопределенным. Было бы неес
тественным связывать понятие «интегрируемоетю) динамичесR'ОЙ 
системы с возможноетью ее приведени:я к квадратурам. Это вид
но не только из сказанного в § 199, но также из примеров, пона
зывающих, что возможность приведения динамичесной системы 
к квадратурам не является ни достаточным, ни необходимым ус
ловием для получения достаточной информации :качественного 
характера о решениях этой системы (см., во-первых, §§ 195-198 
и, во-вторых, исследования геодезичесних многообразий на дву
мерных многообразиях отрицательной кривизны, упоминавшиеся 
в § 127). Все это находится в согласии с высказываниями Пуан
каре, который относил системы не 1\ интегрируемым или к неин-
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те:грируемым, а к интегрируемым в большей или меньшей сте
пени. 

а современных взглядах на зти методические проблемы см. 
§§ 227 и 440. 

§ 202. В силу изложенного в §§ 185-192 можно склониться к 
мнению, что динамическую систему следует. называТ1> «интегри

руемой» тогда (но не только тогда), когда она может быть рас
щеплена с помощью «явных» преобразований координат и време
ни на совокупность динамических систем, каждая из которых 

имеет одну степеJlЬ свободы. Ниже будут рассмотрены некоторые 
классические примеры лагранжевых функций, удовлеmюряющих 
.такому требованию. 

§ 2028. Как отмечено в § 199, функция Лагранжа должна иметь 
специфическую структуру (11) - (12) не в произвольных, но В 
специально выбранных координатах qi. Например, результат 
Якоби, касающийся интегрируемости проблемы геодезических 
линий на поверхности afX12 + а2Х22 + азХз2 = 1, основан на том, 
что если три не равные нулю постоянные af, а2, аз различны *) и 
если в качестве гауссовых параметров q1, q2 на поверхности вве
сти эллиптические координаты, то квадрат элемента дyrи ds2 = 
= dX12 + dx2

2 + dхз2 представится формулой 
ds2 = G (g1dq12 + g2dq22), 

где gi - функция ЛИШЬ qi И G имеет вид (12). Таким образом, 
Jшгранжева функция данной задачи имеет структуру (11) - (12) 
и м е н н о в координатах q1, q2. (Тогда ei (qi) = о, G = q2 - ql, 
а gi(qi) - рациональные квадратичные функции qi.) То же самое 
справедливо и в случае, когда один из коэффициентов а1, а2, аз 
равен нулю. Тогда эллиптические координаты вырождаются в 
параболические (см. конец § 56). 

Аналогичным образом интегрирование в двух из интегрируе
мых случаев задачи о движении твердого тела е ~еподвижной 
точкой ("случай Эйлера инерционного движения и случай осевой 
симметрии) может быть непосредственно выполнено с помощью 
вв.едения сферических координат (Эйлер, Лагранж). Возмож
ность интегрирования в третьем случае (Софьи Ковалевской) 
обусловлена тем, что функция Лагранжа приобретает вид (11)
(12). если ввести эллиптичоокие координаты q1, q2 (Колосов). 

§ 203. Расемотрим движение частицы М под действием сил нью
тонианского притяжения двух тел Р1 и Р2. не притягивающих 

*) Иначе поверхность яв'ляеТCJl поверхностью вращении, и в таком CJIY
чае интегрируемость задачи слерует ив изложенного в § 211. 

12* 
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ДРfг друга и не притягиваемых М (эйлерова проблема двух He~ 
подвижных центров). Предположим для простоты, что М дви
жется в плоскости, так что проблема имеет две, а не три с.тепе
ни свободы. Пусть х, у - прямоугольные координаты М. Вы
берем единицы времени, массы и длины так, чтобы постоянная 
тяготения, сумма масс Pt и Р2 и постоянное расстояние между 
РI и Р2 были равны единице. Выберем далее начало координат 
(х, у) = (О, О) в центре масс РI и Р2, а положительное направление 
оси х вдоль прямой Р1Р2. Таким образом, если обозначить через 
J.I. массу тела Р2, то масса Р1 равна 1 - J.I.. Rоординаты тел Р1 и Р2 
на плоскости (х, у) равны (- J.I., О), (1 - J.I., О) соответственно. 
Таким образом, если х = х (t), у = у (t) - координа ты точки М 
и Г1 = 71 и), Г2 = Г2 (t) - расстояния М Р 1, ЛJ Р2 соответственно, 
то функция Лагранжа запишется в виде 

где 

L = ~(x'2 + у'2) + и, 
2 

1-J.I. I.L 
и=---+-. 

71 Г2 

Введем теперь вместо х, у координаты 6, ТJ § 56, так что соглас
но (34) § 56 

2Г1 = ch ТJ + сos ~, 
2Г2 = ch ТJ - сов 6. 

Тогда будем иметь (см. § 56) 

1 1 "2 (х'2 + у'2) = "2 Г1Г2 (t'2 + ТJ'2) , 
так что 

1 
L = "271Г2(6'2 + ТJ'2) + (71Г2)-1 {(1- l.L)r2 + I.Lrl}. (13) 

После подстановки (121)-(122) в (13) фуmщия Лагранжа при~ 
обретает вид (1t) - (12) § 194, где надо положить n = 2, qt = 6, 
q2 = ТJ и 

1 
dz = -сh2 'П, 4 .'1 

1 
ez= 2"сhТ}. 
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Таким образом, лагранжевы 

(§ 194) оказываются равными 
1 . 

L I =262+ и1 , 

где 

1 . 
L2 = 21)2 + и2, 

181 

1 
Ul=J.LСОS~-4hсоS2~, (141) 

1 1 
и2 = 2"сh'Т] +4"hch2 1). (142) 

Интегралы энергии лагранжевых уравнений [L1], = о, [Lz]Тl = о 
запишутся в виде 

1 . 
-~-Ul=h1, 
2 

1 . 
2"'Т]2 - и2 = h2, 

где lt\ = - h2 = ho, ho - произвольная постоянная (см. § 194). 

§ 204. Поскольку (151), (152) представляют собой уравнения, со
ответствующие в силу ( 14\ ), (142) системам с одной степенью 
свободы, то к ним применимы результаты *) §§ 185-188, а так
же §§ 191-192 (только к (151»' Разумеется, точками обозначает
е·я дифференцирование по вспомогательной переменной Т. Заме
ТИМ, однако, что если значения постоянных h, ho в (14\)-(142), 
(15\), (152) находятся в области, в которой 6 = ~(t), ТJ = ТJ(t)
периодичеСRие функции е периодами т\ = т\ (h, ho), Т2 = 1:2(h, ho) 
соответственно, то т\ и 1:2 являются непрерывными, не вырожда

ющимися в константы функциями h, ho и таким образом в общем 
случае несоизмеримыми. Следовательно, если только отношение 
т! : Т2 не окажется рациональным, кривая S = Hf), 'т] = 'YI (f), 
описывающая движение частицы М, не является периодической, 
но полностью заполняет (всюду плотно) прямо угольную область 
на плоскости (6, 'Т]) (см. § 125). 

§ 205. С помощью рассуждений, аналогичных тем, которые ИС
пользовались в § 198, учитывая четность силовых функций 
(14\) - (142), придем к выводу, что при определенном выборе по
стоянных h, ho периоды т\ и 1:2 несоизмеримы друг с другом. Тог
да замкнутый прямоугольник на плоскости (6, 'Т]), заполненный 

.) в силу (14 k ), k =.1, 2, квадратуры, получаемые при решении (15 k ), 

k = i, 2, ПРИВQДЯТ К злщштцчеСRIfМ интегралам первого рода. 
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всюду плотно точками интегrальной кривой, содержит точку 
(~*, 1']*), В которой (cos~*, cbТJ) = (1, 1), но не содержит точки 
(~ .. , ТJ*), в которой (cos ~*' сЬ ТJ*) = (-1,1). 

Поскольку этот прямоуголъник представляет собой замыкание 
множества тех точек, к которым кривая (~, ТJ) = (~и), 1') (t» 
приближается сколь угодно близко при [-+'±оо, из (121) - (1~) 
следует, что rz = rz (t), но не Т1 = rf (l), при некоторых доста
точно больших значениях l принимает значения, сколь угодно 
бn:изкие к нулю. Из (121) - (122) таиже видно, что по крайней 
мере при достаточно больших l не толы<о Т! и) > о, но 
и Т2 (l) > О. Действительно, если бы Т2 обращалось в нуль при 
некоторых значениях [, сгущающихся на бесконечности, то пе
риоды периодических функций сЬ ТJ (t), сЬ ~ (t) не могли бы быть 
несоизмеримыи:. 

Поскольку Т; = ri(t) - расстояние между дnижущейся час
тицей М и неподвижным центром Pi , i = 1, 2, то равенство 
ri (l) = о означает, что имеет место столкновение между М и Р; 
В момент '[, анеравенство ri(l) >0 указывает на отсутствие 
столкновения. Вместе с тем при рассмотренном выборе постоян·· 
ных интегрирования движение М таково, что rf (l) > О, Т2 (l) > О 
при const < Itl < 00, хотя Нт inf r2(l) = О при [-+ 00. Следова
тельно, частица М движется под влиянием притяжения двух не
подвижных центров Р1 и Р2 так, что хотя настоящих столкновений 
между М и Pi , i = 1,2, нет, но в опреде.lIенные и сколь угодно 
большие моменты l частица М оказывается в произвольно малой 
окрестности Р2• 

СИСТЕМЫ С РАДИАЛЬНОЙ СИММЕТРИЕй 

§ 206. Если n = 2 и 

то мы имеем частный случай (11) - (12) § 194. Это становится 
очевидным, если положить С1 = gz = 1, dz = е2 = О, а1 = С, е1 = 
=gU. 

В качестве примера рассмотрим задачу о геодезических линиях 
на поверхности вращения S. Такая поверхность характеризуется 
тем свойством, что при соответствующем конформном отображении 
области, принадлежащей S, на евклидов у плоскость (х, у) квадрат 
элемента дуги ds2 на S представится в виде 

dsZ = g(x, у) (ах2 + dyZ) , 
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rде множитель пропорциональности g =, g (х, у) > о есть функ

ция только ух2 + у2. Другими словами, если положить 
х = r cos ер, у = r sin ер (1) 

II выбрать и качестве гауссовых параметров на S переменные r, ер, 
то 

ds2 = g(r) (dr2 + r2dep2) , 

где g(r) > О. Очевидно, что уравнения меридианов и параллелей 
на S есть ер = const и r = const соответственно, а геометрический 
смысл множителя g(r) танов, что если (1 - длина дуги меридиа-
на, то 

(2) 

Согласно § 178 фуннция Лагранжа в задаче о геодезических ли
ниях на S имеет вид 

т. е. 

L _ 1 '2 --s 
2 ' 

(3) 

Отсюда видно, что ер - цинлическая ноордината. Следовательно, 
уравнения Лагранжа обладают не тольно интегралом энергии, но 
и интегралом LqJ' = const. В соответствии с (3) оба эти интеграла 
записываются в виде 

1 "2 g (r) (r'2 + r2qJ'2) = h, (41) 

g(r)r2ep' = с. 

Из (3) также видно, что если Финсировать С, то можно привести 
задачу н одному уравнению, соответствующему лагранжевои 

функции П =, L* (r', r, с), которая определяется формулой (22) 
§ 184, где надо положить q1 = r, g11 = g, g22 = r2g, U = О, так 
что 

(5) 

где 

• 1 
g =-, 

g 

1 2· 

и. _ cg 
-----

2 r2 

R уравнению [L*]r = О, описывающему систему с одной степе
нью свободы, применимы результаты, изложенные в §§ 185-190 
(и в §§ 191-192 в случае периодичности g" и· по r). Если 
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решеНIIС r = r(t) этuго уравнения известно, то функция <p(t) на
ходится из (42) при помощи квадратуры. Н частности, С = О тог
да 11 толыш тогда, когда qJ (t) = const, т. е. когда геодезическая 
линия совпадает с параллелью r =. ro. 

§ 207. Рассмотрим движение частицы в n-мерном евклидовом 
пространстве (Xi) под действием центральной силы, зависящей 
лишь от расстояния, т. е. пусть уравнения движения имеют вид 

х;" = Их (r), • i = 1, ... , n, (6) 

!Де r = (Х12 + ... + хn2 ) '/'. 
Оказывается, что эта проблема сводится к рассмотренной в 

§ 206. При n = 2 этот фю{т очевиден (см. §§ 179 и 212). По
этому достаточно ноказать, что случай n> 2 может быть приве
ПСН I{ случаю n = 2. 

С этой целью заметим, что если j, k = 1, ... , n, то в силу (6) 

. , , )'- " " и и \XjXk - Х; Xk = XjXk - XkXj = Х] x
k 

- Xk Х; = 

Иr 
= (XjXk - XkX.i)- = О. 

r . 

Следовательно, существуют постоянные интегрирования Cjk та-
Еие, что 

XjXk' - XkX/ = Сзп, 

XiCjk + XjCki + XkCij = О, 

(сн = О), 

прпчем (72) И (7з) вытекают из (71) при прошшольных i, /, k 
(= 1, ... , n). 

Непосредственно подсчитывая постоянные, можем сделать с 
учетом значений (7з ) вывод, что совокупность ,IИнейных соотноше
ний (72) определяет единственную двумерную плоскость 
П = П (CI2, .•. , Сl1-1, n), проходящую через начало I{оординат 
n-мерного пространства (Xi), если только не все Cjk равны нулю. 

Исключая пока этот случай и замечая, что соотношения (7t ) 

представляют собой интегралы уравнений (6), а (72) есть след
ствие этих интегралов, придем на основании определения поня

тия интеграла (см. § 82) к выводу, что интегральная кривая 
Xi = Xi (t), соответствующая постоянным интегрирования Cjll, 

лежит в неПОДIШЖНОЙ плоскости П. Поскольну уравнения (6) ин
вариантны по отношению к повороту системы координат, можно 

выбра ть систему координат так, что плоскость (Xf, Х2) совпадает с 
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плоск()стью П. Тогда уравнения (6) имеют место для n = 2, а для 
'> 2 все Х; (t) = О. 

Пусть теперь все Cjk = О. Тогда из (71) следует, что отноше
ния Xj(t) I Xk(t) не зависят от t при люБых j, k, т. е. что реше
ние Х; = Х; (t), i = 1, ... , n, представляет прямую линию, про
ходящую через начало координат (Xi) = О. Следовательно, ПJIос
кость Псуществует и в этом случае, хотя она и не (шреде.lяется 
тогда единственным образом. 

§ 208. В силу изложенного в § 207 каждая консервативная ди
намичесная система, имеющая радиальную симметрию и n > 2 
степеней свободы, может быть прииедепа при каждом фиксиро
ванном значении постоянной энергии к задаче, рассмотренной в 
§ 206 и решаемой в квадратурах. 

Прежде всего заметим, что свойство радиальной симметрии 
динамической системы с лагранжевой функцией (1) § 155 и с n 
степенями свободы понимается в том смысле, что выраже.ни~ (1) 
§ 155 остается инвариантным при произвольном повороте n-мер
ного евклидов а пространства (qi) иокруг начала координат, если 
по ординаты qi подобраны надлежащим образом. Из этого требо
uания, очевидно, вытекает, что в (1) § 155 (ji) = о (и отсут.ст
вуют также в силу изложенного в § 156 члены вида (~qi2)'), а 
силовая функция и зависит лишь от (~q.r) '1'. Таким образом, 
функция lf2~~gikq/ qll.' также обладает радиальной симметрией. 
Однако известно, что риманово пространство с метрикой 

ds2 = ~ ~ gikdqi dqll., 

обладающей радиальной симметрией, может быть отображено 
БОНформно на евклидово пространстио, т. е. что замена q1, ..• , qn 
соответствующими новыми координатами Хl, '" I Хn дает 

ds2 = g ~ dXi2, 

где g - соответствующий множитель пропорциональности. При 
этом g и координаты Х; могут быть определены явными квадра
турами так, что g и 'f.q;'Z оказываются функциями лишь ~Xi2 *). 

Следовательно, функцию Лагранжа можно привести к виду 

L = ~ g ~ х/2 + и, 2 . 

где g и и - функции лишь r =, (~xr) '/ •. 

*) Этот факт часто используется в теории относительности, и он может 
быть легко доказан при рассмотрении геодезических линий, траневерсаЛlг 
flblX !{ гиперповерхности !.ч;2 = со-пst, . 
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Наконец, имея в виду преобразование времени (14) § 180, 
можно предположить без потери общности, что g = 1, т. е. что 

L = ~ ~x/2 + и(т). 
2 

Так как уравнения (6) описыиают динамическую систему 
именно с подобной функцией Лагранжа, то доказательство мож
но считать законченным. 

§ 209. Предположение n> 2 в § 208 было необходимым, так 
как если n = 2, то система с радиальной симметрией может не 
быть обратимой. Действительно, рассмотрим систему 

х" - 2roу' = их, у" + 2roх' = иу, 

где ro и U - заданные функции (х, у), причем эта система обра
тима лишь при ro == О. в § 229 мы увидим, что функция Лагран
жа для этой системы может быть приведена после подстановки 
(1) 11: виду 

1 
L = 2 (т'2 + Ар'2) + r2/(r) q{ + и(Т) , 

f 
ro(Т)= "2 Т/Т И + /(Т), (~) 

nсли ro(х, у), и(х, у) - функции лишь r = (х2 + y2)'/ •. Однако 
функция (81) обладает радиальной симметрией и внеобратимом 
случае ro (Т) Ф О, поскольку qJ является циклической координатой. 

Из сказанного выше следует, что наряду с интегралом энергии 
существует интеграл LqJ' = с (=const) или r2(f(r) + <р') = с. 

§ 210. Пусть, в частности, /(Т) = 1, так что ro(Т) = 1. Тогда 

т2 (1 +.q{) = С, т. е. ~' = с, где qJ = t + <р. :Кроме того, под
ставляя /(Т) = 1, <р' =,(j/ - 1 в (8д, получим, что 

1 
L = 2" (r'2 + r2qJ'2) + r2qJ' + U (Т) 

или 

1 _ _ 
L = "2 (r'2 + r2<p'2) + и (Т), 

где и = U - 1/2r2, причем (91) и (92) эквивалентны друг другу 
n силу соотношения qJ = ;Р - t (см. § 95). Так как функция (92) 
обратимого и (91) необратимого типа, то отсюда следует, что 
свойство обратимости зависит от выборе. координатнnй системы. 
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в настоящем случае этот факт имеет простой кинематиче
ский смысл. Действительно, если положить 

.х = r СОБ <р,. у = r sin ер, 

х = r СОБ <р, у = r sin (р, 

то функции (91) И (92) представятся в виде 

где 

1 
L =? (х'2 + у'2) + (ху' - ух') + и, 

~ 

1 
L = 2 (х'2+ у'2) + и, 

_ 1 
U-U=?il-. 

(1~) 

(10з) 

Переход от (х, у) к (х, у) соответствует введению системы пр я
моуголъных координат (х, у), имеющей общее начало с системой 
(х, у) и вращающейся с постоянной угловой скоростью, так !{аК 

qJ = q, - t. Тот факт, что функция (102) обратимого и (10д не
обратимого типа, обусловлен кориолисовыми силами, появляю:
шимися вследствие вращения системы (х, у). Наконец различие 
в выражениях для силовых функций U и rJ обусловлено появле
нием центробежных сил. 

§ 211. Рассмотрим движение материальной точки на евклидов ой 
плоскости (х, у) под действием силы, направленной к началу 
J\оординат (х, у) = (О, О) или от него и имеющей величиНу 
±Р = I F 1, зависящую лишь от расстояния r = (х2 + у2) 1'" при
чем Р(Т) берется отрицательной, положительной или равной нулю 
соответственно тому, будет ли сила на расстоянии r притягиваю
щей, отталкивающей или равной нулю. 'Уравнения движения за
iтиmyтся в ииде 

х" = ± P(T)~, у" = ± F(r)! 
r r. 

или же в виде (6), где n = 2 и и(Т) равно неопределенпому ин
тегралу от +Р(Т). Таким образом, И =. ио'.х2 + у2), и мы имеем 

х" = Их, у" = Иу, (111) 

!_(Х'2 + у'2)_ U = h, (112) 
2 

ху' -ух' = с, 

причем (11~) и (11;;) - интегралы уравнений (111'. 
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Вводя полярные координаты, запишем функцию Лагранжа и 
эти интегралы в виде 

L = ~ (г2 + Ар'2) + U(r), (121) 

}(Г2 + r'q>'2) - U(r) = h, (122) 

Ар' = с. (12з) 

Из (121) видно, что угол q> является циклической координатой и 
что импульс Lфl, канонически сопряженnый с этой угловой коор
динатой, равен ,zq>'. Поэтому интеграл (128), т. е. (11з), выражает 
факт постоянства момента количества движения, а интеграл 
(121), т. е. (112), иыражает закон сохранения энергии. 

§ 212. Исключим тривиальный случай равновесного решения, а 
также изолированные значения t, соответствующие точкам воз

врата. Тогда изложенное в § 179 показывает, что решения урав
нений (111), соответствующие постоянной энергии h, можно рас
сматривать как геодезические линии на ПQверхности Sh, на кото
рой квадрат элемента дуги раиен 

ds2 = К(х2 + у2), 
где g есть 2 (и + h), т. е. является функцией гауссовых парамет
ров х, у. Следовательно, g = g(r), и поверхность Sh является при 
фиксированной h поверхностью вращения, рассмотренной в § 206. 
Так как U = U(r)·, где r2 = х2 + у2, то гауссова кривизна K h = 
= Kh(X, у) на Sh равна (см. (19) § 231) 

1 Ur2 -(U+h)( игг + ~T) 
Kh=Kh(r)=1; (U+h)З '---.' (13) 

Б частности, метрика на поиерхности Sh становится неевклидо
вой, если h = О и 

и = 2('1- r2)-2, 

поскольку тогда Kh(r) = -1"!J силу (13). 

(14) 

§ 213. Поскольку для каждого решения уравнений (111) найдут
ся постоянные h, С, удовлетворяющие соотношениям (112), (11з ) , 
можно ожидать, что два дифференциальных соотношения (111), 
налагаемых на функции Х = x(t), У = y(t) класса С(2), эквива
лептпы двум соотношениям (112), (11з), в которых ПОСТОЯПЦЬЦl 
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/J И С произвольны. Фактически соотношения (112)' (118)' являю
·щиеся необходимыми для функций x(t), y(t), удовлетворяющих 
(111)' оказываются и достаточными, если исключить случай кру
говых решений. Но для ПОСJ1едних, т. е. когда r(t) + y2(t) = 
= const, из (112) И (11з ) не вытекает (111). 

Действительно, дифференцируя (112), (11з), получим ФОРМУЛlА 

х'х" + у'у" - ихх' - иlIу' = О, 
ху" - уж" = О, 

так что, поскольку U = UCrr + у2) и, следовательно, уих -
- хиlI = О, соотношения (112) - (11з ) эквивалентны следующим: 

ж' (ж" - их) + у' (у" - иlI ) = О, } 
у(х" - их)- ж(у" - иlI } = О. (15) 

Последние соотношения представляют собой линейную комбина
цию уравнений (11 1) С определителем, равным 

1 
- х,;' - уу' == - '2 (ж2 + у2)'. 

Таким образом, (15) и (111)' т. е. (112)-(11з) и (11{) эквива
лентны друг другу всегда, если х2 (t) + !f (t) =Р const. 

§ 214. В соответствии с (12д и § 184 мы можем заменить (111) 
при фиксированном значении постоянной с интеграла (11з) урав
нением [L*]T = О, где 

L* = ~r'2+ и· 
2 ' 

• 1 с2 
U (r,c)= U(r)-"27 (1бz) 

и 

1 
_r'2 - U* = h. (16з) 
2 

Из (12z) , (12з), (1бz) видно, что соотношение (16з) представляет 
собой ие TOJIЬKO интеграл энергии уравневия 

[L 8 ]r = '" - и/ = о, (16&) 

соответствующеro системе с одной степенью свободы, но также 
и интегра.п эвергии системы (111) с ДJlУМЯ степенями свободы. 
Если решение r = r(t) уравнения (16~) известно, то функция 
fli = q>(t) найдется из (12з) с помощью квадратуры. 
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Из (12з) также видно, что движение М на ПЛОСIЮСТИ (х, у) 
является при любом t прямым, если с> О, и обратным, если 
с < о. При замене t на -t обратное движение становится пря
мым. Из (11з) далее видно, что с = О для таких и только таких 
траекторий, которые представляют собой прямую линию, прохо
дящую через начало координат. 

§ 215. Пусть решение r =, r(t) уравнения 

[LO]T == г" - ит" = о 

таково, что с =F О и r(t) =F const .. Тогда в силу изложенного в 
§§ 185-187 функция r(t) либо асимптотического типа, либо пе
риодическая с периодом 1", причем 

р 

1" = 2 ) [2(И' (г, с) + h)]-'/'dr, (171) 

где 

а = min r(t) < шах r(t) = ~. (172) 

Рассмотрим последний елучай и предположим, что r(t) =F О 
при любом t, т. е. что а> О. Обозначая через 'у> о свободный 
член ряда Фурье для непрерывной периодической функции 
1 I r2 (t) и полагая v = С'У, получим на основании -(12з) , что 
<р (t) = vt + 'Ф (t), где Ф (t) - периодическая функция с тем же 
периодом, что и r(t). Следовательно, из (1) видно, что каЧеСтиен
ное поведение интегральной кривой на плоскости (х, у) при 
t -+ 00 зависит от того, будет ли отношение V1" : n, определяемое 
постоянными интегрирования, рациональным или иррациональ

ным. В первом случае обе функции х (t), у (t) имеют общий пе
риод, кратный 1", так что интегральная кривая на плоскости 
(х, у) за~ается после достаточного числа оборотов вокруг на
чала координат. Во втором же случilе несоизмеримости v't и n из 
соответствующих замечаний *) в § 125 или § 197 видно, что при 
t -+, 00 интегральная крив~я приближается сколь угодно близко 
fi любой точке кругопого кольца a2~. х2 + у2 ~ ~2, а а и ~ опре
деляются согла(шо (172). 

§ 216. Предположим, что r(t) = го = const > О есть равновесное 
решение уравнения 

*) Позиционное пространство, заполненное всюду плотно точками инте 
гральной ИРИНОЙ, можно также DрЕ:дставить В виде тора, ПО СИ ольку r=r(t)
периодическая функция, а угловая переменная !р = !p(t) может быть при-
ведена и тоо 2л:. . 
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и пусть Со, ho - значения постоянных С, h, соответствующие ЭТn
му решению. Тогда в силу (162) - (16з) 

1 
-со2 =го3Uг (го), -ho= и(го)+ 2 гоит(го) , (181) 

причем (1~) вытекает ИЗ обоих соотношевий (181), необходимых 
l[ достаточных для существования числа ГО > О такого, что 
l·(t) === го e-сТЬ равновесное решение, соответствующее значениям 
СО ~ О, ho;: О. Из структуры соотношений (181) видно, что ГО мо
жет быть любым положительным числом тогда и только тогда, 
когда ит(г) < О при любом Г, т. е. (см.§ 211) когда действующая 
еила есть сила притяжения (а не отталкивания). 

Из (1) и (12з) видно, что равновесное решениег(t) === го(> О) 
уравнения [L·]r = О представляет или равновесное (при СО = О) 
или круговое решение (при Со> О) уравнений (111). В послед
нем случае угловая скорость движения по кругу х2 + у2 = го2 

постоянна и равна со / го2• Обозначая период движения, равный 
2лго2 / Со, через То и используя (1~), получим 

где 

2nt 2лt 
х = rocos--, 

То 
у = rosin--, 

То 

{ 
ит(го) }_'/' 

то=2n ___ ....е-
го 

Таким образом, круговые движения являются периодическими 
независимо от соизмеримости или несоизмеримости чисел "'" и n 
(см.§215*)). 

В соответствии с § 190 характеристические показатели равно
весного решения r(t) = го уравнения [L·]r = "" - И/ (г, Со) = О 
равны квадратным корням из ит; (го, Со) или 

±'{' итт(го) + зит (го) lj'/' 
, го 

(20) 

поскольку в силу (162)' (181) 

*} в § 215 мы неявно предполагаем, что периодический член 'IjJ (t) в фор
муле qJ(t} = \,t + 'IjJ(t) не вырождается в константу. Но если 'IjJ{t} = const. 
то q:'{t} = v = const, и мы придем тогда в силу (12з ) к случ:аю кругового 
движения r = cOI1~L, I1СК.'Iюченному в § 215. 
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§ 217. В последующем будем предполагать, что круговое реше
ние (191) существует при любом заданном то > О. В соответствии 
е § 216 это имеет место тогда и только тогда, когда ит(т) < О 
при любом Т. 

Естественно спросить, каков должен быть закон притяжения 
ит(т) , чтобы любое решение х = x(t), У = y(t) с постоянными 
интегрирования h, с, достаточно близкими к постоянным ho, СО 
KpyroBoro решения (19f ), было периодическим и имело период 
l' = 't(c, h), стремящийся к периоду (192) кругового решения при 
С-Со, h-ho. 

Вследствие появления несоизмеримых частот в общем случае 
(см. § 215) налагаемое требование периодичности является на
столько жестким, что оно делает возможным явное определение 

функции ит(т). Оказывается, что если исключить тривиальный 
случай, то сила ит(т) должна быть пропорциональна г2, т. е. со
ответствовать занону притяжения Ньютона (о тривиальном слу
чае см. § 219а). 

§ 218. С целью доказательства последнего утверждения выберем 
произвольным образом пару констант со > О и ho, удовлетворяю
щих условиям (181) для кругового решения r =, 'о. Фиксируем со 
II будем варьировать постоянную h интеграла энергии (112) про
нзвольным образом вблизи значения ho• Тогда в силу требований 
периодичности, указанных в § 217, радиус-вектор r(t) для реше
ния уравнений (111) с постоянными интегрирования Со, h должен . 
изменяться периодически с периодом 't = 't (Со, h). Следова-
тельно, 

. { зит (то) } 1/2 

llШ 't(co, h) = 2л:: - ит,.(то) - > О. 
/J.-+ha ТО 

(21) 

Эта формула вытекает из изложенного в §§ 189-190, если учесть, 
что характеристические показатели для решения r(t) = то опре
деляются формулой (20). 

Так как То> О может быть произвольным, то из (21) и изло
женного в § 217 следует, что при любом го> О 

иrт(To)+ зит (то) <О, 
то 

(22) 

Но согласно требованию в § 217 предел (21) должен быть равен 
при любом то периоду кругового ·движения. Следовательно, долж-
110 выполняться при любом ТО (т. е. при любом Т) соотношение 

2ит (т) 
Urr(r) + --- = о. 

r 
(23) 
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Это соотношение представляет собой линейное дифференциаль
ное уравнение относительно U (г), общее решение которого имеет 
вид 

с 
U(r)=-+C1, 

r 

где С и СI - произвольные постоянные. Так как нас интересует 
только закон изменения силы ит(г), то можно ПОЛОЖить СI = о. 
Из (22) следует, что С> о. При соответствующем выборе еди
JШЦЫ длины получим С = 1, что и утверждалосъ в § 217. 

В § 241 (и в § 267) мы УВIIДИМ непосредственно, что в этом 
частном случае ФУЮЩИII И(г) условия, указанные в § 217, дей
ствительно выполняются. 

§ 218а. Закон И(г) = гl был получен при рассмотрении почти 
J';руговых орбит. ОднаlЮ важно осознать исключительную роль 
этого закона с ТОЧЮI зрения общих положений, изложенных в 
~~ 126-130. В § 241 мы увидим, что в случае И(г) =,1 най
дутся для каждого решения (не обязательно почти кругового) 
х = x(t), У =. У (t) постоянные а, Ь, удовлетворяющие соотно-
шениям 

сх' = -уи + а, су' =·хи + ь. 
Из этих соотношений следует, что если U =·гl , то интеграл (112) 
можно заменить двумя интегралами: 

!'Де 

(ху' - ух')х' + уи = а, }. 

(ху' - ух') у' - хи = ь, 

и= (х2 + y2)-I, 

(11а) 

так что вместо двух интегралов (112) - (11 з ) уравнений (111) 
мы получим три консервативных интеграла, независимых в смыс

ле определения в § 82. Кроме того, эти интегралы, будучи алгеб
раическими, являются изолированными в смысле определения 

11 § 128. Если же считать U = U (г) произвольной функцией, то 
уравнения (111) lIмеют только два изолированных интеграла 
(112) - (11з). Что касается третьего консервативного интеграла 
(существующего в соответствии с IIзложенным в § 82 и опреде
ляемого согласно результатам в § 214 при обращении квадрату
ры). то он не является изолированным. Этот вывод следует с 
допаточно:й очевидностью из соображений, основанных на резуль
татах, :которые приведены в § 215. Таким образом для произ
БОЛЬНОЙ силовой функции и(г) степень примитивности т - 1 -l 
(см. § 130) равна 4-1-2 =1= О, а для нъютониаНСIЮЙ силовой 
функции она равна 4-1-3 = О. 

1 3 А. Уинтнер 
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в §§ 219-219а мы увидим, что степень примитивности равна 
также нулю и для силовой функции Гуна, но отлична от нуля во 
всех ·остальных случаях. 

§ 219. Условия, налагаемые на силовую функцию U в § 217, та
БОВЫ, что требуется не только периодичность почти круговых ре
шений, но также и близость периода такого решения к периоду 
(192) кругового решения. 

Естественно спросить, какова будет силовая функция и (г) , 
если отбросить это дополнительное ограничение. Тогда можно 
допустить, что предел (21), не будучи равным периоду кругового 
решения (192), соизмерим с ним. Сравнивая же (192) с (21), 
придем к выводу, ЧТО (23) следует заменить более общим соотно
шением 

U () 
(3-л2)Uт(г) 

тт r + .. -------'-- = О, 
r 

(23а) 

где А. - некоторое рациональное число. Общее решение этого 
)'равнения относительно И(г) при фиксированном А. имеет вид 

где С, С1 - произвольные постоянные, причем можно положить, 
как и в § 218, Ct = О. 

Однако оказывается, ЧТО единственно допустимым является 
значение А. = 1 (тот же случай, что и в § 218). Действительно, . 
если положить А. =1= 1, А. =1= 2, то детальный анализ интегралов 
(122) - (12з) при U = С· ,J-2-2 показывает, что решения, близкие 
Ii круговым, не могут быть все периодическими. Случай А. = 2 
может быть исключен по другой причине *). Этuт факт не удиви
телен, поскольку соотношение (23а) было получено ЛИIIIЬ как не
обходимое условие, которое вполне может не быть достаточным. 
Для доказательства того, что все значения А. =1= 1 должны быть 
исключены, приходится вычислить для гипотетического периода 

't = 't (Со, h) при малом I ho - h I приближение более высоного по
рядка, чем нулевое приближение, определяемое согласно (21). 
Эти элементарные, но неСI\ОЛЬКО длинные вычисления мы приво
дить здесь не будем. 

§ 219в. Имеется один особый случай, ноторым мы пренебрвгли 
выше. Действительно, из §§ 189-190 видно, что рассуждения, 
приведенные в § 218, ОI\азываются несправедливыми в том слу-

*) В § 219а мы увидим, что если л = 2, то интегральные кривые на пло
скости (х, у) - эллипсы, т. е. про с т ы е замкнутые кривые, прин.адлежа

щие по определению л (2311) к случаю л = 1. Таким образом, предположение 
л = 2 приводит К равенству 2 = 1. 
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чае, Iюгда период решения не зависит от постоянных интегриро

вания. В силу (192) § 216 при таиом предположении о постоян
стве периода мы получим для U = И(г) условие ит(г) / r = 
= с = const. Вместе с тем условие ит < О (см. § 217) поиавы
вает, что с < О, таи что можно положить без потери общности 

1 
с = -1. Таиим образом, Ur(r) = -г, т. е. U = -2 7'l (если ие 

выписывать аддитивную постоянную). Уравнения (11д запишут
ся при таиой силовой функции в виде 

х" + х = О, у" + у = О, 

а их общее решение 

х = а соэ (t - tO), у = Ъ соэ (t - to) 

всегда периодичесиое (равновесное решение а = О, Ь = О ис
ключается благодаря тому, что г> О). Тот фаит, что период это-
10 решения (равный 2л:) не зависит от постоянных интегрирова
ния, согласуется с изложенным в конце § 160а, поскольку 11 

данном случае ~-1 - 1/2 = О. Очевидно, что мы имеем дело с под
случаем (J)f =. ffi2 случая (i) § 125 (см. § 130). 

В § 259 мы увидим, что с.лучай И(г) = г1 §§ 217-218 при 
фиисированном h ( < О) приводится И рассмотренному в этом па-

1 
раграфе тривиальному случаю U = -"27'l. 

§ 220. Рассмотрим опять общий случай (см. § 211), отбрасывая 
для упрощения исилючительные случаи, упомянутые в начале 

§ 212. Пусть через Ф, R обозначены импульсы L'l'" Lr" ианониче
сни сопряженные с иоординатами qJ, т • . В силу (121) имеем 
Ф = r2<p', R = г'. Следовательно, фуниция Гамильтона 
Н(Ф, R, <р, г), соответствующая лагранжевой фуниции (121), за
пишется согласно (21) § 15 в виде 

1 ( ф2) 
Н=Н(Ф,R'Г)=2 Ю+~ -И(г), (24.) 

а интегралы (122), (12з) энергии и момента ,количества двшке
ния в виде 

H=h, Ф=с. 

~7равнение в частных производныx (15) § 114 примет вид 

~(Wr2+ W'l'2)_ И(г)= h 
2 r2 / ' 

где (<р, г) - (Q1, Q2) = Q. 

(25) 



19В ГЛАВА III. ДИНАМИЧЕСRИЕ СИСТЕМЫ 

§ 221. Заметим, что координата q1 = ер не ВХОДИТ В (25) ЯВНО и 
что поэтому fV'I' = Ф = с. Учитывая это, а '1aЬ:iКe используя 
соображения, ана.'lогичные тем, которые были приведены в § 114, 
придем к выводу, что уравнение (25) допускает решение вида 
~y = CqJ + V, где функция V =. V(r) не зависит от «р. Для V мы 
долучим, исходя ИЗ (25), следующее обыкновенное дифференци
альное уравнение: 

1 ( с
2 

) 2 Vr2 + ---;.z - U (г) = h. 

Его общее решение V = V (г) выражается неопределенным ин
тегралом от функции 

{2(и(т) + h) _ С; }'i' 
Таким образом, если -,JJ = ~(с, h) - некоторая функция ПОСТОЯli
ных интегрирования с, h, то решение Иf = lV(qJ, г) уравнения (25) 
можно записать в виде 

r с2 '/, 

W=CqJ+V=:=CqJ+ ~ {2(U(i')+h)-f2} di'. (26) 
r"(c,h) 

Однако здесь необходима осторожность, поскольку функция 
W(qJ, г) должна обладать непрерывными производными Wr , ••• '. 

а это условие нарушается, если подынтегральное выражение 

{ } '/2 В (26) обращается в нуль. Правда, сравнивая (26) и (182), 
приходим к выводу, что { } '/2 обращается тождественно в нуль 
именно в случае кругового решения. 

Обращение же в нуль выражения { } '/2 при изолированных 
значениях r (например, при r = -,JJ) не играет никакой роли. 

§ 222. Если исключить случай круговых решений, то формула 
(26) определяет полный интеграл уравнения (25), в I\ОТОРОМ роль 
постоянных иитегрирования V1, и2 выполняют С И }l. Действитель
но, условие (18) § 116 полноты интеграла тогда выполняется, 
IIосl\олы\y согласно (26) 

I W q:c 1V'l'/' I , 1 О I 1 
det(W'/i v ,) = Пl И7 = W W = Vrh = - { },/,' 

"V гс т/, "С т/, 

Следовательно, применимы результаты, изложенные в § 116а. 
Пусть tO - фиксированный момент, через /0 обозначается для лю
бой функции / величина (j) t=t, И q1 = «р, q2 = r, Qf = С, Q2 = }l. 
Тогда 

- W Q, == - W c = - qJ - Vc 
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Б силу (26). В соответствии с § 116а получим, что 

Р1 = _qJ0 - VcO, Р2 = tO, Q1 = с, Q2 = h (27) 

суть канонические постоянные интегрирования. 

§ 223. Пусть производная Т' = Т' (t) решения r = r(t) = 
;:= r(t, с, h) > О уравнения (16з ) обращается в нуль при некото
ром изолированном значении t =. ео = to(c, h). Например, пусть 
r (to) - локальный минимум функции r(t). Предположим, что to 
совпадает со значением tO, указанным в § 222, и пусть нижний 
предел ,JJ = ,JJ(c, h) в интеграле (26) равен r(to). Тогда, если вы
полняется очевидное условие дифференцируеМОСТlI, то 

Р! = h, Р2 = с, Q1 = -to, Q2 = Ы, (28) 

где ffi = qJ ио) (Т' ио) = О) - канонические постоянные интегри
рования. 

Это можно доказать, если учесть заключительное замечание 
D § 221. Действительно, прежде всего из (26) следует, что 

r r 

VC = ( ~ {}'/,dr) = -rсО(с,h)({ } '/,)0 + ~ ({ }'/')cdr. 
• r"(c,h) с r"(c,h) 

Тю_ как последний интеграл обращается в нуль при r=,JJ (с, h) == 
== r(to), то 

VcO = - ТсО(с, h) ({ },/,)о. 

Однако, положив t = to = to в (162) - (16з) и испольвуя принятое 
условие т' (to) = О, видим, что ({ } '/.)0 = о. 

Следовательно, Vco = О и постоянные (27) сводятся к систе
ме канонических постоянных интегрирования, эквивалентной си
стеме (28) в силу изложенного в § 42. 

§ 224. Эти результаты можно перенести теперь на случай трех 
прямоугольных координат. С этой целью рассмотрим для фИКСИ
рованного значения параметра t консервативное преобразование 
v = v(q) n = 3 трех координат qf = Х, qz = у, qз = v в коорди
наты иl = G, и2 = Т], Vз = ~ по формулам 

~ = Х cos v - у sin vcos L, 11 = Х sin \' + У cos V COS L, 

6 = у sin L. (29) 

Якобиева матрица] = l''l для этого преобра:ювания равна 

[

CO.S V - SIП V COS} -.Т].] 
J = sin v cos V COS L 6 

О sin L. О 
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причем i-я строка в (30) получается частным дифференцирова
нием Vi по х, у, '\1. Мы будем предполагать, что 

-sin L * О (т. е. L * О, ±л:, ... ), 

5 соэ v + тj sin '\1 * О, 
поскольку определитель матрицы (30) равен произведению 
на (312). ПОJшгая 

х= Seosv+Hsinv, 1 
у = (- 8 siпv + н СОЭ,,)соэ L + Zsin L, 

N= -8'1l+ Н6, 
(3~) 

увидим, что если х, У, N - импульсы, канонически сопряженные 
с координатами х, у, ", то 8, Н, Z - импульсы, сопряженные с ко
ординатами 6, Тj, ~. ДействитеJIЬНО, из фОРМУJI (6) § 49 следует, что 
каноническое расширение координатного преобразования (29) по
JIучается при преобразовании 3-вектора (Х, У, N) в 3-вектор (8, Н, 
Z) с помощью матрицы J'-t. i\lатрица же 1.' преобразовывает 
(8, Н, Z) в (х, У, N). Но из (30) видно, что матрица преобразова
ния (32) равна действитеJIЬНО J'. 

Таким образом, формулы (29) и (32) определяют при любом 
фиксированном значении L = const, удовлетворяющем условию 
(31д, ПОJIНОСТЬЮ I\аноничеСI\ое преобразование (х, У, N, х, у, '\1) 
В (8, Н, Z, 6, Тj, ~), если только удовлетворяется условие (312). 

Имея в виду геометричеСI\УЮ интерпретацию преобразования· 
(29), заметим, что если ось х лежит в плоскости (6, Тj) -

см. рис. 1 (§ 78),- т. е. если (j) = О, то формула (24) § 78 приво
дитея 1\ (23) § 78. Преобразовывая 3-вектор (х, у, z) с помощью 
вращения (23) § 78 и полагая затем z = О, мы и придем к пре
образованию (29). Таким образом, если материальная точка дви
жется в плоскости (х, у), то ось х лежит в плоскости (6, Тj) ко
ординатной системы (6, Тj, ~), а L равно «наклонности» плоскости 
(х, у) по отношению к плоскости (6, Тj); координата v «(узел») 
равна угловому расстоянию оси х от оси 6 (см. рис. 1 § 78). 

§ 225. Рассмотрим вместо (111) уравнения 

6" = и~(r), Тj" = иТ)(r), ~"= и~(r), (33) 

где r = (S2 + Тj2 + ~2) '/'. 
Согласно изложенному в § 207, любая интегральная кривая 

этих уравнений лежит в ПЛОСI\ОСТИ, проходящей через начало си

стемы координат (6, Тj, ~), и вырождается в прямую линию, если 
только постоянны~ интегрирования (71) обращаются в нуль. Рас
смотрим некоторую интегральную кривую, отличную от прямой 



§§ 206-226. СИСТЕМЫ С РАДИАЛЬНОЙ СИММЕТРИЕЙ 199 

линии, и примем ее ПЛОСIЮСТЬ за координатную плоскость (х, у). 
Тогда координаты х, у будут связаны с координатами 5, 1], ~ по 
формулам (29). Поскольку v и L - параметры, не зависящие от 
[, дифференцируя (29), придем к выражениям 

5' = х' cos v - у' sin v cos L, 1]' = х' sin v + у' cos V COS L, 

~' = у' sin L. (34) 

При этом будем предполагать, что условия (31 t ), (312) выполня
ItITCH. 

Функция Гамильтона, соответствующая лагранжевым уравне
ниям (33), равна, очевидно, 

Н = {( 82 + Н2 + Z2) - U (г), 

l'де 8 = ~', н = 1]', Z =.~! - импульсы, канонически сопряжен
ные с координатами 5, 1], ~. "У'читывая формулы (32), (34), (29), 
Ilетрудно установить, ЧТО 

Х = х', У = у', N = (-х'у + у'х) cos 1 .• 

Однако (-х' у + у' х) = с в силу (11з). Следовательно, импуль
сы Х, У, N, канонически сопряженные с координатами х, у, '11, 
равны х', у', с соэ L, причем наклонность L постоянна (см. начало 
§ 234). Кроме того, данное каноническое преобразоваиие оказы
вается полностью каноническим, поскольку таким является пре

образование, рассмотренное в § 224. 

§ 226. Переход от уравнений (11 t ) к лагранжевым уравнениям, 
определяемым функцией Лагранжа (12t ), соответствует перехо· 
ду от координат х, у и импульсов Х = х', У = у' к координатам 
1jJ, r и импульсам Ф = Ар', R =, r', рассмотренному в § 220. 
В соответствии с изложенным в § 49 такой переход представля
ет собой полностью каноническое преобразование, поскольку мы 
приходи м К 1jJ, г, Ф, R в результате канонического обобщения пре
образования (1). Вместе с тем можно заключить, что переход от 
Ф, R, ЧJ, r к (28) представляет собой каноническое преобразова
Il'ие с множителем I.t = 1. Это вытекает иа определения (см. 
§ 104) канонической системы постоянных интегрирования. Со
поставляя эти факты с результатами, указанными в § 225, уви
дим, что переход от импульсов s', 1]', ~' и координат ~" 1], ~ урав
нений (33) к 

Р! = h, Р2 = С, Ра = с COS L, q1 = - to, q2 = 00, qз = v 

(00 = ljJ (to) , r' (to) = О) (35) 
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преДставляет собой каноническое преобразование с множителем 
V. = 1. Величины Pi, qi не зависят при этом от t в силу § 225. 
Следовательно, формулы (35) определяют совокупность канони
ческих постоянных интегрирования для уравнений (33) . 

Этот результат был уже указан в начале § 224. Следует упо
мянуть, что канонические постоянные интегрирования (35) могли 
бы быть получены непосредственно на основании изложенно
го лишь в § 224 без использования формул (34). Правда, та
КОЙ непосредственный путь, хот}. и более прозрачен, но ТaI(же 
и более ДЛИННЫЙ, чем тот, которым мы следовали в этом па
раграфе. 

СИСТЕМЫ С ДВУМЯ СТЕПЕНЯМИ СВОБОДЫ 

§ 227. Кон{;ерваТlIвная динамичеСI\ая CI1'CTeMbl с n = 2 стененя
ми свободы не является вообще «интегрируемой». Кроме того, 
лишь немногие пз этих неинтегрируемых систем подвергались 

детальному исследованию. Наконец, вполне возможно, что эти 
ютализировавшиеся неинтегрируемые системы частного вида не 

отражают тех характерных трудностей, которые могут возникать 
n «общею) случае n = 2. 

Тем не менее «общая» проблема с n = 2 степенями свободы 
несомненно проще для анализа, чем система сп;::: 3 степенями 
свободы. Действительно, с одной стороны, можно заменить при 
любом n в аналитическом случае с помощью изо энергетической 
реДУIЩИИ (см. § 181) 2n-мерное фазовое пространство (2n - 1)
мерным многообразием. С другой стороны, теория получающего
ся 3-мерного многообразия, хотя и достаточно сложна в своих 
деталях, если не ИСIшючать никаких топологически допустимых 

многообразий, но все же в настоящее время не столь безнадежно 
недоступна, как соответствующая теория при n > 2. 

В этой связи следует упомянуть о теореме Пуанкаре, не име
ющей аналогии в случае большего числа измерений и утверж
дающей, что если на замкнутом двумерном многообразии сущест
nyeT пучок кривых, лишенных особенностей (в частности, точек 
Р-I!вновесия), то это многообразие ТОlIологичеСIШ ;JквивалеllТЯО 
(ориентированному или неориентированному) тору. (В случаях, 
рассмотренных в §§ 125, 196-198, 215, 121а, 127а, торы ориен
тированы, поскольку исходная система расщепляется на ряд 

систем, каждая из которых имеет одну степень свободы и опреде
ляет замкнутое одномерное многообразие (см. (11) § 185); ПрОIfЗ' 
ведение таких многообразий представляет собой, очевидно, ори
ентированный тор.) 

В дополнение к топологическим выводам в случае n = 2 вDз
никает ряд формаЛJ>JIЫХ аналитических упрощений. Ниже м:ы и 
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ограничимся G,pyrOM таЮIХ формальных в.опросов при n = 2 (что 
касается ТОПОЛОГИЧОС"ИХ исследований, то см. пример в § 5(0). 

§ 228. Положим n = 2, та" что формула (1) § 155 может быть 
:шписана в виде 

где gik, /i, и - шесть заданных фУН"ЦИЙ "оординат ql = Х, 
q:: =, у. Без потери общности можно предположить, что пять 
функций /i{X, у), gik(X, у) могут быть выражены через две ФУНК
ции /(Х, у), g(x, у) следующим образом: 

/1 = - у/, /2 = х/, (21) 

1[11 = g, g22 = g, g12 = О (g> О). (22) 

ДеЙСТВIIтельно, можно заменить, во-первых, /\ и /2 суммами 
/\ + /х, /2 + /у, где функция / = /(х, у) произвольна (см. § 156). 
Если подобрать эту фУН"ЦИЮ соответствующим образом, а имен
но тан, чтобы она удовлетворяла JIинейному дифференциальному 

, 1 
уравнеНIIЮ в частных производных w = 2" а, где 

2ы = х/х + у/у + 2/, (3) 

причем 

aj2 д/! 
а = -, - __ о - заданная функция 

дх ду 
(х, у), то мы при-

дом к (21). 
Во-вторых, учитывая (21) § 155 и предполоmeние о том, что 

функции gik (х, у) при надлежат классу C(2J, можно рассматривать 

(ls2 = gl1 dx2 + 2g12dx dy + g22dy2 

нан квадрат линейного элемента на поверхности в евнлидовом 
трехмерном пространстве, причем х и у играют роль гауссовых 

нараметров. Кроме того, эта поверхность может быть отображена 
на евнлидову ПЛОС1ЩСТЬ (~, ТJ) с помощью локально топологиче
СIЮГО и конформного преобразованиЙ. Это означает, что если ис
Ifользопать «ИЗ0термичеСЮlе параметры» ~ = ~ (х, у), ТJ = ТJ (х, у) 
в ~честве гауссовых параметров на поверхности, то инвариант 

ds2 представится как произведение положительной функции g = 
= g(~, 'У) и еВI,ЛИДОВОЙ формы du2 = d~2 + (lТJ2. Следовательно, 
возможность нормализации ноэффициентов, выражаемой формула
ми (21), вытекает из изложенного в § 95. 

Следует упомянуть, что в случае изотермичесной нормализации 
(22) на поверхнос:r.и: формула 'для гауссовой кривизны К = К(х, у) 
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приводит К виду 

(4) 

где функция g = g(X, у) > о предполагается, конечно, принадле
il.ащеЙ к I\лассу С(2). 

§ 229. Предположим *), что g(x, у) = 1. Тогда И3 (1) и (21) - (22) 
имеем 

1 
L = -(х'2. + у'2.) + (ху' - ух')! + и, 

2 

х= x'-fy, у == у' + /х, (~) 

где через Х, У обозначены импульсы, т. е. частные проиэводные 
функции (51) по х', у'. В соответствии с (51) и (3) уравнения Лаг
ранжа [L]x = О, [L]1I = О И интеграл энергии (3) § 155 запишут-
ея в виде 

х" - 2шу' = и,,<, у" + 2шх' = иlI, 

1 
т (х'2. + у'2) - И(х, у) = h. 

Функция Гамильтона, соответствующая (5,), ра.вна (см. § 157) 

1 
Н= 2"(Х2.+ У2)_(хУ - yX)f- V, 

где 

1 
V=U-Т(Х2 + у2)f. (72) 

в соответствии с (51) и (62) функция (2) § 171 приводится 

м = (х'2. + у'2.)'/'(2и + 2h) '/. + (ху' - ух'). (8) 

§ 230. Введем в (71) новые координаты 5, ТJ и импульсы В, Н с по
мощью полностью канонического преобразования, определенного 
I:aK каноническое расширение координатного преобразованил, об
ратного к х = Х(6, ТJ), у = у (6, ТJ). Предположим, что зто коорди
натное преобраэование представляет конформное отображение 

*) Это предположение lIе приводит при фиксированном значении посто
янной интеграла энергии '~ к потере общности, поскольку можно отождест
вить функцию G § 180 с фующией g = g(x, у) и применить преобрnзование. 
указанное в § 180, к фушщпи Гамильтона Н =~ 1/2 (х2 + у2) g-I + ... , ассоци
ированной с ФУlПщией Лагранжа L = I/~ (2:'1 + у'2) g + ... 
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плоскости (х, у) на плоскость (6, '1), т. е. Z = х + iy - аналити
ческая функция Z = z(~) переменной ~ = 6 + iТJ и Zt =1= О в рас
сматриваемой области (см. § 52). Torдa (7t ) § 229 преобразовы
Ilается в (21) § 52. Следовательно, если применить в задаче с 
функцией Н = Н(З, Н, ;, ТJ) замену переменной (14), полагая 
G = IZ~(6 + iТJ) 12, то функция Гамильтона (15) § 180 при фикси
рованном значении постоянной энергии запишется в виде 

._ 1 1_ 
Н = "?(32 + Н2)-"2( IZ2 1,H -I Z2 I ТJ8)j - V(6, 11, h), (9) 

l'де в соответствии с (72) И § 52 

v = ( u - ~ 1 z 1 2р + h) 1 Z~ 12, 

41Zt21 = IZ21~; + I Z2\ТJ'I. 

в соответствии с § 180 интеграл энергии и новая независимая 
переменная t предстаВJIНЮТСЯ формулами 

II = II (3, Н, 6, ТJ, h) = h, h = О, 

t = t(t) = ~ IZt(~(t» 1-2 dt. 
Если положить 

u(s, 1'], h} = \Zt\2(U + h), 

w(s, 1']} = \zcI 2ro, 

( 1ft) 

(112) 

(12t ) 

(122) 

то лагранжевы уравнения и их интеграл энергии запишутся в виде 

~-- 2ro~ = fJ F.' ~ + 2006 = и 11' 

1· . -
'2 (62 + ТJ2 j - U (6, 1'], h) = О, 

где точкой обозначается дифференцирование по [. 
Действительно, согласно правилу преобразования, указанному 

н § 157, функция Лагранжа L = L (~, ~, 6, 11, lz), соответствующая 
функции (9), имеет вид 

- 1· . 1 . .-
L = '2(52 +ТJ2) +t(l z2 1F.1J-l z2 1115)! + и, (141) 

где 
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Так как фУНКЦИЯ х + iy = z = z(~) = z(~ + iТJ) удовлетворя
ет уравнениям Коши - Римана x~ = Yf), Хт) = -Y's, то сумма квад
ратов. в (142) сводится К 4Izlzlz~12. Поэтому из (101) видно, что 
фУНКЦИЯ (142) может быть записана в виде (121)' Кроме того, с 
IЮМОЩЬЮ (102) И определения лагранжевой производной [L]q 
(см. § 9) легко обнаружить, что лаграюкевы уравнения [L]s = О, 
[L)f) = О, соответствующие функции (141)' сводятся К (131), если 

- 1 
ro = I z~ 12/ +"4{ 1 z21 51's + 1 z21 Т]/Т]} 

или (в силу уравнений nоши - Римана) 

2~ = 21 z~ 12/ + Iz~12(x/x + У/у). 
Следовательно, (122) BblTel\aeT из (3). Наконец, посколы,у h = О 
согласно (11 t ), то интеграл энергии для уравнений (131) имеет 
в"ид (132)' 

§ 231. Как видно из (6t ), произведение функций +2ю (х, у) на 
I\омпоненты СI{ОРОСТИ х', у' следует интерпретировать I{ак корио
,1ИСО'вы силы. Согласно (3) система свободна от таl\ИХ си.'1 1'огда и 
только тогда, когда /(х, у) - однородная фУНl\ЦИЯ степени - 2. 
Очевидно, это будет тогда и только тогда, когда выражение 
(:r;y' - ух')Нх, у) совпадает с производной G' некоторой фУНКЦИИ 
G = G (х, у), подобранной соответствующим образом. Б соответ
ствии с § 156 для этого необходимо и достаточно, чтобы в (51) от
сутствовали линейные члены относительно х', у'. Другими словами, 
fLОРИОЛИСОВЫ силы отсутствуют тогда и только тогда, когда система 

обратима (§§ 155, 156 и §§ 209, 210). 
В этом случае (71) - (72) и (52) записывается в более простом 

FIще: 

х = х', У = у', 

3 (51), (61)' (62) перепишутся в виде 

.L = (х'2 + у'2) + и, 

х" = и.", у" = Иу, 

~ (х'2 + у'2) - U =h, 

( 1St) 

( 16з) 
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причем (62) остается без изменений (см. § 155). Аналогичным об
разом на основании (8) и формул в § 172 получим, что 

м = {2(х'2+ у'2) (и(х, у) +h)}'/2, 

w= ~ Mdt, 

W = ~ (х'2 + у'2) dt. 

Наконец, из изложенного в § 179 следует, что при фиксированном 
значении постоянной энергии h проБJIема интегрирования уравне
НИЙ Лагранжа (162) эквивалентна проблеме геодезических линиlr 
на поверхности S/" на НОТОРОЙ нвадрат элемента дуги ds2 llыража
r:тся формулой 

где 

(1S2 = g<h)(x, у) (dx2 + (ly2) , 

g(h) = 2(и(х, у) + h) 

(18) 

и х, у играют роль гауссовых параметров. Если K h = Kh(x, у) -
гауссова нривизна на S/" то в силу (4) 

(19) 

§ 231а. Знаменатель в формуле (19) не должен обращаться в 
нуль. Действительно, в соответствии с § 179 подразумевается, что 
lIереход от (162) - (16з) н (18) справедлив лишь при условии, ЧТО 
х'2 + у'2 =1= О или (в силу (16з)), что и(х, у) + h =1= о. Но тогда 
фОpIМ'ула (18) поназывает, что особым точнам поверхности Sh со
ответствуют именно те точки ПЛОСIЮСТИ (х, у), ноторые лежат на 
множестве Zh нулевой снорости. Действительно, согласно изложен
ному в § 167 множество Zh состоит из точен (х, у), где 
[j (х, у) + h = о. Следовательно, если исключить тривиальный 
с.ч:учаЙ и(х, у) = const, то Z/, представляет собой нривую на пло
СIЮСТИ (х, у). 

Разумеется, эта кривая но обязательно представляет сuбой 
связное множество, но может llметь довольно сложную структуру 

1I содержать изолированные ТОЧКИ. Множество Z/, может быть так
же пустым (см. § 168). 

§ 232. Возвращаясь 1\ общему случаю (см. § 22а) , можно сделать 
г.ывод, что если значение постоянной энергии h Фиксировано, то 
для понижеНIIЯ порядна системы (6д на единицу можно использо
IШТЬ интеграл (62). Для зтого следует, например, выразить у' с по
мощью (62) кан функцию х, у, х', h и переписать (61) в виде 
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системы трех дифференциальных уравнений первого порядка от
носительно х, у, х', в которых h играет роль постоянного параметра. 
Правда, можно выполнить подобную изоэнергетическую редукцию 
системы и иначе с целью прийти к уравнениям, имеющим более 
симметричную форму. Заметим прежде всего, что при заданном 
значении h интеграл энергии (6:l) определяет «трехмерное множе
ство» в четырехмерном пространстве. 

Пусть Mh - часть этого множества, где х'2 + у'2 =1= О, так что 
M h характеризуется условиями 

1 2" (х'2 + у'2) - И(х, у) - Jt = О, 1 
и(х, у) + h > О (х'2 + у'2 =1= О). J 

(20) 

M h есть также «трехмерное множеСТВQ». Оно состоит из тех со·· 
U (" ) стоянии х, у, х, у , которые удовлетворяют интегралу энергии 

(6:l) при фиксированном h, но не соответствуют точкам множества 
Zh нулевой скорости при этом значении. Другими словами, Mh со
етоит из тех точек пространства (х', у', х, у), которые, еСJIИ их рас.
сматривать как начальные для уравнения (6t), определяют h как 
постоянную интеграла энергии и отличную от нуля скорость 

(х'2 + у'2) '/'. Ограничение, налагаемое последним условием, ис
Iшючает на плоскости (х, у) лишь точки равновесия и точки воз
врата (см. § 169). Интегральная кривая, лежащая в Mh, имеет 
в каждой точи е плоскости (х, у) касательную, определяемую 
единственным образом. Если w - угол между этой касательной 

у' 
и положительным направлением оси х, то w = arctg" причем 

:l: 

х' и у' не обращаются одновременно на нуль (см. (20». Поэтому 
можно выписать формулы 

х' = vcos ш, 
, . 

у = vsш W, (21) 

где v > О и w = arctg ~. Если положить, учитывая (20). 

v = {2(И(х, у) + h) },/, > О, (22) 

то формулы (21) осуществляют параметризацию множества M h 

с помощью трех независимых переменных. Из (62) при этом вид
но, что величина v равна скорости (х'2 + у'2) '/', выраженной при 
фиксированном h через х и у. 

Упомянутая выше система трех дифференциальных уравне
ний может быть получена далее после того, как мы определим 
'lри функции Х, у, W трех независимых переменных х, у, w и 
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произвольно фиксированного параметра h по формулам 

w= -2ro+' 

у = vsinw, I 
и 11 сов w - и ж sin w , 

у 

(23) 
х = усовш, 

Х'де у определяется согласно (22), а иж, и1l зависят только от х, У 
(си. (3». в силу (21) ш' равно отношению у" х' - х" у' и х'2 + у'2. 
Учитывая же выражения для х", у" и х'2 + у'2, получаемые из 
(61) и (62), придем к выводу, что ш' равно функции w, определен
ной согласно (23). Аналогичным образом ПОJlУЧИМ на основании 
(21), (22), (23), что х' = Х, у' = у. Таким образом, искомые 
уравнения имеют вид 

х' = х(х, у, ш, h), у' = у(х, у, ш, h), ш' = w(x, у, ш, h). (24) 

. Решения системы (61) четвертого порядка, соответствующие 
постоянной энергии h, совпадают в силу (21) с решениями систе
}Ibl (24) третьего порядка, если исключить состояния X'2(t) + 
+ y'2(t) =·0 И определить функции х, у, w по формулам (23), 
(22). 

Дифференцируя функции (23) по х, у, w соответственно и учи
тывая (22), нетрудно установить, что 

хж(х, у, ш, h) + УIl(Х' У, Ш, h) + Ww(x, у, ш, h) == О. (25) 

§ 232а. Если k = k(t) обозначает кривизну и s = s(t) - длину 
дуги вдоль положительно ориентированной *) интегральной кри
вой х = х (t), У = У (t) с постоянной энергии h, то система трех 
уравнений (25), справедливых при х'2 + у/2 =1= О, эквивалентна 
двум уравнениям 

- 2roу -1:. и1l сов w - иж sin w , 
k = . , , s = У, (26) 

у2 

первое из которых в силу определения кривизны есть дифферен
I:,иальное уравнение второго порядка . 

• ) Кривая считается «ПОЛОilштельно ориентированной'>, если длина дуги 
s = s(t) возрастает вместе с t. Кривизна определяется нак производная dw , 

.. ds 
причем w - угол наклuна касательной к положительно ориiJНтированноii 
оси х. Заметим, что, в отличие от гауссовой кривизны поверхности, кривиз
на кривой определяетсн инвариантным образом только по абсолютuuму зна
чению. В соответствии с этим выражение для k 

k = (у"х' - х"у') : (х'2 + у'2)'/. 
dш 

содержит квадратный корень (~O), а выражение k= тв изменяет знак, 

если изменить направление отсчета длины дуги в. 
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Действительно, поскольку V = (х'2 + у'2) '/. > о согласно (22), 
dw 

а ds = (dx2 + dy2) '/', то s' =, У. Нроме того, поскольку k = - ds· 

или k' = ш' / s' === ш' / У, то (26) следует из (23), (24). 

§ 233. Рассмотрим, например, периодическое решение. Пусть 
/l - постоянная энергии и "t - период этого решения, соответст
лующего замкнутой интегральной кривой С на плоскости (х, у). 
Ifредположим для простоты, что С не имеет точек самопересече
ния «<петелы»), т. е. что С - жорданова н:ривая. Обозначим череа 
D область, ограниченную этой кривой. Предположим далее, что 
фующия (3), входящая в лагранжевы уравнения (61), eCTL 

()) (х, у) = 1. Нан:онец, предположим тан:же, что ни кривая С, ни 
область D не содержат точек множества нулевой СIЮрОСТИ Zh, т. е. 
что неравенство (22) удовлетворяется Бак на С, так и внутри С. 

Таким образом, лапласиан ~ (Jg и) === (lg и) хх + (lg и) уу являет
ся непрерывной фующией х, у в оБJIасти С + D. 

Покажем, что если эти преД1l0ложения выполнены, то период"t 
для данного решения может быть выражен с помощью двойного 
IIнтеграла 

1 =I~ ~ ~21gv(x, у, h)dxdy. (27) 
D 

Действительно, рассмотрим сначала случай, когда С окружает 
начало координат на плосн:ости (х, у) И эта I\ривая С ориентиро
вана положительно, т. е. угловая координата ш =' ш (t), опреде
JIЯемая согласно (21), возрастает (если ее отсчитывать против 
часовой стрелки) на 2л на t-интервале ДЛJшой l' > О. ТаI\ИМ об
разом, 

'r "t 

2л=~w'dt=-2"t,1+~ {Uусоsw-Uхsiпш}v-Idt, (28) 
о о 

IJ силу (24), (23), где, по предположению, w === '1 *). Следователь
ds 

но, изv = -- имеем 
dt .. 

- 2л - 2,; =f~ Unv-2 ds, 
С 

(29) 

*) n оfiратимо!tI случае, когда CI) = О. имеем -·2't(1J = О Д.rJя любого '{. 
Тогда 't .не входит в (29) и вместо свлаи между периодом 't и интегралом 
(27) получаем пр.остеЙшиЙ случай теоремы Гаусса - Бонне (см. конец 
§ 231). 
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tIoсl<олы<y согласно 

и = И(х, у) вдоль 
равна 

(21) производная по внешней нормали к 
положительно ориентированной кривой С 

- {и у соэ w - U х sin ш}. 

Однако VN = UпV-1 В силу (22). Поэтому подынтегральное выра
жение в (29) равно 

Tal< что криволинейный интеграл (29) равен ПО теореме Грина 
двойному интегралу (27). Следовательно, 

1 
't'=--I-n 2 . (30) 

:Это выражение для периода и является ИСl<ОМЫМ. ИЗ Доказатель
<ства ясно, как следует изменить (29) в случаях, когда замкнутая 
:nривая С ориентирована не положительно, а отрицательно или же 
;не окружает начало координат. 

Выше мы предполагали, что условие (22) удовлетворяется не 
'только на С, но и внутри С, т. е. в области D. Если D содержит 
I\онечное число точек (х, у) = (а, Ь), в которых функция (22) 
им€ет нуль порядка r ( = v (х - а) 2 (у - Ь) 2) при фиксированном 
<Jначении h, то при применении теоремы Грина следует выделить 
n интеграле (27) вокруг этих точек круговые области радиуса Е 
1I рассмотреть предел при Е -+ О. Как легко вытекает из теории 
логарифмического потенциала, это приведет к видоизменению со
отношения между 't' и 1, а именно к появлению дополнительных 
кратностей п. Очевидно, тот же результат справедлив и тогда, 
lюгда функция (22) имеет в конечном числе точек (х, у) = (а, Ь) 
нуль порядка rm , т> О, а также тогда, когда функция и(х, у) 
имеет и точнах (х, у) = (а, Ь) полюс некоторого порядка m. По
следний случвй встречается в ограниченной задаче трех тел. 

§ 233а. Из приведенного выше доказательства видно, что если С 
есть не простая замкнутая кривая, но состоит из Iюнечного числа 

«петелы, то формула (30) должна быть изменена с учетом ин
дексового числа, определяемого ветвлением С. 

ВОЗНИIшющие при этом проблемы существования связаны с со
отношениями Биркгофа для критических точек функций двух пе
ременных. Эти соотношения были выведены Биркгофом, а затем 
распространены Морсом на многомерный случай именно в связи 
с упомянутыми проблемами. 

14 А. Уинтвер 
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§ 234. Пусть (х (t), У ([» есть решение (G J ) с энергией h: 

x=x(t), y=y(t), (311) 

х'2+ у'2= 2(И(х,у)+h). (312) 

Предположим для простоты, что «угловая скоросты ffi = ы(х, у) 
определяемая согласно (3), постоянна, так что f = ы, И согласно 
(21) - (22) 

х"- 2ыу' = Их, у" + 2ых' = Иу, (321) 
1 . 

L = '2 (х'2 + у'2) + (ху' - ух') ffi + и. (322) 

Уравнения Якоби, определяющие смещение х = x(t), у = 
= y(t) для (311), имеют вид 

х" - 2ыу' = Иххх + Ихуу, I 
у" + 2ых' = И хух + И ууУ 
(Ихх = Uxx(x(t), y(t), ... ). 

(33) 

Действительно, И3 (322) видно, что функция Jlагранжа L, опр~де
ляемая формулой (212) § 101, есть 

где 

1 . 
L = 2(х'2 + у'2) + (ху' - ух') ffi + U (х, у, t), 

1 
U = -( Ихх х2 + 2Иху ху + Иуу у2) 

2 

11 Их", ... - известные функции Uxx(t) = Uxx(x(t) , y(t», ... от 
t вдоль задаиного решения (311) уравнений (322), а х, у - ком
поненты вектора х в (212) § 101. На основании (341) и (342) МЫ 
11 получим уравнения Якоби [L] х = О, [L] у = О, приведенные в 
§ 101 в виде (33). 

Заметим, что уравнения Якоби (33) имеют линейный интеграл 

x'(t)x' + y'(t)y' - и.~и)x -ПуЩу = h, (351) 
где 

h = const. (352) 

Действительно, (351) совпадает в силу (211) - (212) § 101 с (22) 
§ 101. 

В соответСТВИИ с (351) и С определением, данным в § 102, 
изо:шергетичеекое смещение решения (311) представится теми 
решениями x(t), y(t) уравнений (33), для которых имеет место 
тождество (по t) 

х'х' + у'у' = ихх + ИуУ, (36) 
т. е. 11 = о. 
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Согласно изложенному в § 102 частное решение уравнений 
(33), соответствующее изоэнергетичесним вариациям, имеет вид 

x=x'(t), y=y'(t). (37) 

§ 235. Предположим, что в рассматриваемом t-интервале решение 
(311) уравнений (321) не достигает множества Z" нулевой сно
расти, т. е. что обе части равенства (312) не обращаются на этом 
интервале в нуль. Это предположение энвивалентно условию, YI\a

аанному в §§ 232-233 и исключает случай, н:огда решение (311) 
или вырождается в одну точку на плосн:ости (х, у), или имеет 
при некоторых t точку возврата. Учитывал это, можн() опреде
лить для любого заданного решения х = х (t), У = У (t) уравне
ний (33) функцию п ='п(t), полагая 

d 
!l=- (381) . , 

v 

где 

d = х'у - у'х, (382) 

V = (х'2 + у'2) '/2 > О. (38з) 

в соответствии с этими формулами функция n = n (t) равна при 
каждом t проекции вектора смещения (x(t), y(t» на нормаль к 
интегральной кривой (311), причем направление этой нормали 
определяется знаком квадратного н:орня (38з). Фунн:ция п (t) на
зывается поэтому нормальным смещением решения (311), если 
только уравнения (33) обладают решением (x(t), y(t», с по-
мощью н:оторого n(t) представима в виде (381). ' 

Если, в частности, П (t) соответствует смещению (х (t), У (t», 
Д.ТIя которого h = О, то n(t) называется изоэнергетичесн:им: нор
мальным смещением для решения (311)' 

§ 236~ Ниже будет показано, что для заданной интегральной кри
Пой (311)' удовлетворяющей условию (38з), можно вычислить 
ЛIlШЬ единственную непрерывную скалярную фунн:цию х = х (t) 
тан:ую, что скалярная функция n ='п(t) представляет собой нор
мальное смещение тогда и 'fОЛЬН:О тогда, когда она удовлетворяет 

JJИнейному дифференциальному уравнению 

п" + x(t)n = О (39) 
(см. ниже (45) и (44». 

Это выглядит парадоксальным, тю, н:ан: общее решение урав
нения (39) содержит при заданном х (t) две про из вольных по
стоянных интегрирования. Между тем изоэнергетичесн:ое смеще
ние (x(t), y(t», определяющее n(t), зависит от трех таких по
стоянных (общее решение уравнений (33) зависит от четырех 

14* 
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постоянных интегрирования, одна из которых фИl\сируется бла
годаря изоэнергетическому условию (352»' 

Объясняется такой факт тем, что в соответствии с (381) - (382) 
тривиальное решение n = О уравнения (39) соответствует не 
только тривиальному решению x(t) = О, y(t) = о уравнений 
(33), но также и изоэнергетическому смещению, получающемуся 
при умножении функций (37) на произвольную постоянную с. 
Эта постоянная и является недостающей третьей поетоянпой ИН
тегрирования. Действительно, функции (37) не могут обращать
ся тождественно в нуль и представлять тривиальное решение 

х = О, у == О, так Юl/К иначе решение (311) вырожда;юсь бы в точ
ку равновесия, а это исключено в силу условия (38з). 

При построении функции ох (t) для уравнения (39) при помо
щи дифференцирования и соответствующих алгебраических пр е
образований используется соотношение 

( 
1 ' "2 v2) d' - [х"у' - у"х'] и2 = 

= {х'х' + у'у' - х"х - у"у} (х'у" - у'х") + (х"2 + у"2) d, (40) 

нредставляющее собой алгебраичеСI\ое тождество, поскольку в 
силу (382) - (38з) 

d' = х"у - у"х + х'у' - у'х', 

(-~ и2 )' х'х" + у'у". 

§ 237. Пусть (х (t), у (t» - изо:шергетичеСI\ое смещение. Тогда, 
дифференцируя (411) по t и выражая затем х", у", х"', у'" В d" 
с помощью (33) и соотношений, получающихся при дифференци
ровании (321), легко найдем, что 

d" = - 200 {х'х' + у'у' - х"х - у"у}+ 

+(Uxx +Uyy)d+2[x"y'-у"х'], (42) 

поскольку 00 = const, d = х'у - у'х. Подставляя в (40) выраже
ние [х"у' - у"х'] , получающееся из (42), и замечая, что выра
жение в фигурных скобках в (40) и (42) равно в силу (36) и 
(321) 

200 (х'у - у'х) = 2ood, 
придем !{ уравнению 

d' , 
и<' ( и2 ) + ud = О, (43) 

где 

и = 2 (х"2 + y"Z) - 4 (х"у' - у"х') 00 + (4ы2_ихх-иуу) и2. 
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Выражая х", 1/' с помощью (321), получим и в виде 

и = 2 (й~+и~) + 4 (иху'-иух') (о- (4ы2_ихх-иуу) и2 , (44) 

где в силу (38з) И (311) 
и2 = 2(U+h). 

Наконец, полагая в (43) d = vn (см. (381», придем к ныводу, 
что уравнение (43) относительно d принимает форму (39); явное 
выражение для х = х (t) следующее: 

и"и - 2и'2 + и 
х= (45) 

§ 237а. Остается доказать обратное, а именно то, что любому ре
шению n (t) уравнения (39) соответствует изоэнергетическое сме
щение (х (t), У (t», удовлетворяющее соотношениям (381) - (382), 
пли что каждому решению d(t) уравнения (43) соответствует 
пара функций х (t), У (t), удовлетворяющих уравнениям (33) и 
соотношениям (36), (3~). 

Для этого обозначения через dO, х'О, ихо, ... значения, которые 
принимают функции d(t), x'(t), Ux(x(t), y(t» при некотором 
фиксированном t = f!J. Тан нан в силу (38з) величины х'О, у'О од
новременно в нуль не обращаются, то пусть, например, х'О =1= о. 
Определим далее четыре величины ха, уО, х'О, у'О с помощью трех 
линейных соотношений 

х"ОуО - у"ОхО + х'Оу'О - у'х'О = d'o, 

(46з) 

Если фИI\сировать произвольно хО, то эти соотношения представ
ляют собой линейные алгебраичеСI\ие уравнения относительно 
трех величин уО, х'О, у'О с определителем - (х'Ох'О + у'Оу'О) =1= о. 

Пусть х = x(t), У =·y(t) - решение уравнений (33), соот
ветствующее начальным значениям хО, уО, х'О, у'О, заданным при 
t = tO. Тогда соотношение (36) удовлетворяется, поскольну 11 

силу (46з) интеграл уравнений (33) записывается именно в виде 
(351) и постоянная (352) обращается в нуль. Следовательно, по
JfaГая 

d(t) ='х'у - у'х, (464) 

можно на основании изложенного в § 237 за.ключить, что Функ
ЦЮI d = d (t) является рещением уравнения (43). }{роме того, 
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ао =. dO, а'о = d'O В силу (46 t ) - (462). Так как дифференциаль
ное уравнение (43) обладает при заданных начальных значениях 
do, d'O только одним решением, то d(t) = d(t). Таким образом, 
решение d(t) уравнения (43) И представлено в желаемом виде 
(382) . 

§ 238. Оставляя в стороне исследования смещения решения x(t), 
у (t) уравнений (32 t ), допустим, что скорость v (t) = (х'2 + у'2) '/, 
вдоль ;)того решения обращается в нуль при некотором t, например 
при t = О (но не тождественно при всех t). Тогда интегральная 
!'rивая имеет при t = О точку возврата. Если обозначить через 
х, уО начаш,ные значения х(О), у(О) функций x(t), y(t), то из 
изложенного в § 168 видно, что точка (хО, уО) плоскости (х, у) ле
жит на кривой 

и(х,у)= -.h 

нулевой скорости. Кроме того, из резу"ьтатов в § 1ББ СJlедует, что 
эта кривая имеет в точке (хО, уО) определенную нормаль, а в 
~ 170 поназывается, что любая интегральная нривая «отражает
сю> от кривой нулевой скорости в трансверсальном направлении. 

n данном случае траневерсальное направление к кривой (465) 
совпадает с направлением нормали, так как коэффициенты gi/t 

L выражеНlШ (322) для фУНlщии L соответствуют ешшидову про
странству. Поэтому интегральная кривая (31 t ) при t --+ +0 ка-. 
еается нормали !{ кривой (465) В точке (хО, уО) и располагается 
при малых t ~ О по одну сторону от этой кривой. 

Пусть положительное направление нормали к I{РИВОЙ (465) в 
ТОЧI,е (хО , уО) совпадаlО"Т с касательной !{ интегра.'IЬНnЙ ·кривоЙ n 
этон т()чке (т. 'О. в точке возврата), проведеиной в ту же с·г,)роиу 
от кривой (465), где располагается интеграЛhНая кривая. Такая 
hасательная в точке возврата будет называться также положи
тельной. 

Предположим, что w (х, у) = 1, тю, что уравнения (32t ) за
пишутся в виде 

х" = 2у' + их, у" = - 2х' + и у. (47) 

Нокажем, что если наблюдатель движется вдоль интегральной 
кривой (31 t ) в направлении, соответствующем возрастанию t, то 
при прохождении точки возврата положительная касательная в 

этой точке будет оставаться для него всегда с левой стороны. От
сюда, в частности, вытекает, что положительная касательная яв

пяется внутренней касательпой в точке возврата. 
Тю{ Бак уравнения (47) остаются без изменений как при по

етоянном вращении, так и при переносе системы координат (х, у), 
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ТО можно предположить, что точка (хО, уО) совпадает с началом 
lшординат (О, О) и что положительная нормаль к кривой (465) 
В точке (О, О) совпадает с положительной полуосью х. Тогда 
и: = О, и поскольку одновременное обращение в нуль производ
IIЫХ СЮIOвой функции U~, u~ возможно лишь в точке равнове
сия (см. § 165), то U~ =1= О. Так как в точке возврата х' = у' = О, 
ТО из (47) видно, что 

х"О = и: =1= О, у"О = О. 
Однако положительное направление касательной в точке возвра
та совпадает с положительным направле

нием оси х, так что x(t) > О (=хО) при 
малых t ~ О и согласно формуле Тейлора 
х"О > О. Таким образом, 

хО = О, уО=О, 

х'О = О, у'О = о, 

х"О = U~> О, у"О = u~ = о. 

I
Y 

--v 
I - .... --

I 
! 

Рис. 2. 
Дифференцируя второе из уравнений (47) 
по t при t = О, получим на основании 
(481) - (48з), что у"'О = -2х''О. Следова
тельно, по формуле Тейлора имее~{ н силу (481) - (48з) при 
t-+ +0 

х (t) =' at2 + о (t2 )" 

2 
у (t) = - -3 аtЗ + о (1 t 13), 

(49) 

где а = const.:;; О. Из (49) непосредственно вытекает указанное 
выше правило направления двил;ения по кривой, а также видно, 

что обе ветви интегральной кривой вблизи точки возврата име
ют в первом приближении характер полукубической параболы 
(рис. 2). 

§ 239. Если смещение (x(t), y(t») для решения (311) известно, то 
в соответствии с § 85 можно приближенно найти решения уравне
ний (321), близкие по начальным данным к (311). Таково практи
ческое значение результатов, полученных в § 236. Действительно, 
в этом параграфе определение семейства решений уравнений (33), 
;щвисящих от трех постоянных, сводится, с ОДIIОЙ стороны, К реше

нию уравнения (39). С другой стороны, нахождение общего реше
ния системы (33) четвертого порядна, т. е. введение четвертой 
постоянной интегрирования требует уже лишь одной квадратуры 
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(четвертой является постоянная (352), соответствующая отклоне
нию от изоэнергетической вариации). 

Однако результаты, указанные в § 236, нельзя применить в 
окрестности такого t, например t = О, при котором скорость 
l' (t) = (х'2 + у'2) '/, вдоль решения (311) обращается в нуль. Если 
же v (t) = О, то трудности не возникают (хотя формулы (381), 
(39), (43), (45) теряют смысл). 

Действительно, если (311) есть равновесное решение, то опре
деление смещения x(t), y(t) становится согласно изложенному в 
§ 89 тривиальной задачей. 

Поэтому остается рассмотреть случай, когда v(t) равно нулю 
при t = О, не обращаясь тождественно в нуль при любом t. Тогда 
дифференциальное уравнение (43), а следовательно, и коэффи
циент (45) уравнения (39) имеют при t = О особенность (что со
гласуетс.я с геометрическим смыслом формул (381) - (38з ) , так как 
кри<вая (311) имеет тогда точку возврата при t = О). Следова
тельно, необходимы непосредственные исследования приближенно
го поведения интегральных кривых, близких к исходному решению 
(31 i ) с точкой возврата при t = О. 

§ 240. Переходя к таким исследованиям, предположим, что за
данная интегральная кривая (31t ) обладает свойствами, рассмот
ренными в § 238. Для того чтобы получить интегральные кри
вые для уравнений (47), близкие по начальным данным к (311), 
заменим начальные данные (481) - (4~) следующими: 

хО = О, уО= О, 

х'О = О, у'О ~ О, 

l'де у'О - произвольная малая постоянная (значение у'О = О со
ответствует решению, имеющему точку возврата). Нетрудно по
лучить с помощью таких же вычислений, нание были исполыю
ваны в § 238, что в случае начальных данных (501) - (502) имеем 
при t-- ±О 

х (t) = (у'О + а) t2 + y'O~t3 + О (1 tЗ 1), j 
(51) 

у (е) = y'Ot + ( у'О" - -~ а )t3 + О ( I t I З), 

где постоянные а, R, '\1 зависят тольно от чисел U о U о U о t' , х, жу, уу 

и не зависят, следовательно, 

а (= 1/2и хО) имеет то же самое 
(поэтому а > О в силу (49». 

от параметра у'О. В частности, 
значение, что и в случае у'О = О 

Предположим, В частности, что у'О - малое положительное 
число. Тогда, ПОСНОЛЬНУ а> О, из (51) видно, что y(t) оБР8ща~ 
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етсЯ IВ нуль не только при t = О, но та:кже при некоторых малых 
положительных J[малых отрицательных значениях t, равных при 
малых у'О приближенно :корням :квадратного уравнения 

у'О + (У'оу - ~ а ) t2 = О. 

Поэтому эти значения близ:ки при у'О -+ +0 к 
3 

( 

у'О )/' ( 2 ~ У'О)", 
± - -,- --2- '" + --а- (а = const > О) 

yOy--а 
3 

(52) 

Поскольку y(t) обращается в нуль при t = О и также при двух 
значениях t, близких к t = О и определяемых приближенно со
гласно (52), легко сделать ВЫВОД, что при 
'1алых положительных значениях ПОСТОЯIl

ной интегрирования у'О интегральная кри
вая (51) имеет небольшую петлю (вырож-, 
дающуюся в точку возврата при у'О -+ +0). 
Направление движения по этой пеТJШ 
подчиняется в силу соображений, основан
ных на непрерывности, правилу, которое 

указывалось в § 238. Оно согласуется с 

!I 

х; 

формулами (51). 
Эти результаты становятся более по-

Рис. 3. 

нятными, если заметить, что кривая нуле-

IIOЙ скорости, соответствующая постоянной энергии h для реше
ния (51), не остается одной и той же при у'О = О и при малых 
у'(I> О. Действительно, подстановка функций (51) в (312) пока
зывает, что h =, h(y'O) - непрерывная фующия, достигающая 
при у'О = о экстремального значения. Это справедливо та:кже и 
при отрицательных значениях у'О (малых по абсолютной величи
не). Для таких у'О решение (51) уравнений (47) не имеет ни пет
ли, ни точки возврата. Так :как :кривая нулевой скорости изменя
ется вместе с у'О,ТО становится понятным, почему решение (51) 
имеет точку возврата только при у'О = О. . 
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ОРБИТЫ 

§ 241. Рассмотрим случай, когда U (г) = г1 (см. § 218). Тогда 

1 
L = -2 (х'2 + ,11'2) + г1, \ 

н == -~ (х'2 + у'2) - г1 , 

(1) 

где r = (х2 + у2) '/. и импульсы L:x" L y' сводятся к скоростям х', 
у'. Согласно (11 t ) - (11 з ) § 211 уравнения движения и интегра
.1Ы энергии и площадей имеют вид 

х" = - х,.---З, у" = _ у,.---З, 

1 
·2 (х'? + у'2) - г1 = h, 

ху' - ух' = с. 

Исследование кривой, представляющей произвольную орбиту 
уравнений (21) на позиционной плоскости (х, у), может быть 
проведено следующим образом. 

Прежде всего из (21), (2з ) вытекает, что 

су" = (х,.---I)', сх" = (- ,11,.---1)', 
откуда 

су' = х,.---1 + А, сх' = - у,.---1 - В, 

где А, В - постоянные интегрирования. Используя далее (22) , 
(2з ), получим, что 

А2 + В2 = 1 + 2Jlc2, (3д 

с2 = Ах + Ву + г; 
Очевидно, (32) есть уравнение коничеr.кого сечения. 
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Для того чтобы упростить исследование этого конического се
чения, заменим постоянные (h, с) интегралов энергии и площа
дей эквивалентными ll{JСТОЯННЫМИ интегрирования (а, е) в слу
чае с2 ~ О, h =1= О, полагая 

и 

е = (1 + 2hc2 ) '/, ~ О, 

а = (- 2h) -1, если h =1= О, 

р = с2 > О, если h = О, 

(4) 

где IIОДIюренное выражение n формуле для е не может быть от
рицательным *). ДеиствитеJIЬНО, из (31) видно, что всегда 
1 + 2hc2 ~ О. 

§ 242. Из (31) также видно, что та ветвь ионического сечения, 
Rоторая может выродиться вполупрямую, проходящую через точ

ку (х, у) = (О, О), имеет в этой точке фокус. При этом вырожде
ние не имеет места тогда и толыю тогда, когда с =1= О. (Тот факт, 
что прямолинейное ДВШl-\ение при h:::; О характеризуется значе
нием с = О, ,вытекает также 113 (2з». Нроме того, лепю на осно
вании (31) и (4) yCTaHoВlfТЬ, чт'о 2а (~() п е(:;?-:О) -- БО:l'ыuая 
ось и эксцентрис.нтет, а р - параметр конического сечения (32). 
Так нан а и -1 / h имеют согласно (4) один и тот же знак, то 
независимо от значеНIIЯ с случаи эллипса, гиперболы или парабо
лы характеризуются неравенствами h < О, h > О и равенством 
h = О соответственно. Следовательно, интегральная кривая на 
плоскости (х, у) является замкнутой, если h < О. в этом случае 
период решения х = х (t), У =' У (t) пропорционален 1 h I-'!>' по
сколr,ку (см. § 160а) в данном случае Р-l - 1 = -3/2. Из (4) вид
но, что эллипс превращается n ОI\РУЖНОСТИ: тогда и только тогда. 
когда (см. (181) § 216) 

1 + 2hc2 = О. (5) 

Общие соотношения (4), (41) между постоянными интегрирова
ния h ~ О, с ~ О и геометричеСI\ИМИ величинами а ~ О, е ~ О 
или р ~ О таковы, что 

е = О, еели (-2h)-1 = а = с2 > О, (6) 

('сли с =1= О, то е ~ 1, а ~ О для h ~ О и: р > О для h = О, (7) 
если с = О, то е = 1 для h § О и р = о для h = О. (8) 

"') Легко провеРIПЬ, что это ограНПЧРRJН' на постоянные IIНТРГРlIрования 
11, с ;"ЮШВН:II?IIТIIО ОГРНIIJlчеНIIJО, налагас)IOМУ на траЮiТОРШО С ЭНСРГJlей 1/. 
МНО1Ксстщш ну.'Iсвой <:I\OPOCTJI, СООТВСТСТВУЮЩЮ,1 данному h (СМ. § 24Зi. 
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Тот фaJКТ, что В формуле (4) встречается только с2 (но не с), оче
виден, поскольку при ;замене с на -с мы изм,еняеJlI лишь направ

ление движения, но не интегральную кривую (см. § 214). 
Легко проверить *), что если h > О и с =1= О, то орбита пред

ставляет собой ту ветвь гиперболы, которая обраrцена своей вог
нутостью к фокусу (х, у) = (О, О). 

§ 243. Согласно (22) уравнение н:ривой нулевой скорости при за
данном значении h имеет вид 

(х2 + у2)-'/. = - h, 

так что эта кривая cyrцecTByeT только при h < О и представляет 
собой окружность с центром в начале координат (х,у) = (О, О). 
li силу (4) ее радиус равен 2а, где а - радиус круговой орбиты 
с постоцнной энергии h. Так как 2а не зависит ОТ с, то видно, что 
интегральная кривая с постоянной энергии h < О имеет общую 
точку с окружностью нулевой скорости лишь тогда, когда е = 1, 
т. е. когда эллипс вырождается в прямолинейный отрезок, пред
ставляюrций собой радиус окружности нулевой скорости. Если 
же е < 1, то, очевидно, эллиптическая орбита лежит целиком 
внутри кривой нулевой скорости. 

Все ска;занное согласуется с изложенными выте результата
ми (см. §§ 169-170) относительно точки возврата. Заметим, од
нако, что общая теория неприменима к решению, достигающему 
фокуса (х, у) = (О, О), поскольку эта точна является для пра
IIЫХ частей уравнений (21) особой. 

§ 244. Если фиксировать некоторое значение h ~ О, то квадрат 
элемента дуги на поверхности Sh (см. § 212) равен 

ds2 = g(dx2 + dy2) = g(dil- + il-drp2) , 
l'де 

Следовательно, особенностями на этой поверхности вращения 06-
llадают параллелъные круги (или точки), где g = 00 или g = О, 
т. е. где (х, у) = О, О или г1 + h = О. Особенности первого типа 

*) Действительно, чис.литсль в формуле (26) § 232а для кривизны k за
писывается в случае произвольвой силовой функции и = U(r) в ('111) 
§ 211 в виде 

где lV = ш(t) - угол 
щштнжении и• < О. 

(ycosw-хsiпw)U,. 

r 

наклона ю!са'rельно.й к траектории. В случае силы 
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могут иметь место при любых h ~ О, а особенности второго типа 
(соответствующие кривой нулевоii скорости) лишь при h < О. 

Исключая эти многообразия особых точек на Sh, можно сде-' 
лать на основании (13) § 212 вывод, что поскольку и = ,1, то 
I'ayccoBa кривизна определяется на поверхности Sh по формуле 

1 
Kh(r) = - 4 h(1 + гh)-З. 

Следовательно, эта кривизна всюду положительна, равна нулю 
или отрицательна, если h < О, h = О или h> О соответственно. 
Другими словами, каждая неособал точка на Sh является эл лип
тичес.коЙ, параболичесIШЙ или гиперболической (в смысле опре
делений [Дифференциальной геометрии) в заВИСИМОС1И от того. 
ка!Кой орбите (эллиптической, параболической, гиперболической) 
на плос!Кости (х, у) соответствует постоянная энергии h. В част
ности, метрика на поверхности Sh будет евклидовой тогда и толь
ко тогда, когда h = О. Отсюда следует, что если .h ;::: О, то на гео
дезических линиях поверхности Sh не существует сопряженных 
точек. 

§ 245. Если 8 =. S (t) - длина дуги вдоль некоторой интеграль
ной кривой х = x(t), у = y(t) с фиксированной энергией h ~ О 
на плоскости (х, у), то 8'2 ='х'2 + у'2, так что согласно (17з) 
~ 231 

W' = 8'2 = х'2 + у'2, 
Р 

W = ~~ s'2dl~ 
ре 

(9) 

(10) 

!'де функция W определяется так же, как и в § 99, а интегриро
вание в интеграJIe (10) ведется вдоль данной орбиты между ФИI{
сированной ее точкой PO(x(tO),y(to» и переменной ТОЧIЮЙ 
Р (х и), у (t) ). 

Покажем. что если исключить случай прямолинейной интег
ральной кривой (с = О), то для функции (10) переменной t мож
но дать по всех трех случаях h < О, h = О, h > О простую гео
метрическую интерпретацию. Действительно, если h ~ О, т. е .. 
если коническое сечение имеет два фокуса О, F (О - начало, 
Iюординат на плоскости (х, у), совпадающее с F в случае круго
RОЙ орбиты), то такая интерпретация, как и в случае интеграла: 
(2з), связана с понлтием двумерной секторной скорости. При: 
этом параболический случай h = О не исключается. Пусть h ~ O~ 
и пусть через а = a(t) обозначается площадь сектора, ограни
ченного дугой РО Р интегральной кривой х = х (t), У = У (t) JI 
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радиус-векторами O/J{J, ОР. Тогда а' (t) - секторная СI\ороеть 11 

2а' = с, причем, по предположению, с =1= о . .кроме того, еели че
рез l =, l(t) обозначить длину перпеНДlшуляра, опущенного из О 
па !{аса тельную к интегральной кривой В точке Р (t), то da = lds 
и а' = [в'. 

Исключим пока параболический случай h = о. Обозначим че

l,ез а = а (t) и Т = Т (t) функции, которые определяются тю, же, 
н ак и функции а (t), l (t), но после замены фокуса О на фокус F 
и при сохранении точек ро, Р. Тогда мы получим соотношение 

о' =, Тв', аналогичное соотношению а' = ls', так что а'а' = llS'2. 
Однако в силу свойств эллипса и гиперболы произведение II не 
обращается в нуль, так что а'а' пропорционально в'2, а следова
тельно, В силу (9) пропорционально И"'. Так как о' также отлич
но от нулн, то отсюда следует пропорциональностъ функций (]' (t) 
и W'(t). 

Таким образом, если площадь сектора а = a(t) с вершиной 
J: фокусе О пропорциональна t при любых h;: о, то площадь сек-
тора а = ~(t) с вершиной в фокусе F пропорциональна функции 
Н' = ИI (t) при h §: о. Легко устаПОDlIl'Ь, что такая интерпрета
ция фУНlщии W = И1(t) остается справедливой и в предельном 

случае h = о. в этом случае следует определить а (t) как сектор, 

ограниченный дугой jJOP параболы, осью параболы и перпендику
лярами, опущенными из ро и Р на ось параболы. 

§ 246. Ниже мы будем рассматривать точку О как фокус орбиты 
также и в прямолинейном случае с = о. Другой фокус, сущест
гующий лишь для эллипса или гиперболы (h §: О), назовем (так
же в круговом случае О = Р) (<пустым» фоr,усом. Будем считать, 
что в фокусе О помещено притягивающее тело. 

Если через ро = PO(t) и Р = P(t) обозначены точки орбиты, 
соответствующие фиксированному tO и переменному значению t 
с.оответственно, то эта же самая пара точек ро, Р может соответ
ствовать вообще двум различяым парам значений tO" t. Пус.ть эта 
неопределенность (которая возникает лишь при h < О или с = о) 
I1сключена с помощью требования, что t - первый момент, сле
дующий непосредственно за tO и: соответствующий положению Р. 

§ 247. Если ввести полярные координаты q1 = " qz = qJ и приме
пить, например, формулы (22) § 116а, то увидим, что промежу
ток времени t - tO, разделяющий два положения ро, Р, зависит при 
фиксированном h только от радиус-векторов ,о =,o(t), r = r(t) 
11 угла qJ - <р0 между ними. Другими словами, промежуток t - tO 

fmляется при фиксированном h локально однородной фующией 
г.елпчин ,о = ОРО, r = ОР, а также длины р = рор хорды дуги 
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раР. Это справедливо, нонечно, не только в ньютонианском случае 
и=г1 • 

Однако мы покажем, что именно в нъютониансн:ом случае за
висимость промежутка времени при фиксированном h от сторон Го!, 
r, р треугольника рроо такова, что го! и r входят лишь в комбина
ции го! + г. Можно Сl{азать иначе, что t - tO является при фикси
рованном h локально однозначной 
функцией периметра го! + r + р 11 

хорды р. Этот результат, носящий 
название теоремы Ламберта и имею
щий фундаментальное значение в тео
рии определения орбит, ни в какой 
1шре не очевиден, ПОСIiОЛЬКу он не 

справедлив для произволъной сило

вой функции, например для U(r) = (J:-------r-o:---~рО 
=.,'А. (h = COllst). 

Доказательство теоремы Ламбер-
та может быть вообще получено пу
тем применения теоремы Гаусса
Бонне на поверхности вращения S" 

Рис. 4. 

(см. § 244). Однarю более короткое доказательство достигается 
непосреДСТЕенным путем при использовании «интеграла Бельтра

ми - Гельберта) или «изоэнергетического деЙствия. vV» следую
щим образом. 

§ 248. Так как pu фИl\сировано, то можно рассматривать радиус
вектор r и хорду р как биполярные координаты точки р, а О и РО 
как полюсы. Тогда из (35) § 56 следует, что функция Лагранжа 
(1) § 241 выражается через координаты qt = 1/2(r-p), q2 = 
- 1/2 (г + р) следующим образом: 

L=~ ~ (-1)i(q2-qj) '.2+ 1 
2 (1)2 q, ql + q2 

i=1 q~ - '2 rO 

Соответствующая функция ГаМИJIьтона Н = Н (Рl, Р2, ql, q2) имеет 
DИД 

Следовательно, если обозначить для сокращения записи 

G(Wx, х) = - 2{х + hхЧ+ {х! - (~ го )2} w~, (11) 
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'1"0 уравнение в час'l'НЫХ производных (15) § 114 запишется 1) виде 

(12) 
или 

Так как (11) не изменяется, если заменить W1(. на -W1(.' то реше
пие W =, W (qt, q2) уравнения (12) может быть получено в ре
вультате интегрирования в пределах от Х. = qt до Х = q2 некото
рой функции f = f (х) одной Ilеременной х.. Эта функция 
определяется на основании выражения (11), из rюторого видно, 
что можно положить 

f(x) = V 2 (х + {r' )-1 + h. 

Если ввести вместо Х. переменную l' = Х. + 1/2r'J, то увидим, что 
функция 

q'+T
D
' 

W = 21/. ~ (1'-1 + h) 1/.d1' (13) 
q,+r% 

(2q1. = r - р, 2q2 = r + р, ( ) '/, ~ О) 

координат ql, q2 И постоянных интегрирования lz, rO удовлетворяет 
уравнению (12). Следовательно, из формул (22) § 116а выте
кает *), что частная ПрОИ3ВОДlIaЯ функции (13) по h равна 
t + const. Однако из (13) также видно, что W h = О тогда и толь
ко тогда, [щгда ql = q2, т. е. ·если (рис. 4) r = r'J. Посrюльку зна
чения r и r'J соответствуют моментам t и tO, то на основании (13) 
получим, что 

It.(r'-h+p) 

t - to = W h = 2-'/· ~ (г1 + h)-'/'d1', ( )-1/, ~ о. (14) 
lf,(tO+r-р) 

Интеграл в правой части этой формулы зависит при фиксирован
:ном h лишь от периметра ,.о + r + р и хорды р, что и доказывает 
теорему Ламберта . 

• ) в § 116 предполагается, что удовлетворяется условие (t8), сводящее
сл в данном случае к следующему 

Wqll,Wq,T'- wчlт.Wq,l. =1= о. 

Однако если исходить из формулы (13), то легко проверить, что это условие 
удовлетворяется для всех интегральных кривых, отличных от прямой линии 
ПЛИ онружности. 
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§ 249. Очевидно, что интеграл (14) выражается в элементарных 
фУНКЦИЯХ от пределов интегрирования. Однако ПОСl:ОЛЫ{У интеграл 
(14) являетсн алгебраической функцией с вещественными точка
ми разветвления даже в простейшем случае h = О, то мы встре
чаемся с неоднозначностью. Кроме того, этот интеграл был полу
чен в предположении, что момент t достаточно близок к tO (см. 
§ 246), а сами формулы в § 116а, приводящие к (14), опираются 
на локальную теорему существования решения дифференциаль
ных уравнений. Однако из соображений, опирающихся на анали
тичность, можно заключить, что если выбрать соответствующую 
Еетвь элементарной многозначной функции, определяемой соглас
но (14), то этот интеграл справедлив при любом t - to. 

Если исключить прямолинейный случай (с = О, h~ О), ко
торый можно в дальнейшем охватить путем очевидного перехода 
It пределу, то правильный выбор соответствующей ветви при вы
числении интеграла (14) приводит к следующим формулам. 

В параболическом случае имеем 

1 _ 
t - tO = -6 {(го + г+ р)'/' +(r> + г - р),/.} (h = 0), (151) 

где нижний или верхний ЗНaI< (т. е. + или -) берется в зависи
мости от того, содержит ли заштрихованный на рис. 4 сегмент 
внутри себя фокус О или не содержит. 

В гиперболичеСIЮМ случае (h > О) определим сначала един
ственным образом пару вещественных величин uо и и по фор
мулам 

{ 
1 },/, 

uо = 2 arcsh 2(rO + г - р) h , 

}
,/, 
(О<uО<u). 

'Тогда (14) приведется к виду 

t - tO = (2h)-'/'{ (sh и - и) =F (sh uо - UО )} (h>O), (15:!) 

I'де правило выбора знака такое же, как в формуле (151). 
в эллиптическом случае (h < О) определим сначала единствен

ным образом пару вещественных величин uО , и по фОРМУ.тIам 

{ 1 }'/' uO=2arcsin -2(rO+г- р)h , 

{ 1 }'/' и = 2 arcsin - -2 (гО + г + р) h (О < uО < и < л) 
( 15з') 

I S А, Уивтнер 
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предположим, что сегмент, заштрихов~нный на рис. 4, не coJl;ep
жит внутри себя пустой фокус F. Тогда формула (14) запишется 
в виде 

t - t O = (- 2h)-'I,{(u - sin и) + (uо - sin UО)} (h < О), (15з) 

где правило выбора знака такое же, как и в предыдущих слу
чаях. 

Вместе с тем, если заштрихованный на рис. 4 сегмент содер
Жит внутри себя пустой фокус F, то мы придем к формуле, полу
чающейся ИЗ (15з) пос.ле замены и на 

и' = 2л: - u. 

Разумеется, в формулах (151) - (15з') корень А '/. (или A±'I.) 
из А считается положительным и моменты tO и t имеют тот же 
смысл, что и в § 246. Так как упомянутая в § 246 неопределен
ность возникает при с =1= О лишь в эллиптичеСl\ОМ случае, то впол
не естественно, что формулы (15з') - (15з"), соответствующие 
J~ < О, оказываются более сложными, чем (151) или (152) - (152'). 

§ 250. Обозначим через ~h семейство тех интегральных кривых 
на плоскости (х, у), для которых постоянная энергии имеет неко
торое фиксированное значение h. Если h < О, то из (4) видно, 
что ~I' состоит из тех эллипсOl~ на плоскости (х, у), которые име
ют общий фокус в О и одну и ту же длину большой оси 2а = 
= _h-l • В то же время эксцентриситет (О ~ е ~ 1) и направле
ние большой оси на плоскости (х, у) произвольны. Таким обра
зом, каждый эллипс, содержащийся в 1:h, встречается в ~h во 
всех возможных положениях относитеJIЬНО О. Разумеется, окруж
ность (е = О) с диаметром -h-1 встречается лишь один раз и 
радиусы окружности радиуса _h-1 и с центром в О рассматри
ваются как эллипсы с эксцентриситетом е = 1 (с = О; см. § 243). 
Аналогичное описание семейства ~h можно сделать на основании 
(4) также и при h = О или h > О. 

Ниже будем предполагать, что h < О. Тогда можно сказать, 
что семейство 1:h состоит из всех эллипсов (включая отрезки), 
для которых окружность с центром в О и радиусом 2а является 
направляющей окружностью *). Эта окружность, которую будем 
обозначать через Dh , представляет собой согласно изложенному 
R § 243 кривую нулевой скорости, соответствующую данному зна
чению h. Ее уравнение имеет вид 

где а = (-2h)-1 > О. 
(16) 

*) Вершины любого ;jЛЛПlJса находятся на равном расстоянии от фокуса 
и соответствующей ближайшей точки направляющей окружности. (Прuм.. 
перев.) . 
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§ 251. Выберем 1Jнутри Dh (но не в центре О) точку Ро, обозна
чим через rh (РО ) подмножество ~'" состоящее из тех интеграль
ных нривых с постоянной энергии lz, но торы е проходят через Ро, 
и пусть Eh(Po) - эллипс, касающий
ея окружности Dh и имеющий фоку
сы в О и Ро • Если через АВ = ВА 
обозначить расстояние между двумя 
точками А, В, то из (16) видно, что Р;· 
большая ось эллипса Е" (Ра ) равпа 

(2а - ОРа) + ОРо + (2а - ОРо) -
=4a-ОРо, (17) 

и она больше 2а, так нак О < ОРа < 
< 2а. Следовательно, Dh не является Рис. 5. 
направляющей Е" (РО) и эллипс 
Eh (РО ) не является интег-ральной кривой с энеРl"ией h (это спра
веДJIИВО, конечно, и в исключенном случае, когда РО = О, так как 
Е" (О) = Dh ). Оказывается, что эллипс Е" (РО) представляет собой 
огибающую подмножества r h (РО ) *). 

*) Действительно, положения точеk Р эллипс.а С, принадлежащего 
Г" (Ро ), а Т31\же точС!{ Q эллипса Е" (РО ) характеризуютсл СООТllошенилми 

OP+PF = 20., 

OQ + QPo = 4а - ОРО, 

(1) 

(Щ 

где 20. II 40. - ОР - большие оси эллипсов С и Е" (Ро ), а О, F и О, РО - фоку
сы эллипс.08 С, Е" (РО ) соответственно. Пусть РО * - точка эллипса С, лежа
щал на продолжении прлмой PoF (рис. 5). Тогда 

ОРО + PoF = 2а, 

OP~ + P~P = 2а, 

РОР + P~P = PoP~, 

(III) 

(IV) 

(У) 

причем справедливость (V) очевидна из рис. 5. Из этого рисунка также вид
но, что ее.'1П РО * =1= Р, то три точки Ро , Р, F или неколлинеарны или 
р = Ро . При этом РоР < PoF + PF в обо.их случалх. Это неравенство с учо
том (I) и (IIl) можно записать в виде 

ОР + РРО < 40. - ОРо, 

так что в силу (II) точка Р лежит внутри эллипса Е,,(Ро). Если же Р = Ро, 
то из (Ш), (IV), (У) следует, что соотношение (П) удовлетворяетсл при 
Q = РО *. 

В СООТRеТСТIJIШ са сказанным точка Р эллипса С лежит или внутрп 
эллипса Е,,(Ро ) или на нем, еСЛlI Р =1= РО * или Р = РО * соответственно. Одна
ко при ФIlксированном РО точка РО * единственная (см. рис. 5). Следователь
но, эллипсы С II Е" (РО ) кас.аютсл друг друга в их общей точке РО *. Так как 
это справедливо для любого эллипса С из семейства Г" (Ро ), то Еп (РО) яв' 
ллетсл огибающей Э1'аго семейства. 
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Ниже нам потребуется рассмотреть точки Po~ = Pr/ (С) и 
Ро" = Ро**{С), лежащие на эллипсе С (см. рис. 5), причем F
пустой фокус (см. § 246). Разумеется, Ро* =1= Ро =1= Ро'" также 
и тогда, когда Ро лежит на одной прямой с фокусами О, F и 
Ро* = Ро**. 

§ 252. Изложенные выше результаты становятся более нагляд
ными, если неСIЮЛЬКО иначе подойти к такому анализу. Пусть 
nнутри окружности п" дана наряду с точкой Po{=I= О) также точ
н:а P{=I=O). Пусть Вл обозначает окружность, касающуюся ок
ружности D h И имеющую центр в R, причем R совпадает с Ро или 
Р, так что в силу (16) радиус B R равен 2а - RO. Так как интег
ральные кривые, принадлежащие ~h, имеют согласно изложенному 
в § 250 общий фокус и общую направляющую окружность, то вид
но, что любая интегральная кривая с постоянной энергией h( <О) 
проходит через обе ТОЧКИ Ро, Р тогда и только тогда, когда ее пустой 
фокус .является общей точкой двух окружностей Вр", Вр• Также 
видно, что ВРа и Вр или пересекаются в двух различных точках, 
или касаются друг друга, или не имеют общих точек в зависимо
сти от того, где лежит точка Р: внутри эллипса, касающегося Dh и 

Рис. 6. 

с фокусом Ро, на нем или вне его соот
ветственно. Так как этот эллипс явля
ется имено эллипсом E h (Ро) , опреде
ленным в начале § 251, то отсюда 
следует, что число интегральных 

I\РИВЫХ с постоянной энергии h, про
ходящих через обе точки Ро, Р, рав
но 2, 1 или О в зависимости от того, 
где лежит Р: внутри, на или вне 
Е" (Ро) (рис. 6). (Отсюда, очевидно, 
вытекает, что E h (Ро) - огибающая 
семейства эллипсов rh (Ро); см. § 251.) 

Пусть точка Ро фш\сирована, а Р 
лежит внутри или на Е" (Ро), и пусть 
С = Ср (Ро), С' = Ср'(Ро) .- две ин
тегральные кривые с постоянной 

энерши h, проходящие через обе точки Р, Ро, так что Ср =1= Ср, или 
Ср = Ср, в зависимости от того, лежит Р внутри или на El.{P)O' 
Пусть через Р = Fp{Po) и F' = Fp,(Po) обозначаются в обеих слу
чаях пустые фокусы эллипсов С и С' соответственно, а О - общий 
фокус С и С'. Наконец, пусть / = /р = /р(Ро) - общая хорда [Ро, 
Р] эллипсов С и С', так что / - главная ось в предельном случае 
С = С'. Легко видеть, что еСJIИ точка Р находится в Eh(Po). т. е. 
если С = С', то оба цюкvса одного из двух ЭJIЛИПСОВ, например С, 
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лежат по одну сторону от хорды 1. В то же время фuкусы О и Р' 
эллипса С' отделены друг от друга хордой 1. 

§ 253. Проведенный выше элементарный анализ позволяет рас
смотреть проблему минимума для вариационной :шдачи Ь vV = о, 
где 

Р 

W= ~ {2(U+h) (х'2+ y'2)}'/'dt, 
Р. (18) 

r = (х2 + у2) '/', 
причем h фиксировано и отрицательно, а символ б означает, что 
rраничные точки Ро, Р также фиксированы (см. § § 95 и 172). 

Прежде всего заметим, что подынтегральная функция в (18) 
совпадает с фующией (11) § 179, составленной для данной зада
чи. Следовательно, в соответствии с результатами, изложенными 
в § 172, множество ~" решений с постоянной энергии h совпада
ет с множеством регулярных (т. е. не ломаных) ЭI{стремалей за-

дачи-БW = о. Нююнец, из изложенного в § 177 видно, что вопрос 
о том, достигается ли минимум W на отрезке интегральной кри
вой р!? с постоянной энергии h, эквивалентен вопросу, касающе
муся расположения сопряженных точек. Результаты, изложенные 
n §§ 250-252, дают ответ на этот вопрос в эллиптическом случае 
l~ < о. Действительно, сравнивая изложенное в конце § 252 с тем 
фактом, что E h (ро) является огибающей интегральных привых, 
проходящих через Ро, легко приходим *) к следующему резуль
тату. 

Абсолютный сильный минимум интеграла (18) достигается на 
отрезке эллиптической траектории р!?, взятом на эллипсе С (см. 
обозначения в § 252), но не на эллипсе С'. Кроме того, если ро 
фиксирована, а Р - переменная точка эллипса С, то дуга р!?, 
не содержащая ТОЧIШ Ро", будет соответствовать сильному мипи-

*) Если использовать способ построения сопряженных точен в lJариаци
()нном ис·числении. 

Следует упомянуть, что проблема 6W = О, где J/ < О, была первым при
мером, рассмотренным Якоби при разработке теории сопряженных точек 
Термин «l'.опряженная точка» в вариационном исчнслении и возник именно 
при анализе этого при мера, поскольку в нем такие точки ПВ:Jнютен сопря

женными в соотвеТСТВIIИ с теорией ионических сечений (см. рис. 5). 
Аналогичным обрааом, .тrоманая экстремаль на рис. 7, указанная Тод

гунтером, лвляется, по-видимому, r.а~rьш перпым ПрИ1l!rром разрывного ре

щенля в наРlIаЦИОНlro~I иr.числеНИlI(. 
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муму до тех пор, пока точка Р лежит между РО и Ро·, а положи
тельное направление вдоль эллипса соответствует движению от Р 
н Ро· И затем к ро•• (см. рис. 5). Если же рассматривать точку Р, 
расположенную справа от Ро' (см. рис. 5), то ПОЛnЖJlтельно ори-

-------- ентированная дуга РОР эллипса С ,.' ............ 
/' " не будет. уже соответствовать ми-

,/ 'нимуму (даже слабому). Наlюнец, 
/ ,,'/Ро предельный про межу точный слу-

( ~"""'/. :::н:Го а~~л~~:б~етсо~~~~~~::;:; 
\'\\ """"'/ совпадению обоих эллипсов С и С'. 

Точка Р лежит тогда на Eh (Ро) 
\ , (см. § 252). 
",/'Р Исключая этот предельный 
О случай и расематривая сразу оба 

Рис. 7. 

эллипса, имеющие общую дугу 
РоР, увидим, что всех возможных 
случаев Оl\азывается четыре. Они 

имеют место в зависимости от того, заключает в себе эллиптиче
с:кий сегмент, стягиваемый дугой роР, оба фо:куса, один фокус или 
ни одного. Эти четыре случая совпадают с теми, Iшторые получа
ются при комбинировании знаков (+) в формуле (15з) и замены 
u. на и' = 2л: - и в этой формуле. 

§ 254. В § 253 предполагалось, что точ:ки РО и Р могут быть со
единены по :крайней мере одной интегральной кривой с постоян
ной энергии h (и, конечно, не более чем двумя). 

В соответствии с изложенным в § 252 это будет иметь место 
тогда и только тогда, rюгда точна Р лежит внутри или на E h (Ро). 
Следовательно, задача Kw = о не будет обладать регулярной 
:жстремалью, если Р находится вне Eh (РО). В этом случае абсо
лютный сильный минимум функции (18) достигается на ломаной 
экстремали PoQoQP, представляемой на рис. 7 отрезнами PoQo 
и QP радиусов OQo и OQ вместе с дугой QoQ направляющей ок
ружности (16), т. е. кривой нулевой скорости. Это обнаруживает
ся при проверке того факта, что обычные достаточныс условия 
для экстремали, дающей абсолютный сильныii минимум, удовлет
воряются по крайней мере тогда, когда точка О не лежит на пря
мой, соединяющей точки Ро и Р (выбираемые, конечно, внутри 
Dh ). Эта ломаная экстремаль существует и тогда, когда Р нахо
дится внутри или на Eh (РО) , т. е. когда существует танже и глад
ная экстремаль (см. § 253). 

Заметим, что отрезки PoQo и QP радиусов окружности Dh яв
лнются также согласно изложенному в § 243 гладкими э:кстрема
J[ЯМИ функции (18), а в угловых точках Qo, Q ломаной экстрем/I,-
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ли QoQ (рис. 7) удовлетворяются хорошо известные условия 
Вейерштрасса - Эрдманна. Наконец, дуга окружности QoQ ниче-
1'0 не прибавляет к интегралу (18), так как функция и + h = 
=== (г1 + h) в подынтегральном выражении обращается вдоль 
Э'I'ой дуги В силу (22) В нуль. 

§ 255. Выше был рассмотрен только эллиптический случай 
h < О. Если h ~ О, то в силу последнего замечания в § 244 мож
ио как будто ожидать, что интегральная кривая с постоянной 
эпергип h обеспечивает собственный сильный минимум функции 
(18) при произвольном расстоянии РоР вдоль этой кривой. Одна
ко это не имеет места, поскольку оказывается, что так же, как и 

в § 253, приходится выбирать между двумя коническими сече
IIИЯМИ и при h ~ О. 

Как мы увидим ниже, фактическое упрощение при h ~ u 
сводится к тому, что то положение (см. § 254), когда точки РО 
и Р не могут быть соединены одной интегральной кривой с по
стоянной энергии h, возникает лишь при h < О. в соответствии 
с этим при h ~ О не существует кривой нулевой скорости (см. 
§§ 243-254). 

§. 256. Рассмотрим сначала случай h > О. Согласно изложенному 
в § 242 семейство ~h всех интегральных кривых с постоянной 
энергии h состоит из тех гипербол на плоскости (х, у), которые 
имеют фокус в начале координат О и обладают вещественной 
осью, равной -2а = h- I • Вместе с тем направление вещественной 
оси этих гипербол и значение ЭI\сцентриситета произвольны. Ра
зумеется, под гиперболой с фокусом в О подразумевается та ветвь 
гиперболы, которая обращена вогнутостью к О, а полупрямые, 
выходящие из О, должны рассматриваться как гиперболы с минп
мальным эксцентриситетом е = 1. Геометрическое описание, при
веденное в § 252, может быть приспособлено и к данному случаю. 

Пусть даны на плоскости (х, у) две различные точки РО и Р 
(не совпадающие также с О). Обозначим через B R окружность 
(' центром в R И радиусом -2а + OR, причем R - одна из двух 
точек Ро, Р. Так как -2а = h-I > О, то сумма двух радиус-век
торов -2а + ОРо, -2а + ОР превосходит расстояние РоР и, сле
довательно, окружности Вр" Вр всегда пересекаются в двух раз
JIИЧНЫХ точках, например F и р'. Поэтому из определений гипер
болы и семейства ~I, вытекает, что для любой пары точек Ро , Р 
существуют две и только две интегральные кривые с постоянной 

энергии h, например С и С', соединяющие РО с Р. При этом F 
и р' - пустые фокусы гипербол С и С' соответственно. Если че
рез 1 обозначить общую хорду РоР гипербол С и с' и если исклю
чить предельный случай коллинеарности точек О, Ро, Р, то эта 
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хорда пересекает вещественную ось одной гиперболы, например С, 
между фокусами Ои F; в то же время вещественная ось гипер
болы С' пересекается хордой 1 так, что оба фокуса О и F лежат 
по одну сторону от 1. 

РаLС1l1атривая в данном случае вопрос о построении интеграль

ных кривых с постоянной энергии h, проходящих через РО (см. 
§ § 252-253), можно сделать вывод, что на дуге РоР гиперболы 
С нет точек, сопряженных с Р. В то же время для гиперболы С' 
Шlутренняя или конечная точки дуги РоР сопряжена с Ро. В пер
вом случае хорда 1 = РоР не проходит, а во втором случае про
ходит через общий фокус О гипербол С и С. 

в соответствии со сказанным две точки Ро, Р на плоскости 
(х, у) всегда могут быть соединены отрезком дуги РоР интеграль
ной кривой С с sаданной постоянной энергии h > О, причем ин
теграл (18) достигает вдоль этого отрезка собственного сильного 
минимума. В то же время отрезок дуги РоР интегральной кривой 
С' не соответствует даже слабому минимуму интеграла (18) (по 
J\райпей мере, если хорда 1 = РоО не проходит через О; этот же 
1IJ1едельный случай аналогичен рассмотренному в §§ 252-253, 
"огда точка Р лежит на E h (РО) и он требует непосредственного 
анализа) . 

Тю, как 1 переСCJ\ает вещественные оси гипербол С и С' мещ
'\У фокусами О, F и вне фокусов О, F' соответственно, то два от
резка (Ро, Р), (Ро , Р) интегральных кривых в данной экстремаль
ной проблеме соответствуют двум знакам в (152). 

§ 257. Оставшийся случай h = О можно было бы рассматривать 
НЮ\ предельный для сложного эллиптичесного (§ 253) или для 
гиперболичеСIЮГО (§ 256). Однако представляется предпочтитель
ным провести анализ непосредственно следующим образом. 

В сеответствии с изложенным в § 242 семейство ~o всех ин
тегральных кривых с постоянной энергии h = О состоит из тех 
нарабол, фокус которых совпадает с началом координат О на пло
скости (х, у), а директрисы суть прямые произвольного направле
НИЯ If находящиеся на произвольном расстоянии р от О. Разуме
ется, полупрямые, начинающиеся в О, следует рассматривать кю{ 
Ilараболы с параметром р = О. 

Пусть даны на плоскости (х, у) две различные ТОЧIШ Ро, Р, не 
совпадающие с О. Обозначим через BR(R = РО или R = Р) окруж
ность, проходящую через О и с центром в R. Через Т и Т' обозна
чим две общие касательные, проведенные к окрущностям Вр" Вр, 
а через N и N' - прямые, проходящие через О и перпендикуляр
ные к Т и Т' соответственно. Из опредеJrения параболы и из при
веденного выше определения Lo видно, что прямые N и N' и только 
;~ти прямые являются осями, а прямые Т и Т' - директрисами па-
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рабол, представляющих собой интегральные кривые, проходящие 
через обе точки Р, Ро• Если обозначить через С и С' эти две пара
болы, то С = С' тогда и только тогда, когда Т = Т', т. е. когда 
точки О, Ро, Р коллинеарны. Исключая этот предельный случай, 
увидим, что общая хорда 1 = РоР парабол С и С' пересекает ось 
одной из двух парабол, например С, располагаясь по ту же сторону 
от фокуса, что и директриса "т параболы С. Uкончательные сообра
жения и результат те же, что и в гиперболическом случае (см. 
§ 256). 

Очевидно, что двойной знак в (15t ) соответствует двум воз
можным вариантам, представимым отрезками (Ро , Р), (Ро , Р) 
двух парабол С И С'. 

АНОМАЛИИ 

§ 258. Согласно изложенному в § 241 интегрирование уравнений 
[L]:r = О, [L]y = О, где 

т. е.уравнениЙ 

L 1 , '2 1 
=2"(x 2 +Y )--i' (1 j ) 

х" +хгЗ = о, 
у" +уг3 = О } 

n смысле построения орбит на плоскости (х, у), но не опреде
ления зависимости х, у от t, может быть достигнуто с помощью 
интегралов 

1 2- (х'2 + у'2) - r-1 = h, 

ху' - ух' = с 

(,ез выполнения фактических квадратур (см. § 218а). Этот факт, 
n~CЬMa важный для определения орбит, не имеет места, если за
менить ЗaIIOН Ньютона и =, г! произвольным законом и = ,"'. 
Если орбита, выраженнан с помощью ПОСТОЛlшых интегрирования 
(4) § 241, известна, то промеЖУТОI\ времени, разделяющий два 
положения на орбите, определяется с помощью формул (15 j )

(15з) § 249. 
Однако все это уводит нас от вопроса о построении общего ре

шения уравнения (11). Действительно, определение ноординат 
3', у нан функций времени для данной СОВOI\упностп постоянных 
интегрирования связано с весьма неприятным процессом ПСI\ЛЮ

ченил соответствующих переменных из формул, ПРIlведеНIIЫХ н 
§§ 241, 249. По этой причине будем теперь рассматривать х, у 
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непосредственно как функции времени и постоянных интегриро
вания. 

§ 259. С этой целью можно применить преобразование, указанное 
в § 230. Положим z = ~2, так что I Z~ 12 = 4 (~2 + '1']2) И 

Х = ~2_'I']2, у= 26'1'], (31) 

Е= 4{62 + '1']2) = 4(х2 +у2)'/2 = 4r, (32) 

где точкой обозн~чается диффер-енцирование по новой независи
мой переменной t. Так как I Z~ 12/ r = 4, то, сопоставляя (121)
(122) § 230 с (12) § 258, получим, что 

и = 4 + 4 (~2 + '1']2) h 

И w = О. Поэтому при помощи (131) - (132) § 230 получим, что 

6= 8h~, '1'] = 8hч, 
- (~2 + ~2) + 8 (62 + '1']2) h = -8. 

Координаты 6, '1'] являются параболическими I\оординатами:, ука
занными в § 54, с началом в ТОЧI\е r = О. Полагая 

'У = -У{+ 32h), если h ~ О" и 'У = 4, если h = О, (51) 

и = 'Yt (h ~ О, 'У > О) (52) 

и обозначая постоянные интегрирования через а и р, увидим, что 
соотношения (41) удовлетворяются *) I если 

i 
~ = acos-u, 

2 

1 
~= ach 2 u, 

1 
~=2a, 

. 1 
'1']= рsш-u, 

2 

1 
тj = р sh 2 u, 

1 
'I']=-~u, 

2 

(6) 

где h < О, h> О, h = О соответственно. Однако функции (6) 
должны удовлетворять инвариантному соотношению (42). Так KaI{ 

cos2 u = 1 - sin2 и, ch2 и = 1 + sh2 и, 

*) При замене четырех постоянных интегрирования (41) двумя постоян
ными интеrрирования а, ~ общность не теряется. Это будет показаво в § 261 
1{ объясняетсн тем фаКТОlll, что можно выбирать ПРОlf3ВОЛЬНО направлРние 
ОСИ х на JIЛОСКОСТИ (х, у) И Начало отсчета времени t. 
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ТО ИЗ (5{) - (52) видно, ЧТО В силу (~) постоянные а, ~ удовлет-
воряют соотношению 

1 
a2 ±AZ= --

l' h' 

ссли h ~ О и ~2 = 2, если h = О. Отсюда вытекает, что если 
h ~ О и если положить а = (-2h)-I, то существует единствен
ная величина е ~ О такая, что 

Еси же h = О, то а2 = 2р, ~2 = 2 и величина р ~ О единственная. 

§ 260. Подставляя (6) в (31) и используя полученные формулы 
для а и ~, легко найдем, что 

x=a(cosu-e), y=a"y1-e2 sinu, если .h<O 
(а> О, о:::;;; е :::;;; 1), 

х = а (ch и - е) , у = а -Уе2 - 1 sh и, если h > О 
(а<О, e~1), (7) 

1 -
х = - (р - u2) , У = -ур и, если h = о. 

2 . 

Так нан r2 = х2 + у2, то при h < о, h > О или h = О имеем 

r= 

соответственно. 

I 
a(1-ecosu), 

-a(echu-1), 

1 
"2 (р + u2

) 

(8) 

Отсюда вытекает, что если to - постоянная интегрирования, то 

-УаЗ (и - е sin и), 

t - to = -У-аЗ (е sh и - и) , (9) 

в трех соответствующих случаях. Действительно, из (32) и (52). 
где 

dt 
t = а-' л. = const, . t 
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ВИДНО,что 

t = ~ ~ rdu. 

Следовательно, (9) следует ИЗ (8), (51) И из определения а =
= (-2h)-i, а ~ О, h ~ О. 

§ 261. Положим временно 

если h ~ О, и 
х=х+ае, 

1 
Х=Х-2"Р' 

сели h = О, а также ij = у при h ~ О. Положим также 

(10) 

Ь2 = + а2 (1- е2), (11) 

если h ~ О, так что Ь2 > О при е =1= 1 и Ь2 = О при е = 1 В силу 
(7). Очевидно, что формулы (7) можно записать при h < О, 
11. > О, h = О в виде 

х = а cos и, у = ь sin и, J 
х = а ch и, ii = ь sh и. 

1 -
х = - 2 и2, fj = -УР и 

(12) 

соответственно. iJти формулы представляют соответственно эл
липс, гиперболу и параболу. Центр в первых двух случаях опре
деляется координатами х = у = О, а длина осей равна +2а> О, 
21 Ь 1 ~ О. В третьем случае в точке (х, у) --.:... (О, О) расположена 
вершина параболы, а р ~ 0- параметр. Поэтому из (10) следу
ет, что начало координат (х, у) = (О, О) является фокусом во всех 
трех случаях. Формула (11) показывает, что величина е пред
ставляет собой в первых двух случаях эксцентриситет. Следова
тельно, постоянные а, е, р в формуле (7) совпадают с постоянны
ми а, е, р в § 242, таи что D силу (4) § 241 

и е = (1 + 2hc2) '/, ~ О, а = (-2h)-t, если h =1= О, 1 
р = с2 ~ О, если h = О. 

( 13) 

Геометрический смысл вспомогательной переменной и, связанной 
с t формулами (9), очевиден из (10) - (12). Вспомогательная пе
ременная и называется эисцентричесиой аномалией. 

§ 262. Заметим, что геометрический смысл переменной и теряет
ся, если с = О, причем h ~ О, т. е. если е = 1 при h ~ О или 
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р = о при h = О. Если с =1= О, то движение точки по интеграль
ной кривой вокруг начала координат (х, у) =.= (О, О) прямое при 
с> О и обратное при с < О (см. § 214). Эта двойственность от
ражается наличием квадратных корней в формулах (7), (9) и не
явным образом формулами (11) - (12). Легко проверить, что эти 
квадратные IЮрНИ следует брать с тем же знаком, какой имеет с 
(в частности, малая ось 2Ь оказывается отрицательной при h < О, 
если движенпе обратное). В силу результатов, изложенных в 
§ 214, можно рассматривать без потери общности лишь прямое 
движение (с > О, 1'> О, h~ О), если только исключить случаи, 
когда само понятие прямого движения не определено, т. е. случай 

прямолиuейного движения (с = О, 1'- О, h ~ О). 

§ 263. Предположим, что рассматривается движение, отличное от 
прямолинейного, т. е. что с =1= О. Тогда О :::;; е < 1, или р > О, 
если h < О, h > О или h = О соответственно. Следовательно, если 
г, ш обозначают полярные координаты с полюсом в (х, у) = (О, О) 
и угол ш = О соответствует направлению на периастр, т. е. ми
нимальному значению радиус-вектора, то уравнение конического 

сечения запишется в виде 

а(1-е2) 
г= , 

1 + есоsш ( 14) 

если (-2а)-1 = h, или 
р 

г=---....::......---

1 + cos ш ' 

еели h = О. Согласно (8) минимум r достигается во всех трех 
случаях h;:: О при u = О. Согласно же (9) при и = О имеем 
t = to. Следовательно, если <р - полярный угол, отсчитываемый 
от положительной полуоси х, и если ось х не совпадает с осью 
симметрии конического сечения, то 

х= rcos<p, 
Ш= <р-ы, 

ro={<P)t=t., 

у =. rsin~, ] 

где постоянную интегрирования (15з ) можно характеРИЗ0вать в 
некруговом случае (е =1= О) также тем условием, что min r«(j) = 
= г(ы). Переменная (152) в формулах (14), (141) называется ис
тинной аномалией. 

§ 264. Если с > О, то истинная аномалия ш является монотонно 
возрастающей функцией эксцентрической аномалии и наоборот. 
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Имеют место следующие формулы: 

w 
tg-= 

2 

У 1+е и 
--tg-
1-е 2' 

У е+1 и 
--th
е -1 2' 
и 

-=-, 
-УР 

(16) 

rдe h < О, h > О, h = О соответственно и квадратный корень бе
рется со знаком +. Действительно, подставляя (151) - (15з) в (21)' 
получим, ЧТО . .,:z.w' = с. Следовательно, ш' > О и w = w (t) явля
ется монотонно возрастающей функцией. То же самое справедли
во в силу (32) и (52) для и = и (t). Кроме того, при и = О полу
чим в силу (8) и сказанного в § 263, что w = о. Поэтому на ос
новании первого ИЗ двух соотношений 

а. 1- tg2 _ 
2 

cos а. = 
а. 

1 + tg2 '2 

а 
(17) 

2tg-
2 

sin а. = 
а. 

1 +tg2
2 

лешо установить, что (16) вытекает (если У> О) из (8) и (14). 

§ 265. Если с -=1= О, то целесообразно ввести вместо времени t но
вую независимую. переменную ~ по формуле 

~= n(t-to}, (18) 

l'де n2 = а-З, n2 = _а-З, n2 = 4р-З при h < О, h > О, h = О со
ответственно, постоянная интегрирования n считается положитель
ной при с> О и отрицательной при с < О, а to совпадает с одной 
из постоянных интегрирования, неявно определяемых формулами 
(14) - (15з). По причинам, которые станут очевидными из изла
гаемого в § 276 для случая h < О, линейная функция (18) вре
мени t называется средней аномалией. 
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§ 265а. Из (9) и (18) видно, что эксцентричеСI\ая аномалия и = 
= u(t) совпадает со средней аномалией ~ = ~(t) только в I\Pyro
вом случае е = О, когда u(t) не отличается в силу (16) и от ис
тинной аномалии ш = ш(t). 

Функцию 

в=ш-~ 

времени t называют уравнением центра *). 

(19) 

§ 266. Соотношение между временем и эксцентрической анома
лией называют (во всяком случае, при h < О и е = 1) уравнени
ем Кеплера. Важная роль этого уравнения видна из того, что 
после нахождения и, мы получим х = x(t), У = y(t) по форму
;raM (7). Если: с =1= О, то формулы (9) можно переписать с по
мощью (18) в виде 

~= 

и - е sin и, 

eshu- и, 

( 
1 иЗ)! -и+зр Ур. 

(20) 

~ 267. В соответствии с § 214 мы сможем найти функцию r =. 
= r(t) при любом фиксированном значении постоянной инте
грирования с из уравнения [L*]r = О, описывающего систему 
с одной степенью свободы, к которой применимы результаты 
§§ 185-190. 

Пусть, например, h < О, а предельные случаи, когда е = 1 
(с = О) или е = О, r(t) ='const, исключены. Тогда для нахожде
ния периодических решений r = r(t) уравнения [L*]r = О при
менимы результаты § 188. Оказывается, что роль новой незави
симой переменной t (см. § 188) играет в этом случае именно 
эксцентрическая аномалия и. Другими словами, формула (7) 
§ 188 справедлива при q =, r, t = и, если ~ равно ман:симуму, 
<i u. - минимуму r. Этот результат непосредственно вытекает из 
шшоженного в § 188 и из формул (8) - (9) § 260, причем экстре
мальные значения равны а. = а (1 - е), ~ = а (1 + е). Соответ-

*) llОЗНИI<новение таного названия восходит н древним временам, когда 
астрономы называли «уравнением» и «неравеяством» те величины, под ко

торыми в настоящее время понимают «коррекцию» и «отклонению) соответ

ственно. Тпким образом, «уравнение центра» означает нечто подобное «по
правке за счет отклонений от кругового движению). Эта поправка опреде
ляется формулой (19), причем равенство w(t) = ~(t) справедливо лишь 
в круговом случае е = о .. 
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С1венно (91) § 188, если положить в этой формуле to = О, 
Vo = -уаз, Л1 = -еуаз, ЛN = о, n> 1, совпадает с (9) § 260. На
nонец, коэффициенты Фурье (102) § 188, где q(t) === r(t), выра
жаются через бесселевы функции (см. § 278). 

Зависимость между r и t нуждается в униформизации не толь
ко в описанном эллиптическ·ом случае, но также в гиперболиче
ском и параболическом случаях (h ~ О, с :::1= О) . 

ДействитеJIЬНО, в этих случаях r(t) при изменении t от -00 

до +00 принимает любое значение, превышающее min r(t) = 
= го> о, дна и только два раза. В соответствии с (8) и (9) экс
центричесная аномалия является и в этих случаях униформизую
щей переменной. 

Фактически эксцентрическая аномалия и является в силу (7) 
и (9) униформизирующей переменной не только для r(t), но также 
и для х (t), у (t) независимо от значений постоянных интегриро
вания h, с. В этом заключается аналитичеCIше значение эксцент
рической аномалии. 

§ 268. В §§ 263-267 предполагалось, что с =1= о. Положим те
перь с = О, так что движение оказывается (см. § 242) прямоли
нейным и можно предполагать, что оно происходит вдоль оси х. 
Тогда y(t) - о, r = Ixl и (11)' (21) перепишутся в виде 

х" + х 1 х 1-3 = о, 

1 
__ х'2 = Ixl-1 + h 2 . 

Так как масса, покоящаяся в начале оси х, притягивает движу
щуюся частицу с силой, увеличивающейся с уменьшением 1 х 1 , 

то и без интегрирования уравнения (21) сразу видно, что каждое 
решение х = x(t) этого уравнения должнu стремиться к нулю с 
приближением t н: неll:ОТОРОМУ конечному to. Таким образом, дви
жение сопровождается всегда столкновением двух тел. Алгебраи
ческое дифференциальное уравнение (211) обладает при х = О 
особенностью, и, более того, любое решение этого уравнения име
ет при t =. to особую точкr, если x(t) -+ О при t-+ to. Действитель
но, из (212) видно, что Ix'l -+ 00 при Ixl -+ о. 

Можно показать, что эксцентрическая аномалия является ло
нально регуляризирующей переменной, устраняющей особую точ
l:y аналитической функции x(t) времени t. 

Прежде всего, если с = о, то согласно (13) имеем е = 1 в эл
липтическом и гиперболическом случаях (h ~ о) ир = о в пара
болическом случае (h =. О). Следовательно, формулы (7) и (9) 
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перепишутся в виде 

х= 

t-to= 

а(сов u - 1), 
a(ch u -1), 

1 
-_и2 

2 ~ 

1'аЗ (u-siпu), 

1'- aS(sh u - и), 

аЗ 

241 

(221) 

n соответствии с этими формулами столкновение имеет место при 
l(. = О, 2л, ... , если h < О, или лишь при и = О, если h ~ О. 

В силу периодичности движения при h < О достаточно рас
смотреть тогда лишь одно значение и = О. 

Выберем далее ось t так, чтобы момент t = О соответствовал 
значению и = О, т. е. положим to = О. Тогда формулы (221)
(222) заменятся во всех трех случаях следующими: 

t = uЗР~(u), 
где Pj(z), j = 1,2,- степенные ряды, сходящиеся при всех z, 
с вещественными коэффициентами и с не обращающимися в нуль 
свободными членами Pj(O). Поэтому, исключая и n окрестности 
значения и = О (t = О), получим при достаточно малых I t I 

ос> 

x(t) = (it)2 ~cn("~i)n, (23) 

где со =1= О и Сп ~ О. 
Отсюда вытекает, что х (t) имеет один и тот же знак как при 

малых положительных, так и при малых отрицательных t, т. е. 
что частица, движущаяся вдоль оси х, отражается при столкнове

нии от частицы, покоящейся в точке х = О. Другими словами, 
I;артина та же, какая наблюдалась выше в § 170. Отличие состоит 
в том, что в данном случае в момент отражения скорость х' (t) 
бесконечна <Ix'(t) I имеет в силу (23) порядок Itl-"• в окрестно
сти t = О), а в рассматривавшемся раПQе случае она была равпа 
нулю. 

16 А. Уинтвер 
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§ 269. Если подойти к этому случаю строго с аналитической точ
"КИ зрения, то положение следующее. Будем рассматривать и и t 
как комплексные переменные. Тогда функция x(t) будет анали
тической по t, так как она может быть получена путем исключе·
ния и из целых по и функций (221) - (222) _ В соответствии с (23) 
эта аналитическая функция x(t) имет при t = О алгебраическую 
точку разветвления, в которой соединяются три листа римановой 
поверхности. Из (23) также вытекает, что если t отлично от нуля, 
по малое и вещественное, то функция х(е) будет вещественной 
на одном и только одном из этих трех листов, как при t -+ -о, 
так и при t-+ +0, т. е. и до и после столкновения. Поэтому, если 
0=1= t-+,±O, то функция x(t) допускает одно и: только одно ве
щественное аналитическое ПрОl\олжение. 

Эту единственную вещественную ветвь аналитического про
должения можно расматривать кю, ТIlНУЮ, которая определяет 

ДIrнамическое продолжение задачи. В соответствии с последним 
замечанием, сделанным в § 268 (и указывающим на осложнения 
неаналитического характера), это продолжение, а также движе
ние частицы при столкновении таково, что наблюдатель, находя
щийся на любой IIЗ двух частиц, едва ли был бы в еостоянии сде
дать сообщение о наблюдениях, выполненных во время столкно
вения. Эти соображения ииеют и чисто аналитический смысл и 
описывают вещественные особенности проблемы, т. е. те особенно
сти аналитической функции, которые имеют место при веществен
ном t, еели рассматривается лишь вещественная ветвь x(t). 

§ 270. Так кю{ формулы (221) - (222) представляют собой пара
метрическую запись функции (23), то можно сделать вывод, что 
Эl\сцентрическая аномаJIИЯ и упиформизирует не только многознач
ную зависимость между (х, у) и t или r и t (см. § 267), но также 
и локальные особенности вещественной аналитичеСI\ОЙ функции 
х (t) вещественной переменной t во всех трех СJIучаях h ~ О пря
молинейного движения. 

Оl\азывается, что униформизация локальных особенностей (но 
не многозначной зависимости) возможна также и в задаче многих 
тел, если рассматривается столкновение лишь двух ИЗ этих тел. 

Хотя формулы, аналогичные (7) - (9) и выражающие зависи
мость между координатами и временем, выписать тогда нельзя, 

однако локально униформизирующая переменная и будет такой, 
что функция t = t(n) оказывается, каl\ ~TO было в § 259, (см. (31)' 
(52), (3:z», линейной по отношению 1\ интегралу от взаимного 
расстояния, обращающегося в нуль (см_ §§ 414, 448, 498). 

§ 271. Результаты, изложенные в §§ 268-269, становятся совсем 
не очевидными и попросту неверными, если заменить закон Нью-
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тона произвольным законом притяжения. Дейстиительно, предпо
nожим, что притяжение обратно пропорционально третьей, а не 
второй степени расстояния. Тогда в уравнении (212) следует за
менить 1 х 1-3 на 1 х 1-\ так что вместо (212) получим соотношение 

с помощью простой квадратуры получим функцию t =. t(x), а 
анализ обратной фУНIщии х = х (t) показывает, что в момент 
(пусть это будет момент t = О) столкновения последняя имеет 

()собенность логарифмического типа, если h =i= О и х = 1&, если 
h = о. В первом случае фующия х = x(t) не имеет в точке t = О 
аналитического продолжения, а во втором случае не имеет в е Щ е

е т в е н н о г о аналитического продолжения. Таким образом, хотя 
причины и разные, но в обоих случаях результаты, изложенные 
в §§ 268-269, несправедливы. 

Имеется еще одно различие между ньютонианским случаем 
U(r) = гl и данным U(r) =, г2• А именно, при U = гl условие 
с = О является не тольн:о достаточным, но в силу изложенного 
в § 242 и необходимым для столкнопения. Вместе с тем с по
мощью (162)-(16з) § 214 лешо обнаружить, что если U =·г2, 
'1'0 столкновение может быть и при с =1= О (см. танже § § 162, 
374а). 

§ 272. В параболичесном случае (h = О) ПQЛУЧИМ при С =1= О, 
IJСХОДЯ из (9), (16), (17), формулы 

р-u2 

cos W = , 
Р+ u2 

. 2 (-ур)u 
SlПW = , 

р+u2 

W 1 W 2(t - to) 
tg-+-tg3-=----

2 3 2 -Ур3 

Rубическое уравнение (242) эквивалентно третьему из соотно
шений (20) и, начиная со времени работы Галлея (1705), где рас
сматривалось движение кометы, оно имеет важное значение при 

определении орбит. 
В соответетвии с (18) можно переписать (242) в виде 

16* 
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w 
!'де z = tg 2"' Следовательно, если рассматривать t как комп-

лексную переменную, то z = и / Ур - трехзначная алгебраическая 
функция от ~ = n (t - to). Так как первая производная функции 
~ = ~ (z) =, z + l/зzЗ обращается в нуль в точках z = ±i, гд{' 
вторая производная отлична от нуля, ТО в любой из этих двух 
liонечных точен разветвления ~ = ±i + 1/з (±i)З = ±2/зi соеди
няются лишь два ИЗ трех листов римановой поверхности. Все три 
листа этой поверхности соединяются при ~ = 00. Так нан функ
пия z = z (~) не имеет других конечных особых точек, то при лю
бом фиксированном вещественном ~. = n(t. - to) фУННЦИЯ 
z =, и / ур может быть разложена в ряд по степеням (~-~.) 
DДОЛЬ ветви, остающейся вещественной при вещественном 
~ = n (t - to). Радиус сходимости такого ряда равен 

Таким образом, хотя вещественных особых точек нет, но радиус 
сходимости при любом ~. !шнечен и изменяется вместе с ~., до
стигая при~. = о минимума, равного 2/з. 

§ 273. Если h> О, то фОрМУJIЫ (7), (8), (9), (16) содержат ги
перболические функции и поэтому они неудобны для вычислении. 
Этого неудобства можно избежать путем ТaIШГО преобразования 
~тих формул, чтобы при вычислении приходилось сталкиваться 
лишь с таблицами вещественных тригонометрических функций и 
логарифмов. Для достижения этой цели достаточно лишь заменить 
эксцентрическую аномалию и другой вещественной независимой 
переменной u = u (и) , называемой обычно углом Ламберта и 
определяемой по формуле 

u и 
tg-= th--. 

2 2 

Действительно, последнюю формулу можно переписать в виде 

п, кроме того, из (17) следует, что и = sec и, sh и = tgu. Таким 
образом, с одной стороны, переход от и к u = и(u) выполним 
лишь при использовании тригонометрических и логарифмических 
таблиц, а с другой стороны, в формулах (7), (8), (9), (16) при 
h > О уже не будет гиперболических функций u. 
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РАЗЛОЖЕНИЯ КООРДИНАТ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
ДВИЖЕНИЯ В РЯДЫ ФУРЬЕ 
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§ 274. Здесь мы будем рассматривать лишь эллиптический слу
"'lай (h < О). В некоторых местах будет необходимо ИСКЛЮ"'lать 
предельный случай е = 1 пеРИОДИ"'lеских столкновений (§ § 268-
269) и тривиальный случай е = О кругового движения. 

Полагая без потери общности (см. § 242), что с ;;::= О, рассмот
рим функции эксцентриситета е 

е 1 - (1 - е2 ) '/, 

f=f{e)=1+{1_e 2)'/.= е (11) 

е ехр (1 - е2) '/. 
g=g(e)= 1+{1-е2)'/. ~ (12) 

где квадратные корни считаются полоЖительными. Если О =1=. е =1= 
=1= 1, то 

0< f(e) < е < g(e) < 1. (2) 

Справедливость неравенства g (е) < 1 легко проверить, заметив, 
что производная g' (е) по е положительна при О < е < 1, и, та
}шм образом, если 0< еl < ez < 1, то 

0= g(O) < g(el) < g(e2) < g(1) = 1. (3) 

§ 275. В соотиетствии с формулами (9), (152) - (15з), (18) пре
дыдущего раздела получим, что 

n = а-'/" 

(~) t=t. = О, 

(Ш)t=t. = О, 

(и) 1=1. = О. 

ФориуJIЫ (7) - (8) запишутся в виде 

(41) 

(42) 

(4з) 

(4~) 

х = а (сов и - е), у = а(1- е2) I/'sin и, (51) 

r = а (1 - е сови) , 

а формуJIЫ (14) - (151) В виде 

х = rсоs(ш + ю), у = rsiп(ш + ю), 
а(1- е2) 

r-'----
- 1 + ecosw' 

w = const, 
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где согласно (16), (18), (20) 
ш (1 + е )'/2 и 

tg 2 = 1 _ е tg 2' 
~ = n(t - to), 

~ = u-esinu. 

Используя (71) и (17) § 264, придем к формулам 

-е +cosu 
соsш = , 

1- е cos и 

. (1 - е2) '/. sin и 
Sln ш = -'-------:.<----

1-ecosu 
(8) 

Так как (71) не изменяется при замене и на ш и е на -е, то фор
мулы, предстаВЛЯЮщИе собой обращение (8), следующие: 

е + cos ш 
соэ и = , 

1 + есоэ w 

. (1 - е2) '/. sin w 
SlnU = . . 

1 + е cos ш 
(9) 

Из (7) также следует, что 

(1 - е) '/. соэ ~ 
ш 2 

соэ-=----~ 
2 (1 - е соэ и) '/2 ' 

(1 - е) '/2 sin ~ 
. ш 2 
Sln-=---

2 (1 - е cos и) '/2 ' 
( 10) 

где квадратные корни считаются положительными (см. § 264). 
Заменяя и на w и е на -е, получим формулы, представляющие 
собой обращение (10): 

ш '1 ш (1 + е) "2 cos - (1 - е) 2 sin -
и 2 и 2 

cos 2 = (1 + е соэ ш) '/2' sin 2 = (1 + е соэ ш) "2 • ( 11) 

В соответствии с (~) и: (62) можно переписать (10) и (11) в виде 

- w и 

1"г cos 2" = (1 - е) '/2 соэ 2' ) 
- ш и 

1"г sin 2" = (1 + е) '/2 sin 2" . 
(12) 

Наконец, с помощью (52) лешо установить, что (8) можно пере
писать в виде 

гсоs(ш - u)= af1- е соэ и - ~ [1 +Р(е2») e2 sin2 и}, 

r sin (ш - и) = а { 1 - ~ [1 + Р (е2 )] е соэ и } е ,'3in и 
(Р(О) = О), 

(12а) 
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где 

1 
1-{1- е2)'/' = -2 е2 [1 +Р{е2)], 

т. е. Р{е2 ) = 1/4e2 + " . - четный степенной ряд, сходящийся при 
lel < 1, причем Р{О) = О. 

Следует упомянуть Та!{же, что в соответствии с (11) 

1 
(1 + е cos ш)1 = 2(1 ± 21 cos ш + Р)е, (131) 

21 
е =-1-+-Р' 

§ 276. Связь между временем t и тремя аномалиями ~, и, ш мо
жет быть определена при начальных условиях (42) - (44) нвадра
турами, вытенающими из 

dt 
-=а'/, 
d~ , (141) 

d~ r 
-=- ( 142) 
du а 

du r 
-= (14з) 
dш а (1 - е2 ) '/, • 

Заметим, что (141) вытекает из (72),( 41), а (142) - из (7з), (52). 
Нанонец, дифференцирул первое из соотношений (9) по ш и ис
пользуя (62) И второе ИЗ соотношений (9), придем н (14з). 

Название «средняя аномалию) обосновано тем, что ~ = ~ (t) 
совпадает с истинной аномалией в том случае, если угловая 
снорость ш' = ш' (t) относительно начала денартовой системы 

. ноординат (61) не зависит от t. Действительно, записав (4д 
в виде 

где 

2л: 
n=

т' 

(а = -~ h-11 2 ) , 

(15) 

можно на основании (5,), (72), (7з) занлючить, что Т - период 
эллиптичесного движения, представимого формулами х = x(t), 
у = y(t). Однано в силу соотношения (15), выражающего третий 
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закон Кеплера, период Т не зависит от зксцентрис.итета, т. е. вре
мя полного обращения вокруг фокуса, как при е = О, так· и при 
О < е < 1 (и даже при е = 1), одно 11 то же, если только фик
сирована длина большой оси. Наконец очевидно, что в круговом 

, 
\ , 

\ , , , , , , 
" 

... ----- ... 
................... , ---- " 

........ _-----_ ...... 
Рис. 8. 

, , , 
\ 
\ 
\ , , , 

случае (е = О) постоянная угловая 
скорость ш' (t) совпадает сп . 

Поскольку все три аномалии ~, и, 
ш являются в силу (141) - (14з) мо
нотонно возрастающими функция
ми t, а также ДРУГ друга, то любую 
из НИХ можно использовать кю{ неза

висимую переменную, играющую 

роль времени. Если период движения 
по t равен Т то, как' зто видно ИЗ 
(51)-(78) И (15), период движения' 
по любой из аномалий ~, и, ш ра
вен 2,,;. 

§ 277. Б частности, любая из функций (аналитическая) u - ~, Х, Г, 
cos ш времени t, рассматриваемая как функция F (~) средней ано
малии ~ = n(t - to}, может быть разложена в ряд Фурье 

l'де 

+со 

F(~} = ~. Аkехр(lф), 

1 2n 

A k = - ~ F(~}exp{-k~i)d~. 
2,,; D 

(161) . 

Коэффициенты Ak выражаются через целые трансцендеНТНЫf 
функции 

1 2n 

Jm{z} = - (' cos(mu - z sin lL)du = (-1}mJ_m(z), (171) 
2,,; J 

D 

т=О,1, ... , 
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удовлетворяющие рекуррентным фОРМУJIам 

2kJ/t(Z) 
J/t-l(Z) + lHl (z) = ---, 

z 

2dJ/t(z) 
J/t-l(Z) - JH1(Z) = dz . 
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Эти функции, связываемые обычно с именем Бесселя, использо
вались широко как раз в рассматриваемой задаче самим Бессе
леи, а также на полстолетия раньше Лагранжем и другими *). 

§ 278. Прежде всего ИЗ (5з), (7з) и (162) имеем 

1 ,2n 

A/t = - ~ (1- е cos u)F(u - е sin u)exp(-kiu + keisin u)аu. 
2п . 

о (19) 

Положим, в частности, P(~) = ехр lui, где l- положительное це
лое число и и = u(~). Тогда, интегрируя (19) по частями исхо
дя из определения (17), придем к формулам 

l 
A/t = J/t_l(ke)k' 

если k =1= О и Ао = -Ч2е при l = 1, а Ао = О при l> 1. Таким 
образом, ряд (161) дляF(~) =·lui сведется к рядам 

cos lu ~, J/t-i(ke) 
---:с-- = LJ -k-- cos k~ 

11=-"" 
(20) 

sin lu ~'J/t_l(ke) . 
L.J k sш k~, 

11=-00 

если l = 2, З, ... , или к рядам 

1 ~' J/t-t(ke) 
cos и = - - е + .LJ cos k~, 

2 k /t=-oo 
(21) 

~, J/t-l (ke) . 
..,in и = LJ -k- S1П k~, 

/t __ oo 

.) Первые исследования краевых задач (д. Вернулли, Эйлер, Фурье, 
Пуассон) также приводили к этим функциям. 
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сели l = 1 (штрих в символе ~' означает, что при суммировании 
пропускается член с k = О). 

Подстановка (21) в (7з) и (52) приводит к формулам 

~' Jk - 1 (ke) 
и = ~+ е L.J - k sink~. (221) 

k=-oa 

r 1 ~' Jk-1(ke) 
- = 1 + - е2 - е L.J k cos k~. (222) 
а 2 

Ь-оа 

Дифференцируя (22д по ~ и учитывая (142) и (181), придем 
1. формуле 

+00, 00 

~=1+e ~ Jk-1(ke)cosk~= 1+2 ~Jk(ke)cosk~. (23) 
r ~"" k=1 

Выражая cos и, .cos 2u согласно (20), (21) и учитывая соотно
шение 

r2 = а2 (1 + ~ е2 - 2е сов и + ~ е2 сов 2u ), 

получим аналогичным образом формулу 

~ 3 00 h(b) 
- = 1 + _е2 - 4 "" ---сов kr.. а2 2 L.J k2 -

1<=1 

(24) 

Дифференцируя далее (222) по ~ и учитывая (62), (23), а так
же соотношение 

. (1 - е2) '/. аг 
SlПШ = d 

ае ~ 

(действительно, из (9), (62) и (52), (142) имеем соответственно 

. rsin ш 
SlnU = , 

а(1- е2)'/' 

аг а 
-=aesinu-
аь г' 
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придем к формулам 

+са, 

COS W = - е + (1-е2) ~ Jk-1(ke)cos k~, 
11.=-"" 

+ео , 

siпw=(1-е2)'/. ~ Jk-1(ke)sink~. 
11=-"" 

с помощью же (51) и (21) получим, что 

3 ~, Jk - 1(ke) 
х = - - ае + а ZJ со.., k~, 

2 k 
k=s-oo 

+"", 
~ Jk - 1(ke) 

у = а (1 - е2 ) '/. L.J k sin k~. 
k~"" 
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(25) 

(26) 

Дифференцируя (26) дважды по ~, используя (61), (6:1.), (141) И 
сопоставляя результат с (11) § 258, получим формулы 

+00 
а2 СОБ(Ш + ы) 

r
2 

= ~ kJ4_1(ke)cosk~. 
h~"" 

(27) 

Такие операции можно продолжать бесконечно. Разложения, при
оеденные выше, встречаются очень часто при применении теории 

возмущений к солнечной системе. 

§ 279. В соответствии с (72) формулы (26) представляют собой 
разложения в ряды Фурье декартовых координат х = х (t), У = 
= у (t). Соответствующие разложения (222), (25) для полярных 
координат (см. (61) - (6з» не имеют столь законченного вида, 
так как (25) соответствует лишь (21), а формула, аналогичная 
(221), отсутствует. Ряд Фурье, соответствующий (221), 

"" 
w = ~ + ~ Ck(e)sin k~ 

It-1 

(28) 

существует, однако его коэффициенты определяются с помощью 
НОВых трансцендентных функций. Для Cm(Z) справедлива 
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следующая формула: 

i1~- Z2 ~1 cos (mu - zm sin и) 
Cm(z) =.J du, 

rcm о 1 - z cos и 
(29) 

(Izl< 1; m= 1,2, ... ), 

где квадратный корень равен +1 при z = О. Функция Cm(z) пе
ременной z является четной и аналитической в круге I z I < 1, но 
не при z = 1. В то же время функции (171) - (172) - трансцен
дентные целые. Следовательно, ряд (28) принадлежит к более 
сложному типу, чем какой-либо иа рядов Фурье, рассмотренный 
II § 278. Однако Ck (z) могут быть выражены бесконечными ря
дами по функциям Бесселя 

2 ~ zini Jk+n (kz) 
Ck(z)=- L.J (Izl < 1; k = 1,2, ... ). (30) 

k {1 + 1'1 - z2]i n ! 
n=-оо 

Действительно, если I z 1 < 1 и 

'1:0 *) 

1'1- Z2 

1- zcos и 

z 
/=--===-

1 + 1'1 - Z2 

1- /2 
1- 2/cosu +f 

+"" 
~ jini cos nu. (31) 

n=-оо 

При Izl < 1 имеем 1/1 < 1. Подставляя (31) в (29) и используя 
(17), приходим к (30). 

Имея в виду доказательство (28) - (29), заметим сначала, что 
разность w - ~ является в силу формул, приведенных в § 275, 
нечетной функцией ~ с периодом 2rc. Поэтому ряд Фурье' для 
ш - ~ и имеет вид (28), причем 

{2п 

Ck(e) = - S (ш - ~)sin k~ d~ 
rc о 

или (после интегрирования по частям) 

2" 

rckCk (е) = ~ сов k~ d(w - ~). 
о 

*) R этоi формуле можно прийти, например, после дифферепцироваmш 
по 'Ф тождества (372), приведенного ниже. 
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2zt 

Так как ~ СОБ /J;~ d~ = О, ТО В силу (52) И (14,,) 
о 

2zt 2n d 
nkCk(e) = ) соsk~dш= ~ cosk~~du= 

о о du 
2n 

253 

=) 
а(1- е2) '/. 

СОБ k~ ---'---'------- du. 
а(1- е СОБ и) 

Учитывая (7з), придем к (29). 

§ 280. Используя обозначение (9) § 265 для уравнения центра, 
можем написать (28), (30) также в виде 

8 = ш-~, 

"" 

k=1 

2 +00 

С k (е) = k ~ jl n 1 J Мn (ke) , (32з) 
n=-ОО 

l'де через j = j(e) обозначена фующия (1). В силу (322)-(32з) 

~ (~ Jj(kе)j1k-Л ). 
Е = 2 L.J LJ sш k~, 

k=1 ;=-00 k 
(33) 

гдеj =1= О,! = j(e) (CM.1 t». 
Дифференцируя (33) и (321) по ~, получим в силу (14.1)

(14з) разложение 

"" +"" а2 1'1 - е2 (, ) --=-----г2- = 1 + 2 ~ ~ Jj(lce)jlk-jl СОБ k~. 
/,=1 ;=-00 

(34) 

§ 281. Разложения трех аномалий и, ш, Ь = n(t - to) как функ
ций дрyr друга суть следующие. 

Обращение ряда (28), соответствующее элементарному обра
щению (7з) ряда (221)' приводит К формуле 

оа 1 + lc (1 - е2 ) '/. 
~=ш+2~ k jksiпkш; j=j(e) [см. (1 t )]; (35) 

k=1 (-1) lc 
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Остальные две формулы для w = w (и) , и = и (w) выводятся 
1акже элементарно 

,ОС> f 
w = u+2 ~ksinku, (361) 

R=1 

ос> (_f)R 
и = w + 2 ~ sinkw. (362) 

R=1 k 

Ряды (35) - (362) для ~ - w, w - и принадлежат к одним из пер
вых рядов Фурье (Клеро, Даламбер, Эйлер) и их можно полу
чить непосредственно следующим образом. 

Выделим n разложении 

ос> ZR 

- 19 (1 - z) = ~ -, k 
1<=1 

вещественную и мнимую части. Тогда получим, что 

1 "" R 
- -2 19 (1 - 2р СОБ 'IjJ + р2) = ~ ~ СОБ k'Ф, (371) 

R==1 k 

р sin 'IjJ ос> pl< . 
arctg = ~ - sш k'IjJ, (372) 

1 - р СОБ 'IjJ 1<=1 k 

где z = р ехр i'IjJ, Р = Izl < 1. Дифференцируя (37,) и полагая 
'ф = w, р = / < 1 (см. (21», а также учитывая (131), придем 
1\ формуле 

esin w d ~ ---- = -lg(1- 2/СОБ w + Р) = 2 Li /1< sin kw. 
1 - е СОБ w dw 1<=1 

(38) 

Заменяя в этой формуле w на w + n и используя второе из соот
ношений (9), получим в силу (7 з) , что 

ос> 

-е(1- e2 )-'I'sinu= 2'~ (-f)h.sinkw 
1<=1 
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и, следовательно, 

ао 

~ = u +2(1 - в2 ) '/. ~ (-f)1< sin kш, (39) 
11"""1 

откуда вытекает эквивалентность (35) и (3~). 
Вместе с тем (362) эквивалентно (361). Действительно, (36[) 

совпадает с (3~) после замены u на ш и / на -/, а (2) показы
вает, что / меняет зню, при замене в на -в. Однако (71) при за
мене u на ш и в на -в не изменяется. 

В соответствии со СI,азанным достаточно доказать (361). НО 
ИЗ (71) имеем 

ш- и /sinu 
tg--- = -_._-, 

2 1- /cos u 

поскольку в силу (1д 

f = 1_1_+_в __ 11 __ в . 
11 + в + 11- в 

(40) 

Дальнейшее сравнение (40) и (372) доказывает (361), причем 
р = /, 'ф =·и. 

§ 282. Как следствие полученного выше результата, вытекают 
следующие формулы, представляющие собой элементарную ана
логию (25) и (21): 

ао 

cos ш = - j + (1 - f) ~ j1<-1 cos ku, 
1<=1 

ао 

sin ш = (1 - f) ~ jR.-1 sin ku, 
1<=1 

или, наоборот, 
ао 

cos и = j + (1- f) ~ (_f)1<-1 cos kш, 
1<=1 

"" 
sin u = (1- f) ~ (_j) 1<-1 sin kш. 

1<=1 

Действительно, из (132) видно, что первое из соотноше~ 
ний (39) совпадает со вторым из соотношений (42), а первое иэ 
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соотношений (41) энвивалентно в силу (62) следующему: 

1+? со 
.!!: = - (1 + 2 "'2:Jf" cos kU), (43) 

r 1-? "=1 

причем в силу (132) 
1 +? 1 
1-? - )'1- е2 • 

Так как соотношения (41) и (42) переходит друг в друга при 
замене ш на и и f на -/, то этого достаточно для вывода о спра
ведливости (43). Однако (43) следует из (Нз) после дифферен
цирования (361). 

§ 283. Если через C/i. = с,,(е), k = О, ±1, ±2, ... , обозначить 
коэффициент Фурье в каком-либо из рядов, приведенных в 
§§ 279-282, то, поскольку рассматривавшиеся периодические 
фУНIЩии являются аналитическими по отношению к веществен
ным переменным 6 = n(t - to), и или ш, сходимость этих рядов 
настолько сильная, что I С" I < е I k I при некотором е = е (е) < 1. 
Исключая круговой случай е = О, в котором С" = О при всех до
статочно больших I k 1, можно даже получить для коэффициентов 
с" = с,,(е) асимптотичес!ше формулы В явном виде, выражаемые 
с помощью f (е) или g (е). Эти асимптотические формулы легко 
вытекают непосредственно из (35) - (3~), (41) - (43) или из 
(20) - (27) и (28), поскольку при фиксированном е (О < е < 1) 
и т - +00 для функций (171) И (49) справедливы асимптотиче
ские представления 

1 () 1 (g(e»т 
т те "'(1-e2)11. (2nm)I/.' 

(g(e» т 
Ст(е) '" . 

т 

Действительно, в силу асимптотической формулы, Rоторая была 
найдена впервые (Карлини, Коши, Якоби) именно в связи с рас
сматриваемой задачей и считается сейчас стандартной, имеем при 
т_+оо 

lm(m sch а) '" (2пт th a)-I/. ехр{ (th а - а) т}, 

где а > U - произвольное фиксированное число. Тан как при 
любом О < е < 1 существует одно и ТОЛLНО одно значение а = 
= а(е) такое, что 1/ е = ch а = 1/ sch а, то из (12) видно, что 
(441а) можно переписать в виде (411). Кроме того, формула (4.12), 
не вытекающая из (411) и (3О), может быть получена на основа-
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нии (29) тем же самым методом, нан и (441а) или (441) из (171), 
:l именно методом Коши «скорейшего спусна», вновь открытым Ри
маном. Этим методом можно танже поназать, что в исключенном 
случае периодических столкновений (е = 1) формулы (441), (442) 
заменяются следующими: 

.6'/·Г(l/з) 
Jm(m) '"'"' 3'/ '/ ' (451) 

'm'Л; 

с (1) '"'"' _ 6'/' г (2/з) 
m 3'/' m'l, it ' 

где через Ст (1) обозначен предел *) Ст(е) /1/1- е2 riри е-+1-0. 

§ 284. Еели заменим е в (441) на z, то увидим, что IJm(mz) 111т 
имеет при т-+ +00 предел, равный Ig(z) 1. Из теории бесселевых 
функций известно, что к такому пределу мы приходи м не тольно 
при О < е = z < 1, но и при всех мнимых z, т. е. при z = ilzl. 
Мы получим, следовательно, что при т -+ 00 

lim 1 J m (im 1 z 1 ) 1 1/т = 1 g (i 1 z 1 ) 1, 

. 1 z 1 ехр (1 + 1 z 12) '/, 
1 g (~ 1 z 1 ) 1 = 1 + (1 + 1 z 12) '/, ' 

причем (462) вытенает из определения (12) величины g. Если 
! Z1 1 < 1 Z21, то 

1 g (i 1 Z11 ) 1 < g (i 1 z21 ) 1. ( 4 7 t) 

Действительно, логарифмичесное дифференцирование формулы 
(4Бz) показывает, что производнан от Ig(ilzl) 1 по Izl всюду по
ложительна, откуда и следует (47 f). Из (172) вытенает далее фор
мула 

OD I~z /тнn 
~, 2 
n=о n! (т +n)! 

II соответствии с (471) фуннцин (462) монотонно возрастает вме
сте с Izl от Ig(O) 1 = О до Ig{+oo.i) 1 = +00. Отсюда вытенает, 
что трансцендентное уравнение Ig(ip·) 1 = 1 имеет один и только 

*) Разумеется, интеграл (29), расхuдящийся при z = 1, может быть 
определен при z = 1 или как главное значение, или как комплексный инто
грал, в KOTOpr>M путь интегрирования выбран так, чтобы можно было избе
жать полюсов. 

17 А. Уинтнер 
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один положительный корень р.* и что для этого корня р * и для лю
бого Izl 

I g ( i I z I ) I ~ 1, ( 48 ) 
при I z I ~ р * соответственно. 

Подставляя значение I z I = 2/з В (462), увидим, что число 
I g (2/зi ) I весьма мало отличается от 1. В силу (48) это означает, 
что р* несколько меньше, чем 0,666 ... ФактичеСl<И р' несколько 
превышает 0,66, так нак согласно (462) число I g (0,66i) I меньше 
единицы. С точностью до первых семи цифр после запятой 

р* = 0,6627434. (49) 

РАЗЛОЖЕНИЯ ПО СТЕПЕНЯМ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТА 

§ 285. В соответствии с § 266 при рассмотрении задачи двух тел 
II эллиптическом случае (О < е < 1) мы встречаемся с необходи
мостью решения трансцендентного уравнения Кеплера (78). Для 
нахождения разложения функции и = u(е, ~), нелвно определяе
мой уравнением (7 з), можно избрать два пути: 

(i) на основании результатов, полученных в § 278, можно раа
,ножить разность и - ~ при любом фиксированном положительном 
значении эксцентриситета « 1) в ряд Фурье по синусам углов, 
J\paTHblX~, с коэффициентами, зависящими от е; 

(ii) вместе с тем можно попытаться разложить функцию и = 
=, и (e,~) при любом фиксированном значении средней аномалии 
~ в ряд Тейлора по степеням переменного эксцентриситета е с 
Iшэффициентами, зависящими от ~. В этом случае 

00 . 

е' 
и = ~ Ci(~)-'I ' 

;=0 J. 
(50) 

где 

( 
aiu(e, ~) ) 

С] = Ci(~)= . 
де' е=О 

§ 286. Разложение, о котором говорится в пункте (i), представля
ется формулой (221). В силу (181) можно переписать эту формулу 
1J виде 

Zl = ~ + 2 ~ Jm(me) sin m~, 
т=! т 

(51) 

,'ак как согласно (171) и (172) 

(- 1)InJ_m(z) = Jm(z) = (- 1)InJm(- z). 
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Из (441) И (3) или же непосредственно на основании теории рядов 
Фурье можно сделать вывод, что ряд (51) сходится равномерно по 
~ при -00 < ~ < 00 и ФИI{сированном значении ЭI{сцентриситета 
е«1). 

Вопрос о сходимости разложения, упоминаеl'oШГО в пункте (ii), 
l'ораздо более сложен. Действительно, в этом случае мы имеем дело 
со степенным рядом по е (50), и вопрос о его сходимости решается, 
в отличие от случая ряда (51), исследованием особых точеl, ана
литической функции и = и (e,~) в поле к о м п л е к с н ы х значе
ний е при произвольных фиксированных вещественных значениях 
; (именно по этой причине потребуется рассматривать формулы, 
приводившиеся в § 284, также при комплексных значениях z=e). 
Кроме того, коэффициенты степенного ряда (50) зависят от ~. По
этому радиус сходимости-р этого ряда является функцией р (~) ве
щественной угловой переменной ~. Правда, достаточно исследо
вать функцию р (~) при О ~ ~ ~ л /2, тю, как ввиду симметрии 
i)ллиптического движения по отношению I{ обеим осям декарто
еых Iюординат имеем 

в § § 287-288 будет ПОI,азано, что 

р (~) ~ р. 
fiрИ - 00 < ~ < 00 и что 

(-oo<~<+oo). (52) 

Согласно (531) - (532) функция (52) имеет минимум, равный 
(49). Следовательно, в то время как ряд (51) сходится при люБО!'vI 
~ И О < е < 1 (и даже в предельном случае е = 1 периодических 
етолкновений), ряд (50) можно использовать при всех значениях 
переменной ~, если только е 31шлючено в пределах между О ир· = 
= 0,6627 ... Последняя пnстnянная значительно меньше единицы. 
Правда, в большинстве конкретных астрономических задач е Д€)
статочно близко к О. 

§ 287. С целью доказать (53д обозначим через а некоторое поло
жительное число, меньшее чем р'. В силу (48) имеем неравенство 
Ig(ia) I < 1. Следовательно, в силу (461) существует такое пол&
Жительное 8 < 1, что 

IJm(ima) 1< const· вт. 

Поснольку из (472,) и (172) вытекает, что 

IJm(mz) 1< I Jm(ima) I 
17* 
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при Izl < а, то 
IJm(mz) 1< const . Вт 

в круге Iz I < 0'. Так как О < В < 1, то ясно, что 
фиксированное вещественное значение, то ряд 

~ Jm(mz) 
и == и (z, ~) = ~ + 2 LJ sin m~ . т 

т=1 

если ~ имеет 

(54) 

сходится равномерно в круге Izl < о' на комплексной плоскости 
(z). Вместе с тем функции Jm(mz), т = 1, 2, ... , являются ана
литическими на всей плоскости (z), посколы<у таковы согласно 
(172) функции Jm(z). Следовательно, ряд (54) сходится при любом 
фиксированном вещественном ~ к аналитической функции z в кру
ге I z I < а. Функцию, представимую рядом (54), можно также раз
ложить в степенной ряд 

u(z, ~) = ~ Cjj\~) zj, (55) 

причем это разложение имеет место в круге I z I < а при любом 
фиксированном вещественном ~. Так как а - любое положитель
ное число, меньшее р*, и так как при z = е формулы (54), (55) 
совпадают с (50), (51), то доказательство неравенства (531) MOW 

по считать законченным. 

§ 288. Остается доказать формулу (532), которая показывает, что 
число р* не может быть заменено в (531) меньшим числом, если 
допустимы все значения угловой переменной (72). 

Прежде всего заметим, что если е - фиксированное положи
тельное число, то оба ряда 

~ (-1) mJ2m+l(i(2m+1)е) 
т=О i(2m + 1) , 

со со (т + 1/2 )2т+2n+1 е2т+2n+1 

m~~ ~O n! (2т + n+1)! (2m+1) 

или расходятся к +00, или же сходятся к одному и тому же поло
жительному числу. Этот вывод можно сделать на основании раз
ложения (472), справедливого при любом I z 1, из которого следует 
неравенство 

i . (-1)fflJ2ffl+I (i(2m + 1)е) = I 12m+1(Ц2m + 1)е) I > о. (57) 

Так как е> о, то члены рядов (561) и (562) положительны и их 
можно расположить в произвольном порядке. По этой причине 
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можно записать ряд (562) после перегруппироВIШ членов в виде 
обычного степенного ряда по е 

... 
(аn = const > О), (58) 

так что три ряда (561)' (562), (58) с положительными членами все 
расходятся к + 00 при фиксированном е > О или же все сходятся 
!{ одному И тому же числу. Так как формулы (461), (48) и (57) 
показывают, что ряд (561) сходится при е < p~ и расходится при 
е > р *, то это имеет место также и для ряда (58). Однако функ
ЦИЯ, представленная рядом (561)' равна в силу (54) 

-~i'u (ei ~)-~ 2 ' 2 2 . 

Следовательно, ряд (55) совпадает при ~ = л /2 с рядом (58), если 
положить в первом z =, ei. Так как степенной ряд (58) сходится 
при е < р. и расходится при е > р* и так как радиус сходимости 
ряда (55) при ь = л / 2 равен р(л / 2) по определению, то дока
зательство формулы (532) можно считать законченным *). 

§ 289. Выражения для коэффициентов Cj(b) ряда (50) (или (55» 
D явном виде могут быть получены с помощью правила дифферен
цирования JIагранжа. Согласно этому правилу, если три перемен
ные и, ь, е связаны соотношением 

и = ь+ еН(u), (59) 
то 

(60) 

Полагая, в частности, G (и) = и, получим в силу (60), что 

... е1 dj-1 

и = Ь +.~'! dbi- 1 {Н (ь) ]1. 
1=1 ] 

(61) 

*) В §§ 287-288 сначала доказывается формула (531), а затем уже (532). 
Однако, посI\олы\y коэффициенты ряда (58) положительны, из изложенного 
в § 288 видно, что можно было бы сначала доказать (532), а затем (531). Фор
мула же (532) может быть получена непосредственно, если использовать ре
зультат теорпи функций, согласно которому степl'ННОЙ ряд ~anz", имеющий 
конечный радиус сходимости r и вещественные не отрицательные ко"ффи
ЦИенты ан, должен представлятъ функцию, имеющую при z = r особую TO'l-

ку (Виванти - ПринсгеЙм). _ 
**) Этот ряд носит название ряда Лarpавжа. (Прrиc. перев.) 
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Конечно, предполагается, что заданные фУЮЩИИ Н, G тюювы, 
что разложение (60) допустимо. В частности, формула (61) пред
полагает, что при заданной функции Н уравнение (59) действи
тельно определяет неявно u как аналитическую фующию е при 
фиксированном ~ и что эта аналитическая фунн.ция имеет аналити
ческую ветвь, где эта функция равна ~ при е = о. Тогда эта ветвь 
может быть, конечно, разложена при малых I е I в ряд Тейлора. Та
ким образом, формула Лагранжа (61) лишь утверждает, что если 
~ фиксировано, то производная порядка j( = 1,2, ... ) рассматри-

дЗ-1 

ваемой ветви и по е совпадает с производной от . (Н (и)]] прн 
ди]-I 

и = ~. Справедливость этого факта легко проверить с помощью 
последовательного дифференцирования неявной функции, опреде
Jlяемой соотношением (59). 

§ 290. Положим, в частности, Н(и) = sin и. Тогда (59) совпа
дает с (7з ) и, следовательно, (61) с (50). Таким образом, в фор
муле (50) 

аЗ-1 

Сз(~) = a~H sini~, j = 1,2, ... , CO(~) = ~. 

Однако по формуле Моавра функция sini ~ представляется линей
ной комбинацией 1, cos~, ... , cos j~ или sin~, ... , sin j~, если 
! - четное или нечетное число соответственно. IIроизводная по
рядка (j - 1) от sin j ~ представится в обоих случаях линейноi'i 
комбинацией sin~, ... , sin j~. Выполняя вычисления, легко най
дем, что 

СЗ(~) = 

где через 

разом, 

dj-1sini~ [з/2] (-1)" j 
. = ~ (j-2k)"-1 . ( )Sin(j-2k)~, 

a~]-I 2]-1 k 
"=0 (62) 

[j /2] обозначается целая часть числа 1/2j. Таким об-

j 

co(~) = ~, Cj (~) = ~ Уз! sin l~, j = 1,2, ... , (63) 
!=1 

I·де постоянные Yj! определяются согласно (62). 
На этом можно считать законченным определение в явном 

виде коэффициентов разложения (50), рассматривавшегося в 
§§ 285-288. 

§ 291. В § § 287 - 288 критерий (531) - (532) пригодности реше
ния уравнения (7з) в виде ряда (50) был получен с помощью 
асимптотических свойств коэффициентов ряда Фурье (51), пред-
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ставляющего решение уравнения (7з). Однако можно прийти к 
(50) и к (531) - (532) И без помощи рядов Фурье, если только 
применить при анализе этого уравнения теорию аналитических 

функций. А именно, положив 

F(u, e,~) = и - е sin и -~, (64) 

зnпишем (78) в виде F(u. е, ~) = О. Таким образом, задача заf\ЛЮ
чается в нахождении при фиксированном ~ тои ветви многознач
ной аналитической функции и = и (е, ~), определяемой уравне
нием F = О, ДЛЯ которой и (O,~) = ~. Однако частная производ
ная фующии (64) по переменной (комплексной) и равна 

Fu(u,e,~)=1-ecosu. (65) 

Следовательно, I F и I > const > О при любом ~, еС.1J:И значения 
комплексной пеРЕ.'менноЙ и достаточно б.1J:ИЗКИ к вещественной 
оси, а комплексная переменная е достаточно мала по модулю. По 
теореме о лон:альном существовании неявной фующип (аналити
ческой) решение и =. и (u,~) уравнения F = О может быть пред
ставлено в виде ряда (50), причем этот ряд И:МЕ.'ет при любо,," 
фиксированном вещественном ~ конечный радиус сходимости 
р = р (~) инеравенство (53!) справедливо при достаточно малом 
положительном р*. Тот фю.т, что это неравенство справедливо 
при значении р*, равном (49), может быть доказан при непосред
ственном анализе уравнений F = О, F" = О. R тому же резуль
тату приводит непосредственное исследование «ближайших осо
бенностей» на рима новой поверхности и = и (e,~) при фиксиро
ванном вещественном ~ (ем. также замечание в Iшнце § 292) *). 

*) Упомянутое ТО.'1ько что непосредственное доназательство (531) - (532) 
сыграло ваЖIJУЮ IIсторическую роль в теории аналитических функций. 

Jfагранж пшrучпл разложение (50) формальным путем и не доказал, что 
это разложение дейr,ТВl1тельно представляет решение уравнения Нсплера ПрIt 
каких-либо конкретных значениях е, например, при е < 1 /1000. НfJСКОЛЬКО 
десятков лет спустя Лапласу показалось. что он заполнил этот пробел, при
чем Лаплас пришел именно к (53,) - (532). Однако фактически соображения 
Лапласа носят чисто эвристический характер 1I ничего пе доказывают. 

Эта неудача вполне понятна, так как данную проблему можно решить 
лишь на основе анализа проведения функций в комплексной области (см. за
мечание по поводу (ii) в § 286), для которого во времена Лапласа еще но 
было средств. 

Заметим, QTO основным толчком, приведшим НОШИ к открытиям в тео
рии функций комплексного переменного, послужило его желание провести 
УДОВЛСТВОjJПТl;.1ьпыij анаЛIIЗ именно ряда Лагранжа. 

I\orшr щmшсл к фундаментальной теореме. с.вязывающеЙ радиус CX(J
ДИМОСТlI r. j13СПШlOжеНllем ближайшей особой точки, а также I{ своему прип
ципу ~faI;CIIMY~Ia именно в CTaTJ,e, где paeC~!aTpJlBa.'fHcb СООТlIошеНI!iI (53,)-· 
(532). Такие факты. которые сейчас известны как принцпп арГУ)lепта и Teu
рема Руше, l'ПJ>же БЫЛIl обнаружены в связи с проб;[(~~raюr, возникшишr при 
исследовании уравнения Неплера. 
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§ 292. Следует упомянуть, что решение уравнения Неплера (7з) 
сводится R нахождению обратной функции. Действительно, если 
положить 

.u-~ 
f (и, ~) = -s-in-u-

то уравнение (7з) можно записать в виде 

е = f(u, ~). 

(ВВ) 

Следовательно, определение функции и = и (е, ~) равносильно 
нахождению функции, обратной по отношению к мероморфной 
функции (66) переменной и при любом фиксированном вещест
neHHoM ~. Разумеется (см. § 291), требуется определить ту ветвь 
обратной функции и = и (е, ~), для которой и (O,~) =~. Послед
нее условие необходимо, так как мероморфная функция (66) 
трансцендентна и риманова поверхность для ее обращения имеет 
при любом фиксированном ~ бесконечно много листов. В соответ
ствии со сказанным число р (~) в (531) равно расстоянию между 
;; = О и ближайшей особой точкой функции и =·u(e,~) на том 
листе римановой поверхности, на котором числитель в (66) обра
щается при е = О в нуль. 

Нонечные особые точки функции, обратной по отношению к 
мероморфной функции, являются, как известно, либо алгебраи
ческими точками разветвления, либо трансцендентными oco~ 
быми точками. Первые определяются по нулям производной, 
а вторые - по асимптоТическим значениям мероморфной функ
ции *). 

в стандартном доказательстве (531) - (5З:!) , приводимом обыч
но в учебниках и следующем пути, УI{азаиному в § 291, учиты
ваются только нули производной функции (66) переменной II 

(при фиксированном вещественном ~). Поэтому это дон:азатель
с'l'во нельзя считать полным **). 

§ 293. Однако такое доказательство легко исправить, поскольку 
оказывается, что асимптотические значения не играют в данном 

случае никакой роли. Действительно, целая функция sin и перс
менной и не имеет конечного асимптотического значения (при 
любом фиксированном ~) . Следовательно, обратная функция 
11 = u(e,~) по отношению к функции е = f(u,~) не может иметь 

*) Наприм!!р, для обратной функции по отношению к ш = ехр z точка 
ш = О является особой точкой логарифмического типа, соответствующей 
единственному аСИМПТОТlfческому значению ш = О фУНlЩIIИ ехр z. 

**) В дополнение к прJtмеч<J.НИЮ в § 291 следует упомянуть, что этот 
недостаток в докаэательстве условий (531)-(532) был замечен Гурвицем. 
Jl:огда он разрабатывал теорию асимптотических значений. 
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'l'рансцендентной особой точки при конечном е, отличном от нуля. 
Трансцендентная же особая точка при е = О не может принадле
жать интересующему нас листу римановой поверхности для и = 
= u(е, ~), поскольку на этом листе функция u(e,~) аналитиче
ская в точке е = О. Таким образом, доказа'rелъство условий 
(531) - (532) может быть основано лишь на анализе а.ТJГебраиче
ских особых точек функции и =. и (е, ~). Разумеется, эти особые 
'l'очки должны выбираться на соответствующем листе. 

~ 294. Остановимся опять на методе, указанном в §§ 284-289. 
Пусть комплексная переменная z опять ограничена неравенством 
I z I < 1 j определим величину g по формуле (12)' так что 

z ехр (1- Z2) '/. 
g (z) = 1 + (1 _ z2) '/. -

Izlexp {1jJi+(1-)zI2 ехр 21jJi)'/.} 

1 +(1-lzI2ехрl1jJi)'1· 
(67) 

где z = 1 z 1 ехр \jJi и, разумеется, (1 - Z2) '/. = 1 при z = О. Мы 
используем тот факт, что наряду с (462) имеет место неравен
с.тво *) 

Ilт(mz) 1 ~ Ig(z) 1т. (68) 

Непосредственный анализ элементарной функции (67) пока
зывает, что два условия 

Ig(Rexp$i) 1= 1, Ig(lzlexp1jJi) 1 < 1, (69) 

ссли 1 z I < R, определяют единственным образом непрерывную 
функцию R угловой переменной 1jJ. Эта функция обладает свой-
ством 

R(1jJ) = R(1jJ + п) = R(- '1') (-ОО<1jJ<+оо) (70) 

Нроме того, 

(71) 

если 0< 1jJ1 < 'Ф2 ~ 1/2П. 
ИЗ (48) и (69) выте.кает, что R(п 12) = р*, а (3) показывает, 

что R(1jJ) -+ 1 при 'ф -+ О. Следовательно, из (70) и (71) видно, 
,(то если через r обозначить кривую z =·R('iJ) ехр \jJi на комп
лексной плоскости z = I z 1 ехр 1jJi, то облаеть, ограничиваемая Г. 

*) Оно выводится в теории бесселевых функций и носит назваНI10 нера· 
венства КаптеЙна. 
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имеет ВИД бисимметричной выпуклой линзы, нахоДящейся в 
кольце между окружностями с радиусами 1 ир·. Эта кривая 

к.арактернзуется также тем, что 

I 
\ I 
\ I 
\ I 

\ / , / 

"...... '" 
........... _----,," 

Рис. 9. 

Ig(z) , = 1 (72) 
на r и 

Ig{z)' < 1 (72t) 
внутри Г. 

Точки заострения кривой Г, ле
жащие на вещественной оси 
(рис. 9), соответствуют алгебраи
ческим точкам разветвления z = 
= +1 функции (67). 

§ 295. Из сказанного выше следует, 
что решение и = II (z,~) уравне
ния Rеплера (7з), причем z = е и 

и (О, ~) -= ~, является аналитическим при любом фиксированном 
вещественном ~ не только в круге 'z' < р. (как было доказано в 
§ 287), но также в большей области, ограничиваемой кривой r (см. 
рис. 9). R такому выводу мыI придем сразу, если применим рассуж
дения, использовавшиеся в § 287, и формулы (68) и (72) вместо 
(461) И (48) соответственно. 

Так как ФУНIщия u(z, ~) при любом вещественном ~ аналитиче
ская внутри кривой r на ПЛОСIЮСТИ z, то, как это видно из рис. 9, 
при любом положительном ео < 1 существует по.тrожительное чис
ло х = х(ео) такое, что функция u{е, ~) может быть разложена в 
ряд по степеням (е - ео) с Rоэффициентами, зависящими от ~, 
сходящийся при любом~, если только 'е - ео' < х(ео). Полагая, 
что ео ----+ О, придем, как это видно из рис. 9, к (53,). 

§ 296. Из сказанного выше также вытенает, что функция и = 
=' и (e,~) может быть представлена рядом, сходящимся при лю-
60М е = z внутри r и при любом вещественном ~. 

Действительно, пусть фУНRЦИЯ Z = Z(z) определяет конформ
ное и взаимно однозначное отображение области внутри r на круг 
единичного радиуса на плоскости Z. Тогда функция и (z,~) ока
зывается в силу этого отображения функцией Z и ~, аналити
ч!:'ской при I Z' < 1 и при любом фиксированном ~. Таким 
образом, при 'Z I < 1 мы имеем разложение 

u(z, ~) = ,~AnZn, (73) 
n=о 

l'деА n = An(~), Z = Z(z). 
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Можно положить Z (z) =. g (z). Действительно, сравнивая тог
да (70), (71) и (72), где R = R('Ф), увидим, что между кривой 
Г на плоскости z и кругом I Z I = 1 на плоскости Z имеется при 
Z (z) =. g(z) непрерывное взаимно однозначное соответствие. Так 
ЫlК фующия (fi7) при Izl < 1 и, следовательно, внутри крипой 
Г (см. рис. 9) аналитическая, то И3 известной теоремы о кон
формном отображении (Дарбу) вытекает, что функция g(z) опре
деляет конформное взаимно однозначное отображение области 
l:НУТрИ Г на область I Z I < 1. 

Область внутри Г содержит в соответствии с рис. 9 интервал 
(1 ~ z = е < 1. Следовательно, полагая Z = g и z = е в (73), 
увидим, что разложение 

OD 

u(е, ~) = ~An(~){g(e)]n (74) 
n=о 

имеет место, как и (51), но, в отличие от (50), при любом поло
жительном е < 1 и при любом вещественном ~. 

§ 297. Тот факт, что область применения разложения (50) огра
ничивается условиями (531) - (532) И (49), в то время как раз
ложение (74) остается справедливым в большей области, можно 
объяснить тем, что (50) и (74) являются результатом двух раз
личных перегруппировок членов одного И того же формальноrо 
двойного ряда. От (74) к (50) мы придем, разлагая функцию 
(12), а также ее степени [g(e)]2, [g(e)J3, ... по степеням е, а за
тем перегруппировывая его члены формальным образом. Наобо
рот, если мы используем выражение (62) для коэффициентов 
ряда (50), то можно прийти 1\ ряду (74). 

§ 298. Аналогичное объяснение (наряду с тем, какое было при
nедено в § 286) можно дать тому факту, что область при мени
мости ряда (50) ограничивается, а ряда (51) не ограничивается 
~(·ЛОВШIМИ (531) - (532). 

Прежде всего подстановка (62) или (63) в (50) и последую
щая формальная перегруппировка членов приподит к двойному 
ряду с членами вида уяе; sin l~, где Уjl - численные коэффициен
ты. Кроме того, (172) ПОI>азывает, что (51) можно записать фор
мально в виде двойного ряда такого же вида. Применим далее 
(461), (472), (48) 1, последнему двойному ряду. Таким же пу
тем, как это было сделано в § § 287--288, ;'Iешо найдем, рассмат
ривая соответствующие мажоранты, что двойной ряд, соответст
вующий (51), абсолютно сходится и поэтому его можно путем пс
реГРУППИРОВЮI членов записать в виде (50), если е (> О) меньше, 
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чем р*, а ~(~O) произвольное. Таним образом, суть дела в 
том, что представление двойного ряда в виде (51) более выгодно 
с точни зрения его сходимости, чем :запись этого ряда в виде 

(50) *), тан нан (51) сходится при любом ~ и о:::;;; е < 1, а не 
только при о:::;;; е < р* = 0,662 ... 

§ 299. В § § 283--298 было приведено исследование ряда Фурье 
(221), расположенного по степеням эксцентриситета. Поведение 
остальных рядов Фурье, приводимых В § 278, анализируется ана
JIOГИЧНЫМ образом. 

Например, формулы (51) показывают, что для представления 
н виде рядов по степеням е (с коэффициентами, зависящими от 
~) прямоугольных координат достаточно разложить в такой ряд 
ехр iu. Однако разложение (50) для u имеет место, если выпол
няются условия (531) - (532)' а cos u и sin u - целые функции и. 
Следовательно, ряд для ехр iu, а вместе с тем и ряды для функ
ПИЙ (51) справедливы при любом значении переменной ~ лишь 
при условии, что е < р. (=0,662 ... ). в явной форме ряд для 
ехр iu можно записать следующим образом: 

со е; dj-1 

ехр iu = ехр ~i + ~-. . (sin j ~ ехр ~i). (75) 
. ]! d~з-I 
]=1 

и такому ряду мы придем на основании (59), если положим там 
С(n) =,expiu, H(~) = sin~. 

СИНОДИЧЕСКИЕ КООР ДИНА ТЫ 

§ 300. Рассмотрим уравнения (1{) § 258, обозначая ноординаты 
через х, у (вместо х, у). Тогда формулы (12) - (2:>.) § 258 пере
пишутся в виде 

L = ~(X'2 + у'2) + : ' 
i , O-J 1 2 (х 2 + У 2) - -;: = h, 

ху'- ух' = С, 

*) Формальное совпадение (50) и (51) было замечено Лагранжем, кото
рый следова.тr Щ)QТИВОПОЛОЖНЫ~I путем. Действительно, Лагранж (см. при
мечание R § 291) сначала нашел степенной ряд (50), а затем его формально 
преобразовал с помощью (62) в ряд Фурье (51), придя таким образом к транс
цендентным фушщиям (172), носящим сейчас название функций Бесселя 
(см. в конце § 277). 
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где h ~ О, c.~ О и r = (х2 + у2) '/', ФОрМ)'ЛЫ же (151) - (15з) 
§ 263 примут вид 

х = rcos(w + ro), у = rsin(w + ro), (21) 

ro=(w)t=t" (minr(t)=(r)t=t.). (22) 

Функция Гамильтона, соответствующая функции Лагранжа (11), 
равна 

где 

102 = х2 + у2, Х = х', У = у'. 
Введем вместо системы прямоугольных координат (х, у) дру

гую систему (ж, у), вращаЮЩУЮСll вонруг начала (х, у) = (О, О) 
с ПОСТОЯННОЙ УГЛОВОЙ сноростью -1, так что 

х = ж cos t - У sin t, } 
jj = ж sin t + У cos t. 

(4) 

По причинам, которые будут ясны ниже (см. § 517), вращаю
щуюся систему координат (ж, у) назовем синодичесной, а невра
щающуюся систему (х, у) - сидеричесноЙ. 

Согласно изложенному в §' 95, функция Лагранжа в перемен
ных ж, У выразится, как это легно видеть, если использовать (4), 
ФОРМУЛОЙ 

1 ( 1 1) L = 2 (ж'2 + у'2) + (жу' - уж') + -;: + 2' r2 , 
где 

в силу изложенного в § 229 фУННЦИЯ Гамильтона, соответствую
щая (51), равна 

f ( 1 1) Н=2(Х2+У2)_(жУ-уХ)- -;:-+2 r2 , 

где 

Х=ж'-у, У=у'+ж. (62) 
Подстановка (4) в (12) - (1з) ПрИВОДИТ далее J{ формулам 

(х'2 + у'2) - ( : + r2 )= - С, (71) 

1 
--C=h-c 

2 
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(см. § 210). Из (61) - (62), а также из изложенного В § 155 вид
но, что соотношение (71) представляет собой интеграл энергии не
обратимой динамической системы с функцией Лагранжа (51)' 
Постоянная энергии во вращающейся системе координат обозна
чена через _1/2C. Эта относительная, или синодическая, энергия 
равна в силу (72) разности между сидеричеСIЮЙ энергией h и 
(сидерическим) кинетическим моментом с. 

§ 301. Рассмотрим, в частности, произвольную эллиптическую 
(включая круговую, но исключая прямолинейный отрезок) траек
торию, тю, что h < О и с =F О (см. § 242). Тогда в силу (4) § 241 

1 
h= --а-I 

2 ' 

с2 = а(1 - е2 ) 

и согласно (15) § 276 

т = 2п: п, 

где Т - период (сидерический), с> О для прямого И С < О для 
обратного движения в сидерической плоскости (см. § 242). Со
I'ласно (18) § 265 направление движения можно учесть, припи
сав величине n тот же знак, КaIЮЙ имеет С. Таким образом, в 

(91) - (92) вводится тогда квадратный корень а = 'уа: IЮТОРЫЙ 
берется с тем же знаком, что и n. Если через А '/2 обозначить по
ложительный квадратный корень числа А > О, то согласно (8t ), 

(82) 

а= a'/2sgnc = -Уа ~ О, 

1 
h = --а-2 

2 ' 

с = а(1- е2)'/2, 

а формулы (91)' (92) И (72) запишутся в виде 

т = 2:rаЗ, 

С = 2а(1- е2) '/, + а-2• 

Заметим, что период (92) имеет тот же знак, что и с. 

( 10з ) 

( 111) 

( 112) 

(11 з ) 
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§ 302. Нет необходимости подчеркивать, что слова «прямое», «об
ратное», <<период» в § 301 имеют смысл, если рассматривать дви
жение в невращающейсл координатной системе (х, у). Положе
ние становится совеем иным, если рассматривать движение R 

синодической системе координат (х, у). Движение по эллиптиче
ской орбите может быть с ТОЧIШ зрения наблюдателя во вращаю
щейся системе координат прямым при одном t и обратным при 
некотором другом t. Действительно, подстановка (21) - (22) В (4) 
приводит к формулам 

х = rcos (ш - t+.ffi), .} (4а) 
у = r sin (ш - t + со) (со = const), 

которые показывают, что направление синодического движения 

при данном t определяется знаком производной (ш - t + со)', 
т. е. фушщией ш' - 1. Так как из (1з) и (21)-(2:1) следует, что 
,:zw' = С, то синодическое движение будет прямым при с > r2 и 
обратным при с < r2(c =1= О). Однако максимальное и минималь
ное значения фокального радиус-вектора r ='r(t) эллипса равны 
а (1 + е), а (1 - е) соответственно. Следовательно, направление 
синодического движения меняется при не котором t = t" тогда и 
только тогда, когда постоянные интегрирования (81) - (82) тако
вы, что постоянная (101) заключена между двумя положитель
ными границами 

О < е < 1, 

т. е. тогда и только тогда, когда 

(1-е)'/з (1 + е)'/з ---'--'-- < а < --'--------:.-
1+е 1-е 

§ 303. Любое сидерически обратное эллиптическое движение яв~ 
дяется также синодически обратным при любом t. Это вытекает 
из условия с < r2 (см. § 302), которое имеет место, поскольку 
С<О. 

Вместе с тем сидерически прямое эллиптическое движение бу
дет синодически прямым при любом t лишь тогда, когда а мень
ше, чем 

(1- е) '/, 

1+е 

где О ~ е < 1 (при атом а> 1). К такому выводу придем, если 
н неравенство с > r2, где с2 = а (1 - е2), подставим: шах r (t) = 
=а(1+е). 
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§ 304. Применим критерий, указанный в предыдущем параграфе !. частному случаю е = о. Мы увидим, что любое сидерическое 
обратное нруговое движение радиу
са а (о < а < +00) является также 
синодически обратным и что сидерп
чески прямое круговое движение 

будет синодически прямым, если 
О < а < 1, и синодичеСКII обратным, 
если 1 < а < 00. Наконец, сидериче
ски прямое круговое движение с ра

диусом а = 1 соответствует единст
венной точке х = cos U), у = sin U) в 
синодической системе координат, при

чем U) - прОИЗВОЛl,ная постоянная. 

Рис. 10. Действительно, если а = fa = + 1, 
то в силу (111) n = 1. Таким образом, 

угловая скорость сидерического кругового движения постоянна и 

равна 1 и, следовательно, после преобразования (4) мы получим, 
что в синодической системе координат тело находится в покое (см. 
(4а) §302). 

§ 305. Рассмотрим вопрос о периодичности синодического движе
ния. С этой точки зрения случай О < е < 1 полностью отличает
ся от кругового случая е = о. 

Исключим сначаЛа случай е = о. Тогда, заметив, что период 
вращения синодической системы координат равен 2,., можем сде
Jlать вывод, что если постоянная n - рациональное число, то си

нодическая траектория х = x(t), У = y(t) через промежуток 
времени, содержащий достаточно много сидерических периодов 
(92), замкнется сама собой. 

В случае же иррационального n эта траектория не будет замк
нутой. Она будет заполнять при -00 < t < 00 (соображения те 
же, что и в § 215) всюду плотно круг с центром в (х, у) = (о, О) 
и радиусом, равным maxr(t) ='а(1 + е). Для рационального n, 
например для n = р / q, где р, q - взаимно простые числа, сино
дическая траектория замыкается после I р I сидерических перио
дов (но не раньше). Действительно, из (4) и (92) видно, что еслп 
через 't обозначить наименьший синодический период, то 

+ 't = рТ = 2nq, (12) 

!'де n = р: q, (p,q) = 1, (е =1= О). 
В частности, наименьшие сидерический и синодический перио

ды Т и 't равны между собой лишь в том случае, когда Т делится 
на период 2n вращения системы координат (х, у), т. е. когда n 
раино 1 / q, где q - некоторое целое число. 
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§ 306. В § 307 будет показано, что в круговом слуqае имеет Щ1С-
1 о совсем иная картина, так как тогда синодическое движение 

ЯП.lлется периодическим С наименьшим периодом 

• 23t 3 
"t = (1 ) 

n-1 
fШК при рациональном, так и при иррациональном n. 

Заметим, что (13) отличается от (12), если период -r сущест
I!ует, т. е. если n - рациональное. Действительно, тогда (13) мож
но rrереписать в виде 

.. *= 
2пч 

р-ч 
(13а) 

ГДЕ n = р : q, (р, ч) = 1 (е = О). Таким образом, если n, соот
nетствующее формуле (111)' имеет фиксированное рациональное 
значение и если е варьируется, то период (12) не зависит от 
с (=#= О) и, следовательно, совпадает с Нт .. при е -+0. Вместе с 
тем формулы (12) и (13а) показывают, что этот предел .. некру
гового синодического (наименьшего) периода оказывается рав
ным не наименьшему синодичеСliОМУ периоду .. * кругового дви
жения, а не которой кратности "., а именно (р - q)-r*. (Это 
отсутствие непрерывной зависимости приобретает важное зна
чение в теории периодичеС1\ИХ решений ограниченной задачи 
трех тел.) 

Представляют интерес те частные значения n = р : q, для 1\0-
торых та1\ая потеря непрерывности не происходит, т. е. для ко-

торых р - q = 1. Та1\ие значения n = 0.-3 = уа-З, равные 
11 = р: (р + 1), р = 1,2, ... ир =, -2, -3, ... , будем рассмат
ривать как критичеС1\ие. Заметим, что из условия р - q = 1, при 
I>OTOpOM Нт т = -т-, получим те же самые критические значе
ния n. 

Мы молча предполагали, что n =#= 1, так как при n = 1 фор
мула (13) теряет смысл. Случай, nогда n = -1, упоминался вы
ше в н:онце § 304. В этом случае синодичеСI>ое 1\руговое дви
жение вырождается в ТОЧ1\У равновесия, та1\ что его период про

изволен. 

§ 307. Для того чтобы доказать формулу (13) для рационального 
и иррационального n, заметим, что круговое сидерическое движе
ние х = x(t), У =·y(t) представляет собой равномерное движе
ние с угловой скоростью n, и при соответствующем выборе нача
Jla отсчета t имеем х = а сов nt, у = а sin nt. Синодическое 
днижение представится согласно (4) формулами 

х = а cos(n - 1)t, у = asin(n-1)t. 

18 А. Уинтнер 
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Из ЭТИХ формул вытекает (13), а т"акже факт вырождения :в 
точку равновесия пр" n = 1. 

Целесообразно переписатЪ" (f3) в виде "[* = 2пm, причем 

1 
m= --- (141) 

n-1 

и В·С1ШУ (111), (11 з), где е = О, n =1= 1, 

_ т'/, 

a=ia= (1+т)'/' ' 

С == 1 + 3т 
т'/, (1 + т2 ) '/. 

(14з ) 

н ИСIшючительном случае n = 1 из (111), (11з ) следует, что 

а == -yi= 1, с = 3 (е = О). (15) 

Заметим, что число т будет рациональным тогда и только тогда, 
когда таковым являетсй n, и что т - целое (0/= О) тогда и только 
тогда, когда n - нритическое (см. § 306). Это вытекает из (141). 

§ 308. Если значение сидерическои постоянной энергии h( <О) 
задано, то существует два" и только два случая круговых движе

ний, "соответствующих этому h. Действительно,тогда мы опреде
лим на основании (102) однозначно а ~ уа ~ О, а сидерический 
Irери6д Оirpеделится согласно (111) - (112). НарТИRа становится 
(;олее сложной, если будем рассматривать всевозможные значения 
а (=1=0) от "":""00 до +00 в зависимости lIe от сидерической посто
янной энергии h, а от синодической постоянной, равной _1/2C 
согласно (71) - (72); Мы получим тогда пе простое соответствие 1 
к 2, а такое,которое можно описать следующим обра;юм. 

ИСК3"lючим сначала не имеющий смысла случай а = О (дnи
iиеиие по кругу с нулевым радиусом а = (2), а также ИСI<ЛЮЧИ
тельный случай а = 1. Тогда эти :ИСlшюченные значения а = О, 
а = 1 разбивают весь бесконечный интервал -00 < а < +00 

значений а для круговых траекторий на три интервала: 

-00 <а<О, 

О < а < 1, 

1 < а < + 00, 

( 161) 

( 162) 

( 16.~) 

причем интервал (16,) соответствует сидеричесн:им обратным кру-
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I·ОВЫМ ДВIIжениям, а интервалы (16:!) , (16з) - сидерическим пря
мым движениям. Соответствующие интервалы изменения С та-
lЮВЫ: 

-00 <С.<+оо, 

+00 >С>3, 
3<С< +00, 

причем соответствие между интервалами (16v) и (17v ) взаимно 
однозначное при любом v = 1, 2, 3 инеравенства (17v ) вьшиса
ны так, что они УIшзывают на возрастание пли убывание функ
ции С = С(а) в интервале (16v), v = 1, 2, 3. Например, (162)' 
(16з ) и (172), (17з ) поназывают, что С стремится к 3, если а стре
мится к исключительному значению (15), как возрастая, так и 
убывая. Нроме того, из (161) И (171) следует, что значение С=3 
соответствует также и не исключительному значению а «О). 
J\стати, последнее равно а = -1/2, так как, исключая rn в (142)
(14з ) , получим, что 

С(а)= 2а + а-2 

(см. (11 з) при С = О). 
П роизводная функции С (а) по а равна 2 (1 - а-З). Следова

тельно, эта функция монотонно возрастает в интервалах (16д, 
(16з ) и монотонно убывает в интервале (162). Так как С(+оо) = 
= +00, С(±О) = ±оо, С(1 + О) = 3, то поведение фушщии 
С (а), выражаемое неравенством (171) - (17з), полностью под
тверждается. 

§ 309. Так как значение а = О исключено, то формулу для С 
можно переписать в виде liубического уравнения относительно а 
или 1/ а: 

2а3 - Са2 + 1 = О 
пли 

( 
1 \З 1 
-) -С·-+2= о. 
а/ а 

Из (161)-(17з) следует, что уравнение (181) 
(i) имеет один и только один отрицательный норенъ 

а = а_(С), -00 < С < +00; 

(ii) не имеет положительных корней при С < 3 и имеет 
два различных положительных корня а+ = а+ (С), а+ = а+ (С) 
при С > 3, причем U+ < 1 < а+ при С > 3 и а+ -+ 1 - О, 
а+-+ 1 + О при С-+3 + о. 

18* 
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Дискриминант кубического уравнения (182) равен 

- 4(- С}3 - 27·22 
или 

4(С3 - 33), 

И ОН >0, =0 или <О, если С> 3, С = 3 или С < 3 соответст
венно. Таким образом, (i)-(ii) следует не только из (161)-(17з), 
но и непосредственно из (182) или (18t ). 

Выпишем таI,же следующие неравенства, на которые будем 
ссылаться ниже: 

2221 21) <l- < ~, а_ > -, а+ < -, 
u+ а+ 

(С > 3; а_ < О < а+ < 1 < а+). 
( 19) 

Эти неравенства легко получить, если непосредственно или с по
мощью дифференцирования (181) - (182) использовать (161)
(17з) и определения (i) - (ii) корней U+, а+, а_ при С> 3 *). 

§ 310. Рассмотрим теперь предельный случай с = О (е = 1) си
дерического эллиптического движения при произвольной большой 
оси 2а. 

Согласно изложенному в § 268 это прямолинейное сидериче
ское движение может быть представлено с помощью следующих 
формул: 

х = а (СОБ и - 1), у =0, 

и - sinu 
t=----

(20з) 

где и - эксцентрическая аномалия. Знак постоянной n, т. е. на
правление сидерического движения, остается при этом неопреде

ленным. Исходя из (81) - (13з) и полагая с = О, получим фор
мулы 

*) Например, первое из неравенств (19), конечно, справедливо при зна
чениях С> 3, достаточно близких к С = 3, посколъку 11_(3) = -1/2, 
11+(3) = 1 соrласно (181). Если неравенство а_2 < 11+2 не было бы справед
ливым при всех С > 3, то в силу непрерывности существовало бы так()(! 
С = Со, ЧТО (с2 (Со ) = 11+ 2 (Со ). Однако тогда мы имели бы в силу (181) 
равенство (СЗ(СО ) = I1+ З (СО ), что невозможно, поскольку 11_ < О < 11+. 
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В соответствии с (201) - (21 t ) период Т для ТaI<ОГО движения 
равен промежутку времени между двумя последовательными 

столкновениями движущегося тела с центральным, находящимся 

n начале ноординат (х, у) = (О, О) (см. §§ 268-270). 
Подстановка (20д - (20з) в (4) показывает, что синодическая 

траектория описывается формулами 

х = -2а sin2 .!. u cos(a'/'u - a'/'·sin и), 
2 

1 
у = 2asin2

2 u sin(a"/'u - а'/, sin и), 

(22) 

где вспомогательная переменная и изменяется от -00 до +00. 
Согласно (22) столкновения (т. е. моменты, ногда х2 + у2 = О) 
имеют место при равноотстоящих друг от друга значениях и = О, 
±211:, ... Тем не менее синодичесная траентория не будет в об
щем случае замннутоЙ. Действительно, из (22) следует, что траек
тория (х, у) будет замннутой (имеющей, возможно, достаточно 
большое количество (<петель» или (ЩИIшов» ) , если постоянная 
n = а-з;, - рациональное число, и не будет замкнутой, если n -
иррациональное число. В первом случае из (20з), (211) и (22) 
следует, что соотношение (12), выводимое непосредственно при 
О < е < 1, остается справедливым и при е = 1. Результаты, из
ложенные в § 305, остаются справедливыми и во втором случае, 
так как при n иррациональном траектория (22) заполняет всюду 
плотно круг х2 + у2 = (2а)2. 

§ 311. Апериодичность синодической траектории в случае ирра
ционального n не противоречит тому факту, что эта траектория 
проходит через одну и ту же точку (х, у) = (О, О) бесконечно 
много раз (а именно при и = О, ±211:, ... ). Все становится впол
не понятным, если ввести синодические полярные координаты г, 

о. Действительно, тогда можно записать формулы (22) в виде 

х = rcos8, у = rsin8, (23) 
где 

.1 
г= 2аsш2-u 

2 ' 
е = - а'" (и - sin а) + л. 

Если независимая переменная и получает приращение, равное 
целой кратности 211:, например 2nр, то из (23) видно, что r не 
изменяется, а е уменьшается на 211:ра'/,. Формулы же (20з) , 
(21 t ) показывают, что это уменьшение синодического полярного 
угла е будет равно целой кратности 211: лишь тогда, когда n=р : q 
и q - некоторое целое число. Следовательно, среди значений 
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и = О, ±2п, ... найдется или не найдется тан:ое значение, при 
нотором синодическая траектория ПОlшдает начало координат 

(х, у) = (О, О) в том же направлении (mod 2п), по которому она 
сюда пришла при этом же и, в зависимости от того, является n 
рациональным или иррациональным. 

Если n рациональное, например n = р : q, (Р, q) = 1, то лишь 
некоторые (но не все) значения n = О, +2л, '" тан:овы, что угол 
О остается неизменным (mod 2л) при прохождении траектории 
через начаJIO координат. Действительно, е остается неизменным 
(mod 2п) при JШЖДОМ таком прохождении толыю тогда, когда из
Мf~нение е, соответствующее приращению и на 2п, окажется рав
ным целой кратности 2л, например 2nq. В силу (23) ЭТО будет 
тогда и только тогда, когда 2ла'l, = 2nq, т. е. еели (см. (20з» 
1 / n = q. 

в соответствии со СIiазанным входящая и выходящая ветви; 
синодической траектории (22) касаются друг друга и моменты. 

о) 

Рис. ·11. 

j .,~. 

~. ~i-·n'\ ~I fj С\ У . 
1'\.(( J '/'1 I 
,\~. \""-/!/I) ) I 
\~ 

о) 

псех столкновений тогда и только тогда, ногда n равно обратной 
величине некоторого целого числа q. Такие n соответствуют n 
силу (20з) дискретным значениям 

С-1 = а = q'/', q= 1,2, ... , (24) 

произвольной постоянной интегрирования (212), определяющей 
единственным образом ограниченное прямолинейное движение. 
Синодические траектории (22) при q = 1, q = 2, q = 3 показа
ны на рис. 11а, б, в соответственно *). 

§ 311а. В §§ 301-311 был рассмотрен лишь эллиптический слу
чай h < О. Однако путем подстаноВJШ в (4) сидеричесних коор
динат Х, у гиперболичеСlЮГО или параболичеСIЮГО движения мО'Ж-

*) Из (24) видно, что :эти три риеунка имеют различные маештабы рае- . 
етолниЙ. 
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но провести анализ синодичесиих траеиторий при h > О или 
h =, О, в том числе предельный случай прлмолинейных траеито
рий (с = О). 

§ 312. Если значениц сидерической ЩJСТОЯ.ННОЙ энергии h задано, 
то соотношение (12) определяет цри h < О (но не при h ~ О) 
кривую нулевой сиорости. Движение происходит в этом случае 
вне Rpyra с' центром (х, у) = (О, О) и радиусом -h-1 (см. § 243). 
Соответствующий а~ализ соотношения (71), представляющего со
бой синодическую аналогию ( 12), несколько более сложен, и он 
может быть про~еден следующим образом. 

Из (7д видио, что в любой точие (х, у) !{aIшй-либо синодцче
СИОЙ траекторци (72) имеем r2 + 2г1 ~ С. Соотношение же 

2 
r2.+-=C 

r 
) 

представляет собой уравнение иривой нулевой сиорости (синоди
ческой). Эта иривая распадается на стольио оиружtlостей с цент
ром в начале коордцнат (х, у) = (О; О), сколько различцых поло
жительных кор:цей имеет уравнение (25). Если положить а = 1/г, 
то это уравнение запишется n виде (181). в § :309 было показано, 
что уравнение (181) не имеет 00 ПОложительных корней, если 
-00 < С < 3, имеет двойной положительный корень а о 1, если 
С = 3, и цмеет именно два ПОЛОЖИlfельных lИрНЯ(l+._ а+ (С), 
((+ = а+(С), а+ < 1 < а+, если 3 < С < +00. 

Таким образом, иривая синодичес!ий нулевой скорости, соот
ветствующая заданному значению· С, или не существует (если 
С < 3), или же состоит из двух концентрических окружностей 
(если С> 3). Радиусы этих окружц'остей равны 1/ а+ и 1/ а+, 
причем 1/ а+ < 1 < 1 /!l+. При С 00'3 обе эти .. окружности сли
ваются в одну окружность с радиусом, равным единице. 

Вместе с тем область на плоскости (х, у), запрещенная в силу 
соотношения (71), т. е. область, где неравенство r2 + 2,.-1 ~ С не 
выполняется, состоит при С > 3 из иольца 

1 . 1/' 1 
_ <.(х2 + у2) '~<_, 
а+ а+ 

Бырождающегося при С = 3 в окружность х2 + у2 =1 (и исче
:щющего при С < 3). Это вытекает из того,. ч·то при произвольном 
ФИRсированном С условие 

(26) 

;удовлетворяется при положительных г, близиих I{ О или +00, TaI: 



А, 

1 '(1= уа 0<а.<1 
II а._, а.+ или а.+ сх = а."," 
IП С = 2а.+а.-2 00 >С>3 
IV Радиус окружности ну- 0< 1/сх + < t 

левой скорости (сино
дической) 

V I РаСПОЛQжение круга иу-11/а.+ > а 
левой скорости (сино
дической) 

А, 

1<(Х<+0о 
а. = сх+ 

3<С<+0о 
1 <1/а+< + 00 

1/а+ < rx 

А, 

-оо<а<-1 
а=а 

-оо<:,С<-1 
Не существует 

Нз существует 

VI 
VII 

Радиус круговой орбиты а = a~ (> a~) а = (а+)1 (>а.2 ) а = a~ 

VIII 

IX 

Х 
ХI 

ХН 
ХII! 
XIV 

ХУ 

Нижняя или верхняя Нижняя, О<а<1 
орбита 

Сидерическое направле- Прямое 
ние 

Верхняя, 1< а <+00 Верхняя, 
+0о>а>1 

Прямое Обратное 

Синодическое направле- Прямое 
ние 

Обратное 

n=а.-8 

т = (n -1)-1 

:Критическое т 
:Критическое n 
:Критическое а 

Первое критическое С 

+ оо>n>1 
О<т<+оо 

1>n>О 
-()()<т<-1 

1, 2, 3 . . . . .. - 4, - 3, - 2 
2/1, 3/2, 4/3 ... 3/4, 2/3, 1/2 
а=1-0 а=1+0 

(С)т=l=VЗ2= (С)т=_11 = :/311/4 = 
=3,1748 = 3,14;)8 

Обратное 

О>n>-1 
-1<т<_1/2 

Не существует 
Не существует 
Не существует 

Не существует 

А. 

-1<сх<0 
сх = (Х_ 

-1<С<+0о 
1> 1/а.+ > О, если 
3<С<+0о; 
не сущ/'ствует, если 

-0о<С<3 
1/а.+ > а, если 
3<С<+ 00; 
не существует, если 

-0о<С<3 
а = cx~ 
Нижняя; 1 > а> о 
Обратное 

Обратное 

-1>n>-оо 
_1/2 <т<О 

Не существует 

Не существует 

Не суще-;твует 

Не СУЩJствует 

XVI Начало т=+О, т= -1-0 
n=+оо, С=+ОО n=+О, С=+оо 

т=-1+0 lт=-o 
n=-И, С=-оо n=-ос, С=+Х> 

1..:> 
00 
о 

'1 
~ 
> 
tIj 

> 
.... 
:< 
'" > 
~ 

~ 
~ 
t%j 

~ 
t-3 

~ 
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что а+ и а+ являются при С > 3 простыми nорнями кубического 
уравнения (181), а условие (26) в кольце 1/(1+ < r < 1 / (1+ не 
~fOжет иметь места. 

§ 312а. Сопоставляя результаты, изложенные в §§ 308-309 и ка
сающиеся круговых траекторий, с результатами предыдущего па

раграфа относительно кривой нулевой скорости для любой траек
тории х = x(t), У ='y(t), можно сделать на основании (19) вы
БОДЫ об относительном расположении любой круговой траектории 
и кольца, определяемом интегралом энергии (если С> 3). Мож
но также сделать вывод о связи между предельным случаем С=3 
(СМ. § 309) и исключительным случаем h = 1 (§ 306). 

Назовем круговую траекторию радиуса а нижней или верхней, 
если а < 1 или а > 1 соответственно. В любом случае движение 
может быть сидерически прямым или обратным (а = V7L ~ О). 
Следовательно, если исключить значения а = О и а = 1, то все 
Jlозможные круговые траектории можно разбить на четыре 
группы: 

A t : 0< а < 1, 

-00< а< -1, 

1 < а< +00, 
-1 <а<О. 

Результаты, касающиеся круговых траекторий и изложенные в 
§§ 306-309, а также в § 312, могут быть отражены в таблице *) Ш1 
стр.280. 

*) Два значения С в строчке ХУ оказались почти равными чисто слу
чайно, и они никак не совпадают друг с другом (как это утверждается иног
да в литературе). 



ГЛАВА V 

ЗАДАЧА МНОГИХ ТЕЛ 

Закон притяжении Ньютона 
Следствия И3 консервативных интегралов 

Одновременные столкнопешrя 
Гелиоцентрические координаты 
Парные столкновения 
Центральные конфигурации 
Гомографичеекие решения 
Гомографические гешения и центральные 
конфигурации 

Иснлючение ДВlш;ения центра масс 
Исключение кинетического момента 
Вещественные особенности 
Теоретико-функциона:IЬНЫЙ характер CTO:I-

кновений 
Задача трех TeJ1 

ЗАКОН ПРИТЯЖЕНИЯ НЬЮТОНА 

§§ 313-321 
§§ 322-332 
§§ 333-339 
§§ 340--347 
§§ 348-354 
§§ 355-368 
§§ 369-374 

§§ 375-382 
§§ 383-389 
§§ 390-406 
§§ 407-414 

§§ 415-425 
q§ 426-440 

§ 313. Когда мы говорим, что система n (~2) материал!>ных то
чеI{ Р1 , • •• ,Рn движется в соответствии с законом притяжения 
Ньютона, то подразумеваем существование 

(i) положительных пос.тоянных х, m1, ... , mn ; 
(ii) выбранной соответствующим образом в 8!JКЛИДОВОМ трех

мерном пространстве системы координат G = (GI, GII, GIII ) ; 

(iii) выбранной соответствующим образом независимой пере
менной t 

таких, что уравнения движения могут быть записаны в виде 

(i= 1, ... ,n),. (1) 

где через Gi обозначен 3-вектор координат Gi!, ~iJI, GilII точки P i 

И { }~i - градиент скаляра { } по отношению к Gi. 
Параметр 'Х представляет собой в теории Ньютона (<постоянную 

приmжению), а m; - «массу Р(»; координатная система G назы
вается <<инерциальной координатной системой», а независи:мая 
переменная t - <<абсолютным временем». Очевидно, что невозмож
но использовать какое-либо одно из этих понятий без привлеченил 
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всех других. Например, нет смысла задавать вопрос о значениях 
масс mi, если не считать известными инерциальную координатную 

систему и аБСQ.1lютное время. 
В задачу этой IШИГИ не входит дискуссия о длинном ряде 

исн:лючительных триумфов и о немногих (но их нельзя оставить 
fiе-з:внимания) неудачах этого доэйнттейниансн:ого подхода н: 
rrроблеме гравитации в солнечной системе. Тан:им образом, нет 
необходимости обсуждать практические и логические затрудне
ния, появляющиеся после введения инеРI\иальной системы коор
динат и применения математичеСI\ОЙ модели l\ движению планет 
и их спутнин:ов. Упомннутые прантичеСl\ие затрудпения имеют, 
lюнечно, чисто астрономический харан:тер. Однано астрономиче
сн:ая технин:а исполь;юван'ия в ньютониансн:ой модели численных 
данных (прямых и н:освенных) наблюденпй настольн:о хорото 
развита, что эти затруднения не имеют нин:акого практичс, 

ского значения для современного состояния теории солнечной си

СТeJ\1Ы. 

МЫ будем обозначать в последующем через m; не только мас
су, сн:онцентрированнуюв переменной точке ~i, но также и мате
риальную точн:у Pi, н:оординаты НОТОРОЙ определяются вен:тором 
~i. Аналогичным образом будем обозначать через ~ не только 
Iюординатную систему, но танже и н:оординатный вснтор точки 
R 3-мерном еВН:ЛИДОRОМ пространстве ~. Наконец, через ~т, ~п, ~III 
будем обозначать компоненты вектора ~, параллельные коорди
натным осям. 

§ 314. Обозначая через и Х v =. -v Х II векторное произведение 
двух 3-вен:торов п, v, через u· v = v· и· - их сн:ащrрное произве
депие и, наконец, через u2 - н:вадрат u· и длины I и I вен:тора и, 
положим 

с = ~ mi~i Х ~~, 

J= ~ rni~~' 

L=T+U,. 

l'де i = ~ , а сн:аляры Т, U определяются формулами 
1 "" 12 Т= 2 Li mi~i , 

. ~. mjmk 
и= LJ '--.. 

Рзп 

Р jh = I ~; - ~h I , 
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lJричем 

~,=~, 
;=1 

~= 
l"';j<ko;;;n 

3-вектор (21) называется кинетическим моментом системы, а 
СI\аляр (22) - полярным моментом инерции системы. Заметим, 
что массы т; суть постоянные скаляры, а 6i2 - квадрат расстоя
ния 16i 1 между т; и началом координат 5 = О. Формула (3з) 
дает расстояние Pjk между т; и mk. Координатный вектор центра 
масс равен 

где 1.1. = ~mi - полная масса системы. 
Если мы выберем основные единицы так, чтобы постоянная 

притяжения 'Х была равна единице, то из (2з ) - (~) видно, что 
~'равнения (1) можно записать в виде 

mi5~' = U~. = U~. (51, ... , 5n) (5) 
1 1 

или 

[L]~. = О, 
1 

i= 1, ... , n, (5а). 

где [ ] G' обозначает лагранжеву производную по отношению к 
1 

3-вектору S;. Таким образом, уравнения (1) описывают консер-
Еативную динамическую систему с 3n степенями свободы, являю
щуюсн в силу (2з ) - (32) обратимой (см. § 156). "Условие (21) 

~ 155 удовлетворяется, ТаУ{ как Т = ~ ~ mi5~2 есть диагональ-
2 

нан форма с положительными диагональными :шементами m1, m1, 
m1, ... , m n , m n , m n . Соответственно из (10) - (11з ) § 158 имеем 

I 
L",. == 1]; = m;5i, 

1 

1 ~ -1 2 
Н = - I т; 1]; - U. 

2 
1 ~ -1 2 

Т=- m· 1]' 2 .., 

i= 1, ... , n, 

(~) 

(6з ) 

где 1]; обозначает 3-вектор, компоненты которого суть импульсы, 
Iщнонически сопряженные с компонентами координатного 3-lIек
тора 6; (i = 1, ... , n). 
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§ 315. Левая часть (14) § 159 сводится к 

( ~ miGi .~~)' 
и равна 1/2J" согласно (22) § 314. Вместе с тем правая часть (14) 
§ 159 сводится 1\ (15t ) § 159, так как Т не зависит от координат 
(является, следовательно, их однородной функцией степщlИ 
а = О). Наконец, формулы (~) - (3з) § 314 показывают, что 
и - однородная функция степени -1, тю, что (15 t ) § 15!"! сво
дится к (152) § 159 с ~ = -1. 

Тюшм образом, 1/21" = (-1 + 2) U + 2J/., т. С. 

J"= 2и + 4h, 

T-U=h, 

причем (72) можно рассматривать как определение постоянной h 
в формуле (7t), т. е. постоянной энергии для данного решения 

Si = Gi(t), i = 1, ... , n. (8) 

§ 315а. Поскольку ~ = -1, то на основании изложенного в § 160 
приходи:м также 1\ тому результату, что если Gi = Gi (t) - I\акое
либо решение уравнений (5), то функция 

л'5i (1. -ЗI,t) , 

где л, - любая положительная постоянная, также является реше· 
Ilием этих же уравнений. Отсюда вытекает, в частности (см. 
§ 160а), что период для семейства периодических решений урав
нений (5) пропорционален 1 h 1-'1" если решения этого семейства 
имеют непрерыпную частную производную по h. 

§ 316. ~аменим систему координат G § 313 другой системой КООР
диват 5, получающейся из первой путем ее поворота на некото
рЫЙ угол вокруг начала, так Что 

где Q - ортогональная 3-матрица, не записящая от t и i, опреде
литель которой равен + 1. Очевидно, что 

Поэтому из (3 t ) - (3з) вытекает, что функция Лагранжа (2з) ин
вариантна по отношению к преобразованию Gi = QGi. Следова
тельно, если заменить Q на Q(B), причем 8 - скалярный пара
метр, не зависящий от t, Q (О) - единичная матрица, а матрица 
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Q (В) ортогональна и имеет при в = О не обращающуюся В нуль 
производную Qe(B), то в соответствии с (8) § 96 функция 

будет интегралом уравнений (5) § 314. 
Рассмотрим, в частности, семейство вращений Q = Q (В), 

определяемое согласно (182) § 77, если положить в этой формуле 
dv = Bc'lv, причем /51, /52, /5з - произвольные фиксированные ска
JШРЫ. Тогда производная Qe (О) равна, очевидно, сумме трех мат
риц c'lvlv. Подставляя эту сумму в интеграл (91) и по:rаl'ая после
довательно (/51,/52, /5з) = (1, О, О), (0,1, О), (О, 0,1), получим три 
интеграла 

Однако, как нетрудно проверить, кососимметричеСl\ие матрицы 
/v, определенные в § 77, обладают тем свойством, что если А, B~ 
3-векторы, то скалярные произведения B·lvA будут компонента
ми BeI{TOpHOrO произведения А Х В. Следовательно, три I{ОМПО
нента вектора 

представят собой интегралы уравнений (5). Выра;шв L't;,~ соглас-. 
но (61), можно утверждать, что для любого решения (8) уравне
ний (5) существует постоянный вектор С такой, что 

~ mi~i Х ~~ = С. (9) 

Другими словами, I{инетический момент (21) остается вдоль лю
бого решения (8) постоянным, что дает нам три скалярных ин
теграла уравнений (5). 

§ 317. Замени~ I{оuрдинатную систему ~ § 313 другой координат
ной системой~, получаемой иа первой путем параллельного пере

носа, та" что ~; = ~i + Ь, где Ь - 3-веr,тор, не зависящий от t и 
t. Очевидно, что . 

~~2 = ~~2, ] fз - ~k] = I ~j - ~k ]. 
Тогда из (31) - (32) следуёт, что функция (2з) инвариантна по от

ношению к преобразованию ~i = ~i + Ь. Заменяя Ь на ВС, причем 
В - скалярный параметр и с - фиксированный постоянный З-век-
тор, увидим, ЧТО 
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образуют семейство преобразовапий, для которого справедливо 

соотношение (8) § 96. Однако частная проиаводная (~i) в == с. 
Следовательно, скаляр 

~; c·LE~ 
, 1 

uри любом постоянном векторе С = (СI, С2, сз) не зависит вдоль 
любого реmен:ИЯ (8) уравнений (5) от t. Полагая последовательно 
(Сl,С2,Сз) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), придем к выводу, что для 
любого решения (8) уравнений (5) найдется постоянный 3-век
тор А такой, что 

~L~~=A. , 
Следова тельно, уравнения (5) имеют шесть скалярных интег

ралов 

~ mis;= А, 

~: miSi - t ~imis: = В, 

где компоненты 3-векторов А и В составляют шееть постоянных 
Jfнтегрирования. 

Действительно, соотношение (101) ЭIшпвалентно (102) в силу 
(6.) . Вместе с тем из (102) следует, что 

~ miSi = At + в, (11) 

где В - некоторый Постоянный 3-вектор. 
Заметим, что Rаждый из СRалярных номпонентон венторного 

соотношения (11) содержит две постоянные интегрирования и по
этому не может быть интегралом уравнений (5) (см. § 82). Од
нако с помощью трех интегралов (102) можно записать (11) в 
виде (10з) и прийти к трем интегралам. 

§ 3178. Разделив (11) на полную Массу j.L = ~mi, увидим, что 
траектория центра масс n тел в системе координат S имеет урав
нение s = A·t + п*, где векторы А* = j.L-IА, В* = j.L-IВ суть по
стоянные интегрирования. 

Шесть интегралов (102) - (10з) выражают таким образом тот 
факт, что для любого решения (8) уравнений (5) движение цент
ра масс в заданной ияерциальной системе Iiоординат S являетсfl 
равномерным и: прямолинейным. 

§ 318. Наиболее общее еВRЛИДОnO преобразование Rоордина'l' 
имеет вид 

(12) 
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где компонент вращения Q (ортогональнан матрица с определи
телем, равным + 1) и компонент переноса (u - произвольпые за
данные функции t. Будем предполагать, что функции Q (t), (U (t) 
обладают непрерывными вторыми производными Q", ы". 

Согласно § 313 координатная система ~ называется инерци
эльной, если в ней справедливы уравнения (5). Аналогичным об
разом преобразование (12) называется инерциальным, если коор
динатная система ~ является инерциальной каждый раз, когда 
тан.ОЙ является система ~, т. е. если Q (t), (U (t) таI\ОВЫ, что после 
замены переменных в уравнениях (5) по формуле (12) мы при
дем 1\ уравнениям того же самого вида. 

Из (32) - (3з) видно, что 

U"§;i(~l"'" ~n) = QU~I(~l"'" ~n) 

при любом преобразовании вида (12). Таким образом, в силу (5) 

и ~i (~1' ... , ~n) = miQ~i". 

Следовательно, преобразование (12) будет инерциальным, если 
соотношение ~/' =, Q~/' удовлетворяется в силу (12) тождествен
HU по t. Положив в этом соотношении 

8 = ~i - Ы, 
перепишем его в виде 

Q-18" + Q-I(U" = Х". 
Преобразование (12) будет, следовательно, инерциальным, 

если это соотношение удовлетворяется тождественно при 3 = QX. 
Однако последнее равенство совпадает с (8) § 69, так что выра
жение дЛЯ Q-18" дается формулой (102) § 69. Следовательно, 
liреобразование (12), определяемое парой функций g (t), (U (t), 
(iудет инерциальным тогда и только тогда, когда соотношение 

2~X' + (~' + ~2) Х + Q-I(U" = о, (13) 

где матрица ~ = ~ (t) выражается по формуле (5) § 66, пред
ставляет собой тождество по t. ОднаRО согласно (121) X(t) === 
= ~i(t), где i равно одному из чисел 1, ... , n. Вместе с тем зна
чения ~i (t), ~/ (t) для решения (8) уравнений (5) при любом за
ДАЯНОМ t можно рассматривать как произвольные начальные зна
чения. Так как ~(t), Q(t), ,ы(t) зависят лишь от преобразования 
(12), но не от решения (8), то (13) представляет собой тождест
во по t тогда и только тогда, когда коэффициенты 2~, ~' + ~2 И 
свободный член g-lы" в (13) обращаются при всех t в нуль. Оче
видно, это будет тогда и толы\o тогда, когда L (t) = О и ы" (t) ===0. 
В силу (5) § 66 и изложенного в конце § 69 равенство ~ (t) = О 
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означает, что компонент вращения Q в (13) не зависит от t. Усло
вие же ю" (t) = О означает, что номпонент переноса (j) (t) соот
ветствует равномерному прямолинейному движению. Поэтому мы 
приходим К результату, что преобразование (12) будет инерци
альным тогда и только тогда, когда оно выражается формулой 

(14) 

где Q, а, ~ не зависят от t. Заметим, что постоянная матрица вра
щения Q, а также любой из постоянных векторов а, ~ содержат 
по три сналярных параметра. 

§ 318а. Из критерия (14) следует, чтозсли ~ = ~~(t)~, где Q(t)=#= 
::J= const, то в координатной системе G, вращающейся вокруг на
чала инерциальной координатной системы 6, занон Ньютона пе
рестает быть справедливым. Наряду с ньютонианскими силами 

И-е,. в сис'теме координат f" обнаруживаются «фиктивные» силы, , 
действующие на m; и соответствующие (<RОРИОЛПСОВОЙ силе» 
2mi~(t)G/(t) и «Центробежной силе» miР (t)6i(t),где р =~' + ~2. 
Если же f = G + (j) (t), где ю' (t) = const, то ~epaBHOMepHOCTЬ 
прямолинейного движения координатной системы G приводит к по
явлению аналогичной «фиктивной» силы «ускоренного переносно
го движению), равной mi(j)" (t) согласно (13). В обоих случаях 
(<инерцию) тел изменяется именно благодаря введению координат-

ной системы ~~ не являющейся инерциальпой в указанном в § 313 
смысле. 

§ 319. Все 10 постоянных интегралов (72), (9), (102), (10з) были 
отнесены н заданной инерциальной Боординатной системе G. ЭТИ 
интегралы сохраняются, конечно, и п~и переходе }{ любой другой 
Iшерциальной НООРДIIнатной системе G, но при этом мы получим 
J; соответствии с (14) вместо постоянных h, С, А, В исходных иIl
тегралов другие постоянные N, с, А, В. Достаточно исследовать 
связь между этими постоянными в случае трех подгрупп 

~= Q6, (i) 

G = 6+~, (и) 

G =: 6 + at, (iii) 

ИЗ которых состоит вся группа инерциальных преобразований (14). 
(i) Пусть I = QG, где Q = const. Тогда, как было показано в 

начале § 316, оба выражения (з,), (32) остаются неизменными. 

19 А. Уинтнер 
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Следовательно, имеет место не только инвариантность лагранжс
вой функции (2з), но в силу (72) И равенство 1i = }~. Вместе с тем 
в соответствии с определением векторного произведения имеем 

f х l' = (Qs) Х (Q6') == Q (6 х ;'), 
так что 

C=QC 

n силу (9). Поэтому не только I С I = I с 1, но и направление вш,
тора, представляющего кинетический момент системы, остается II 

трехмерном евклидовом пространстве неизменным II не зависит, 

таким образом, от выбора направления осей декартовой системы 
поординат с фиксированным началом. 

(ii) Если ~ = ~ + ~, где ~ = const, то, IШК было показано в 
начале § 317, функции (31) и (32) остаются неизменными. Сле
довательно, имеет место не только инвариантность фунrщии Ла
гранжа (2з), но в силу (72) И равенство n = h. 

Вместе с тем 

1" х l' = (~ + ~) х (6 + ~)' = (6 х ~') + (~ х 6'). 
Следов а тельно, 

C=C+(~XA) 

в силу (9) и (101). Наконец, из (102) вытекает, что А = А, но 

В =В+ I!~, 
!'де I! = 1:7ni. 

(iii) Если ~ = ~ + at, где 0.= const, то хотя силовая функ
ция (Зz) при этом не изменяется, но функция (31) выражается 
Jj новых координатах по формуле 

1 1 
Т = 2mi(~i+ 0.)2 

и, следовательно, не инвариантна. Таким образом, функция Ла
lранжа (2з) не инвариантна, хотя уравнения Лагран~а при та-

IiOM преобразовании не изменяются (преобразование 6 = 6 + at 
является согласно (14) инерциальным). Однако это изменение 
сводится в силу (5) к появлению аддитивной постоянной. Дейст
r:ительно, разность между выражениями 

1 ~ , 
т = 2' ~mi(6i + 0.)2 

и 
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равна в силу (101) а·А + 1/2a2fL• где fL = "l:,mi. В соответствии с 
этим 

1 
1i. == h+ a.A+2"a2fL• 

поскольку в (72) силовая фУНIщия и инвариантна. Кроме того, 
поскольну векторное произведение 

f х f = (s + at) Х (s' + а) 
равно сумме трех векторных произведений 

1 Х s', (а Х s') t, S Х а, 
ТО В соответствии с (9), (101), (11) 

С = С+(В Ха). 
Наконец, из (101)' (102) вытекает, что Jj = В, но 

А= А+ fLa, 
где ~t = "l:,mi. 

Обратим внимание на параллелизм формул преобразованин 
постоянных С, В, А в случаях (ii), (Ш). 

§ 320. В соответствии с (61) - (6з ) гамильтонова форма уравне
ний Лагранжа (5) следующая: 

где 

t , 
'I'Ji=-Н~. ~i=HfJi' (151) 

1 ~ -1 2 
Н=- m· Тj.- и 2 1 1 • 

а интеграл энергии имеет вид 

Н = h. (152) 

Девять интегралов (9), (102), (10з) перепишутся в соответствии 
с (61) в виде 

~ Si Х Тji = С, (161) 

~ I']i = А, (16:l) 

(16з) 

Операция, которая была указана в § 92, не прибавляет после ее 
применения к девяти интегралам (161) - (16з ) новых интегралов. 

19 • 
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Это происходит ПО той причине, что, как видно, из (30) § 24 
три скалярных компонента любого из 3-векторов (16 j ), j = 1, 2, 
3, совпадают с точностью до обозначений с тремя скалярными 
фУНКЦИЯМИ Fзj-2, FЗj-1, F3i, определяемыми согласно (291) - (292) 
§ 24 и выписанными в (30) § 24. 

Сумма всех импульсов (162) равна количеству движения си
стемы. Таким образом, семь интегралов (152), (161)' (162) выра
жают факт постоянства энергии, нинетического момента и коли
чества движения вдоль накого-либо решения. В то же время три 
ненонсервативных интеграла (16з) соответствуют согласно изло
женному в конце § 317а лишь другой формулировнс положения 
о постоянстве !{оличества движения или же о равномерном и пря

молинейном движении центра масс. 
Из §§ 317-318 видно, что девять интегралов (161)-(16з) со

ответствуют девяти параметрам (скалярным номпонентам венто
ров Q, 12, 13), имеющимся в группе (14) всех инерциальных пре
образований. Аналогичным образом (см. § 96а) десятый извест
ный интеграл (152) является следствием того фю{та, что уравне
ния (5), описывающие консервативную систему, не изменяются 
при замене t на t = t + const. Действительно, если t - абсолют
ное время в уназанном в § 313 смысле, то t будет также абсолют
ным временем тогда, когда t = t - tO (и в силу изложенного ~ 
§ 160 толыю тогда, ногда t = ±t - to), где tO - произвольная 
постоянная. Группа преобразований с десятью параметрами, со
ответствующая существованию десяти интегралов (152) - (16з) , 
получается именно после присоединения I{ (14) преобразования 
f = t - tO, и она называется обычно группой галилеевых преоб
разований. 

Так как Si и l1i, где i = 1, ... , n, СУТЬ 3-векторы, то уравне
ния (15д имеЮ"l' (см. § 82) 2·3·n (но не больше) независимых 
интегралов. В то же время (152) - (16з) представляют только 
1 + 3 + 3 + 3 независимых интегралов при любом n(~2). При 
n > 2 ни один из остающихся 6n - 1 О интегралов неизвестен (если 
n = 2, то остающиеся два интеграла могут быть найдены; см. 
§ 218а). Аналогичным образом можем заключить (см. § 82), что 
уравнения (151) имеют 6n - 1 (но не больше) нонсервативных 
интегралов, из которых известны тольно семь, а именно (152)
(162). Эти фанты становятся понятными в свете изложенного в 
§ 130 и в § 199. . 

§ 320а. Следует упомянуть в этой связи о результате Брунса, 
утверждающем, что если n> 2, ТО (152)-(162) исчерпывают все 
независимые нонсервативные интегралы уравнений (151), кото
рые ЯВЛllЮТСЯ алгебраичесними функциями канонических пере
менных ~1, ••• , 11n. То же самое справедливо, если рассматривать 
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неопределенные интегралы от алгебраических функций, т. е. до
полнить поле алгебраических функций абелевыми функциями 
переменных ~1, ••. , 'l']n. См. по этому поводу § 129. 

Вместе с тем Пуаннаре установил факт отсутствия при n ~ 3 
дополнительных изолированных интегралов, и этот результат 

учитывает, следовательно, замечания, сделанные в § 129. Тем не 
менее результат Пуанкаре, а также формальное его уточнение, 
сделанное Пенлеве, не является достаточным с точки зрения, ука
ванной в §§ 129-130. Действительно, эти отрицательные резуль
таты относятся к случаю не фиксированных, а скорее неопреде
ленных значений масс mi в уравнениях (5), и дополнительно 
предполагается, что интегралы, существование которых отрица

ется, зависят от переменных значений парамеТрОIl mi определен
ным аналитическим образом. Очевидно, что эти предположения 
не допускают сами по себе какую-либо динамическую интерпре
тацию, поскольку динамическая система (5) определена именно 
при Ф и к с и р о в а н н ы х n положительных числах mi. 

§ 321. Под проблемой n тел подразумевают задачу о движении, 
описываемом системой дифференциальных уравнений (5), при
чем силовая функция U выражается согласно (32) - (3з) . 

Выше мы не использовали явное выражение (32) для силовой 
фуннции. Действительно, сназанное в §§ 316-319 можно повторить 
без всяних изменений в случае любой функции И(~1, ... , ~n), 
инвариантной п~ отношению к шести-параметрической группе 

преобразований s = Qs + ffi евклидовых координат. Например, 
можно выбрать U так, чтобы притяжение было пропорциональ
ным не второй, а любой фиксированной степени расстояния, т. е. 
можно заменить 1/ Pjk В (32) на 1/ Р/, или, точнее, на +1/ P;k l 

где знак выбирается при данном л ~ о так, чтобы получить именно 
силу притяжения, а не оттаШiивания. 

В трех случаях л. = О, л. = ±2 имеет место упрощение. Дей
ствительно, если л. = -2, то U представляет собой квадратичную 
форму и уравнения (5) распадаются (пос.тrе линейного консерва
тивного инерциального преобразования, не являющегося инерци
альным в ньютониаНСIЩМ случае л. = -1) на 3n линейных си
Сl'ем вида q" + aq = О с одной степенью свободы. Каждая из этих 
систем имеет интеграл энергии 

1 '2 (q'2 + aq2) = const, 

где постоянная а зависит от mi. Если л. = О, то а = О, посколь
ку уравнения (5) приобретают вид 6/' = О. Наконец, если л. = 2, 
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ТО мы имеем дело со случаем, рассмотренным в § 161, где надо 
положить ~ = -л. в этом случае притяжение обратно пропор
ционально кубу расстояния, и уравнения (5) имеют в дополнение 
к десяти интегралам (15:!) - (16з) два элементарных интеграла 

~. mi~~ (~; - t~~) + 2tU = const, j 
1 ~ , "2 Li m;(~i - t~i)2 - t2U = const, 

(17) 

о которых и упоминается в конце § 161. 

§ 321а. Многие результаты следующих разделов *) справедливы 
не только в случае ньютоновской силы притяжения, но также поч
ти при любом значении покаЗ8теля Л, а также часто в случаях, 
l\огда U язляется неоднородной функцией. R сожалению, этот 
факт говорит не о поразительной общности результатов, а скорее 
явно свидетельствует о том, что все известные практически дан

ные о решениях уравнений (5) задачи n тел постольку и остают
сп справедливыми, если не ограничиваться силовой функцией 
вида (32), поскольку они слишком поверхностны. 

е этой точки зрения утверждения, приведенные в §§ 217,218а, 
следует рассматривать как сильный результат. И фактическое по
ложение таково, что при n > 2 ни один из аналогичных по свое
му характеру результатов (аналитических или топологических) 
не был еще когда-либо сформулирован. 

СЛЕДСТВИЯ ИЗ КОНСЕРВАТИВНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 

§ 322. Пусть дана не которая инерциальная система координат. 
Тогда в соответствии с §§ 314-315 

" mi~i = и,." 
I 

Pj1& = I~; - ~1& I , 
U = ~i· mjm1& , 

Pj1& 

Т = -..!. "" т_Т: ~" 2 Li >ЬI .• 

T-U=h, 

*) Из этой категории выпадают, конечно, результаты, выписываемые в 
явном виде или связанные с конкретными оценками, например, с неравенст

вами, имеющимпся в §§ 343-344. 
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I.L = ~ т'l, (2:1) 

J = .~!тi6i~ (2з) 
]" = 2и + 4h. (2,,) 

Согласно сказанному в конце § 317а движение центра масс 

6- = 1.L-1 mi6i, 

соответствующее накому-либо заданному решению 

6; = 6'1 (t), i = 1, ... , n, (3) 

уравнений (11), является прямо линейным и равномерным по от
ношению н данной инерциальной системе ноординат 6. Следова
тельно, преобразование ноординат ~ = 6 - 6- имеет вид (14) 
§ 318, т. е. является инерциальным преобразованием. Другими 
словами, если ноординатная система 6 инерциальна, то таной же 
является барицентрическая система ноординат 1 (с началом в 
центре масс при любом t и с осями, пара.lIлельными осям систе
мы координат 6). Уравнения (11) и формулы (12}-(1,,) сохра
IIЯЮТ свой вид, если заменить 6'1 на [i = 6'! - 6-. 

Ниже мы будем всегда предполагать, что инерциальная систе-

ма координат 6 является барицентрической, т. е. Ii = 6'! И 

1.L-1~mi6j=0 

при любом t. Другими словами, инерциальная система координат 
может быть (и будет) выбрана так, что шесть постоянных интег
рирования, соответствующие постоянным венторам А, В в (11) 
§ 317, обращаются в нуль. Таким образом, девять интегралов 
(9) - (102) § § 316-317 сводятся к следующим: 

где С - постояняый нинетический момент относительно центра 
JfaCC, являющегося началом О инерциальной системы координат 
6. Постоянная h в (21) равна знергии (постоянной), а величина J, 
определяемая формулой (2з); является для решения (3) поляр
НЫМ момепто:м инерции отпоси.ельцо О (вообще. пе постояппым). 
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Заметим, что формулы (42) - (4з) представляют не интегралы, 
а лишь инвариантные соотношения для уравнений (11), посколь
ну В них нет произвольных постоянных интегрирования (см. § 82). 
Кроме того, (4з) вытекает из (42), так как (~) имеет место при 
любом t. 

Проекции векторов ~i, С на оси ~I, ~II, ~III координатной систе
мы ~ обозначим через ~i", С", V = 1, 11, 111, соответственно, так что 
можно выписать на основании (41) три скалярных интеграла 

'" а,р lI,a 
LJmi(~i ~j - ~i ~j ) = СУ, (5) 

где (а, ~,'Y) = (1, 1I, 111), (Н, 111, 1), (111,1,11). 

§ 322а. В силу (42) - (4з) суммы (2з) и (Ц выражаются через 
1/2n (n - 1) взаимных расстояний Pjh. = I ~; - ~h.1 и 1/2n (n - 1) 
взаимных скоростей I ~/ - ~h.' I соответственно. Действительно, 

-. 
J = Jl.-1 ~ mjmh.Pj~, 

где Jl. определяется согласно (22), а символ ~ * имеет -тот же смысл, 
что и В (1з). Чтобы получить на основании (42), (4з) такие выра
шения для J и Т, достаточно применить тождество (1) § 65 к 
ai = т ~/z И К каждому из скалярных компонентов b j 3-векторов 

mi '! Xi, где Xi = ~i или Х; = ~/. , 
Аналогичным образом интеграл (41) можно пере писать с по

мощью (~) - (4з) в виде 

~. , , 
С = Jl.-1 ~ mjmk (~; - ~k) х (~; - ~k). 

Заметим, что если n = 3, то, поскольку 1:mi~i = О, имеем 

~~; = mk~j - m:l~h., 

где ~i = ~п - ~i, (i,j, k) = (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2). 

§ 323. Так как координатные системы ~ и ~ = Q~ имеют при лю
бой матрице вращения Q = Q (t) общее начало координат, то си
с.тема координат ~ является барицентрической, если таковой явля
ется система ~. Однако критерий (14) § 318 показывает, что систе
ма ~ = Q~ при заданной инерциальной барицентрической системе 
~ является также инерциальной лишь тогда, когда Q не зависит от 
t. Таким образом, множество всех инерциальных барицентрических 
с.истем н:оординат зависит только от трех констант, определяющих 

произвольную матрицу вращения Q = const. 
ПОl\ажем теперь, что эти три константы позволяют выбрать 

инерциальную барицентрическую систему l\оорди:ц:ат таким обрв.-
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зом, чтобы постоянные интегралов (5), представляющие собой 
I,:омпоненты постоянного вектора (41)' были равны 

СI = О, СП = О, } 
СШ = ± I (СI)2 + (CII) 2 +(СIlI}2I'/' = ± ICI. (6) 

Нроме того, если С =1= О, то можно выбрать инерциальную ба
рицентрическую систему координат так, что 

CI=O, СП = О, СШ=IСI, (7) 

а если С = О, то (7) имеет место для любой инерциальной бари
центрической системы ко~рдинат. 

Прежде всего, если ~ и ~ = Q~ - некоторые две инерциальные 
барицентрические системы координат и если через С, С обозначе
ны постоянные BeKT~ы кинетических моментов в этих системах 

соответственно, то С = QC согласно и) § 319. Следовательно, 

I с I = I с I и c~ = C~. Если исключить пока случай С = О, то 
уравнение с· s = О определяет ПЛ~СIЮСТЪ, про ходящую через !.Iача
ло координат. Поскольку же с· s = c·~, то уравнение С· s = о 
определяет ту же плоскость. Другими словами, плоскость, проходя
щая через центр масс и перпендикулярная к вектору юшетичееко

го момента, не только не зависит от t (поскольку С = const), но, 
I,poMe того, она одна и та же в любой инерциальной барицентриче
екой системе координат. Эта плоскость, которая определена только 
тогда, когда С =1= О, называется инвариантной плоскостью для дан
рого решения (3) уравнений (11)' Из (41) или (5) видно, что (6) 
имеет место тогда и только тогда, когда инвариантная ПЛОСIЮСТЬ 

совпадает с плоскостью (~I, sП) барицентрической инерциальной 
системы координат ~ = (~I, ~II, sIII), И что равенства (7) имеют 
1I-IеСТО в такой барицентрической инерциальной системе координат, 
в которой ось SIII параллельна нормали к инвариантной плоскости, 
причем положительное направление нормали I{ этой ПЛОСI<ОСТИ счи
тается совпадающим с направлением кинетического момента. На
llOнец, если этот вектор обращается в нуль, т. е. если инвариантная 
плоскость не существует, то (6) и (7) имеют место в любой инер
циальной системе координат, поскольку С = С при С = О. 

Заметим, что постоянная энергия для решения (3) одна и та 
же в любой инерциальной .барицентрическоЙ системе координат 
(см. (О § 319). 

§ 324. Данное решение (3) уравнений (1) назовем плоским, если 
в барицентрической инерциальной системе координат ~ существует 
неизменная плоскость П·, в которой все n те.'! паходятся при лю-
6014 t. 
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Покажем, что для плоского решения плоскость П· ЯJшяется ин
вариантной, если для этого решения инвариантная плоскость су
ществует (т. е. если С =1= О). 

Действительно, если плоскость П· существует, то очевидно, что 
центр масс находится в этой плоскости. Так как положение П· не 
зависит от t, то можно выбрать барицентрическую инерциальную 
систему координат Е так, что плоскость (61,6I1) совпадет с П-. Tor
да 6~II= О при всех t и i. Следовательно, (5) показывает, что 
имеют место равенства (6). Так как эти равенства представляют 
собой (см. § 323) необходимые и достаточные условия того, что 
плоскость (61,6П) системы 6 совпадает с инвариантной плоскостью 
в случае С =1= О, то доказательство закончено. 

Из единственности начальной задачи для дифференциальных 
уравнений (11) вытекает, что решение (3) будет плоским Torдa и 
только Torдa, когда при фиксированном t = to существует такая 
плоскость, в которой лежат при t =, to не только n векторов поло
жения 6i, но и n векторов скоростей 6/. 

§ 325. Данное решение (3) уравнений (11) назовем 1'>омnла1Шр-
1l,ЫМ, если при любом t все n тел находятся в НeI{QТОРОЙ плоскости 
П = П(t). 

Не всякое компланарное решение является плоским. Действи
тельно, хотя любое решение задачи трех тел является компланар
иым, но, как это следует из последнего замечания в § 324, реше
ния этой задачи не являются вообще плоскими. Можно показать, 
что компланарные, не плоские решения существуют также при лю

бом n > 3 *). 

*) Действительно, пусть, например, 11 = 4, И пусть массы т; попарно 
равны (тl = т2, тз = mi). Выберем начальные положения и начальные 
скорости обеих пар тел с равными массами так, что они будут симмеТрJl'l
ными по отношению к некоторой плоскости Р, проходящей через центр 
масс о. Тогда положение любой пары этих тел останется симметричным по 
отношению I{ Р при любом t, так что все четыре тела лежат при любом t 
в плоскости П(t), перпендикулярной к Р и вращающейся в соотвеТСТВИJt 
с (41) вокруг нормали к Р, проходящей через 0_ Следовательно, решение 
будет обязательно КQ.\шланарным. 

Усложняя условия симметрии, можно получить компланарное не пло
ское решение также и при любом 11 > 4. Действительно, пусть начальные 
положеНПJ1 и начальные скорости четырех тел с равными массами выбра
ны так, что они будут симметричными не только по отношению к плоскости 
Р, по 11 по отношению к прямой К, перпендикулярной к Р, причем Р и К 
проходят через начало координат. Кроме того, пусть D начальный момент 

произвольное ЧИС.'IО ( = [12 J- 2 )пар тел с равными массами лежит на 
прямой К, скорости тел направлены вдоль К и эти скорости и положения 
ТРл симметричны относительно плоскости Р. Наконец, если 11 - нечетпос, 
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§ 325а. Пусть дано компланарное решение (3), причем n - произ
вольное. Введем вместо инерциальной барицентрической системы 
координат S = (~I, ~II, ~III) барицентрическую (но вообще не инер-
циалъную) систему 1 = (Х, у, z), вращающуюся вокруг центра 
масс так, что плоскость (Х, у) совпадает при любом t с плоскостью 
П (t), в которой находятся всегда все n тел. Таким образом, 

6=g~, 

(i = 1, ... , n), 

Zi (t) == О, 
l'де Q = Q (t) - матрица вращения *). Положим 

Jжу= LJ~ т·х·у· ~ t Z7 

и определим 8 = (81,82, 8з) посредством g с помощью (5) § 66. 
Покажем, что 

I lхж JЖIl I • I х· Xk \2. 
J 

= ~.mjmk З. i JЖУ 1111 I I У; Yh.l 

JЖЖ + /1111 = /. (10з) 

Действительно, формулы (82)' (8з) покавывают прежде всего, - - , 
что компоненты вектора Si Х S/ равны О, О и (XiYi - YiX/) соот-
ветственно. В то же время компоненты вектора ~ Х (8 Х fi) 

то поместим тело с произвольной массой в начало координат О (точку пе
ресечеНИII Р и К). Тогда в процесс е движения симметрия относительно пря
мой и плоскости не будет нарушаться. Таким образом, опять все тела будут 
располагаться при любом t в плоскости П (t), проходящей через прямую К, 
так что решение будет КОМIIЛанарным, но вообще не плоским. 

*) Заметим, что Q (t) определяется условиями (8з) не единственным об
равом, поскольку положение оси х в плоскости может быть выбрано произ
вольно. Например, можно нормаливоват.ь матрицу вращения, потребовав, 
чтобы ml находилось при любом t на оси х. Тогда Q (t) будет аналитиче
ской функцией t (в силу аналитичности каждого решения (3) дифференци
<JЛЬНЫХ уравнений (1 1 ) с аналитическими правыми частями). 
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равны 

соответственно. Следовательно, из (91) - (92) видно, что вектор в 
правой части (101) равен сумме векторов 

Иместе с тем предполагалось, что барицентрическая инерциальная 
система координат ~ = (~I, ;I1, ~IП) выбрана в соответствии с (7). 
Поэтому в силу (5), (41) вектор в левой части (101) равен 

Q-1C = ~ miQ-l (~; Х 6~ ). 

Следовательно, формула (101) справедлива, если 

I - -' - -
Q-1 (~; Х ~i) = (Si Х Si) + Si Х (8 Х Si), 

Это равенство вместе с (112) § 69 и доказывает (101) § 325а, по
скольку (81) § 325а совпадает с (8) § 69, если положить 5 = 8, 
s=X. 

Кроме того, формулы (41) - (42) § 314 и (91) § 325а показы
вают, что (102) § 325а есть лишь частный случай (1) § 65, когда 

'/. 
Ь ; = m. Yi. 

Наконец, в силу (81) - (8з ) 

2 -2 2 2 2 2 2 
~; = ~i = Х; + У,. +,zi = Х; + У; , 

так что (10з) вытекает из (91) И (2з). 

§ 326. Тривиальные при меры показывают *), что существуют ре
шения, не являющиеся компланарными и не обладающие инвари
антной ПЛОСКОСТhЮ. Вместе с тем решение, для которого инвариант
ная плоскость не существует (т. е. для которого С = О), будет обя
зательно плоским (см. § 324) каждый раз, когда оно является комп
ланарным (см. § 325). 

С целью доказателъства этого утверждения заметим, что если 
С = О, то на основании соотношения (101), справедливого для лю-

*) Например. пусть n l,aBHo 4, 6, 12 или 20 и все n тел имеют равные 
массы mi. ПомеСТI1М эти Te.'Ia в вершинах праюlЛЬНОГО геометрического тела 
И выберем начальные с!юрости тап, чтобы они имели одну l! ту же величину 
и были направлены к центру этого тела. 
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бого компланарного решения, мы получим дЛЯ S1 = S1(t), S2='S2(t) 
два однородных линейных уравнения с определителем, равным 
(102). Тю, как согласно примечанию в § 325 этот определитель, а 
также S1 и S2 можно рассматривать как аналитические функции t, 
'1"0 или S1 И S2, или (102) обращаются в нуль при любом t. 

В первом случае, когда S1(t) = о, Sz(t) = О, условие (132) § 72 
удовлетворяется и, таким образом, ось z вращающейся системы 
I\оординат 6 = (Х, у, z) совпадает с осью 6III инерциальной систе
мы координат 6 = (61, 6II , 6III ). Учитывая тю,же (8з), придем I{ 
выводу, что все n тел движутся, оставаясь в фиксированной плос
I\DСТИ (61,611), т. е. что решение плоское. 

Во втором случае, когда определитель (102) равен нулю при 
любом t, обращаются также В нуль I{аждый из 1/2n(n - 1) опреде
лителей XjYk - XkYj, 1 ~ i < k ~ n. Поэтому иа (82) следует, что 
площадь любого треугольника, образованного началом координат 
и двумя из n тел, обращается тождественно в нуль, т. е. что все n 
тел коллинеарны при любом t. Следовательно, можно выбрать вра
щающуюся систему координат (Х, у, z), рассмотренную в § 325, 
так, что все n тел располагаются при любом t на оси х. Тorда не 
только Zi(t) === О, но и Yi(t) === О, а в силу (9,), (92) и (10,) 

JYY === О, Ixy = О, К = О, JXx = 1. 

СО(JТНОШСЮlе (10,) сведется Прll С = О к следующим: 

О = О, о· S2J, О = 8з/. 

Так как 1 > О, то S2(t) = О, sз(t) === О, а это условие отличается 
лишь нумерацией индеI,СОВ от условия 81 (t) = О, S2(t) = О в пер
вом случае, про анализированного с помощью (132) § 72. Доказа
тельство закончено. 

§ 327. Будем говорить, что n тел находятся в данный момент 
t =, to в сизигии, если они располагаются в этот момент коллинеар
но. При этом подразумевается, что для рассматриваемого решения 
(3) положения всех тел не обязательно коллииеарны при t =1= to• 

Покажем, что в момент сизигий все n тел должны находиться 
н инвариантной ПЛОСI{ОСТИ, если только последняя существует (т. е. 
если С =1= О). 

Действительно, если вектор 6; определяет в момент t =, to по
ложение т; в инерциальной барицентрической системе координат 
~, то по определению сизигий любая пара тел располагается на од
ной прямой, проходящей через начало координат, так что 
6; х 6k = О, i, k = 1, ... , n. Следовательно, 
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и после скалярного умножения (41) на 5k получим, что 0= C'5k, 
k = 1, ... , n. Так как при С =F О соотношение С· 1; = О представ
ляет собой уравнение инвариантной ПЛОСIЮС'fИ, то доказательство 
закончено. 

§ 328. Назовем решение (3) уравнений (12) прямолинейным, если 
1: инерциальной системе координат 5 = (61, 5II, 6III) существует 
прямая Л *, на которой находятся все n тел при любом t и которая 
не зависит от t. 

Покажем, что в этом случае решение (3) не может существо
вать при -00 < t < +00, если при некотором конечном t = tO 
не происходит столкновения по крайней мере двух из n тел. 

Действительно, выберем прямую Л· в качестве оси 51 тю" что 
6i = (6ir, О, О), и занумеруем тела так, что 611 < 521 < ... < 6n I • 

Тогда тан: как начало координат находится в центре масс, то 
~'fl1 > О. В то же время (11), (12), (1з) ПОКШiывают, что вторая 
ПРОИЗБодная отрицательна (действительно, Тn1, mz, ... , mn -1 при
тягивают m n в направлении 1;1 = - 00 ). Однако на плоскости (t, f) 
нельзя провести I{рИВУЮ f = f (t) , лежащую делин:ом в верхней по
луплоскости (f > О) и вогнутую снизу и" < О). Поэтому или 
функция 6n1 = 6nI (t), а вместе с тем и решение (3) существует 
лишь в ограниченном промеЖУТhе изменения t (но не при всех 
- 00 < t < (0), или же при некотором конечном t = t{) происхо
дит столкновение (в этом случае один из знаменателей в (1з) об
ращается в нуль, и уравнения (11) теряют смысл). 

§ 329. Назовем решение (3) уравнений (11) коллинеарным, если 
при любом t существует прямая Л = Л(t), на которой располага
ются все n тел в этот момент. 

Очевидно, решение тогда является компланарным (см. § 325), 
однако оно может не быть прямо линейным (см. § 328), так кю{ 
допус~ается И8менение прямой Л (t) со временем t. Вместе с тем 
прямая Л(t) должна вращаться вокруг центра масс, оставаясь в 
плоскости П', которая сохраняет· неизменное положение в бари
центричесн:ой инерциальной системе координат 5. Другими слова
ми, каждое коллинеарное решение ЯВJшется плоским. Это вытекает 
из результатов, изложенных в § 327 (случай С =F О) или в § 326 
(случай С = О). 

§ 330. Оказывается, коллинеарное решение обладает или не обла
дает инвариантной плоскостью в зависимости от того, является ли 
оно или не является одновременно прямолинейным. 

Действительно, если прямая Л(t) не зависит от t, то, посколь
ну 6i = 5i (t) принадлежит этой прямой, ей принадлежит и 6/ = 
= 6/ (t), так что 5'! Х s/ = о, и в силу (41) имеем С = О. Если 
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же прямая A(t) зависит от t, т. е. если угловая скорость ее движе
ния в плоскости П* не обращается тождественно в нуль, то С = О, 
пак это будет показано в конце § 331а. 

§ 331. Покажем, что если коллинеарное решение не является пря-
1\] олинейным, то конфигурация n тел сохраняется при изменении 
t подобной первоначальноЙ. Другими словами, если взаимные рас
стояния и изменяются, то лишь пропорционально ДРУГ другу. 

ДеЙСТlIительно, такое решение является прежде всего плосним 
(см. § 329). Следовательно, плоскость движения П· может быть 
выбрана в качестве координатной плоскости (sl, 6II) барицентри
ческой инерциальной системы координат 6. Выберем на этой плос
кости систему координат (Х, у), имеющую общее начало с систе
мой (61, 6II), но вращающуюся по отношению к (61, 6II ) с постоян
ной угловой скоростью q>' = <р' (t) таким образом, что ось Х сов
падает при любом t с прямой A(t). Тогда ноордината Yi = Yi(t) 
любого mi равна нулю при любом t. Следовательно, Dроекция абсо
лютного уснорения m; на ось у вращающейся системы I\оординат, 
определяемая второй строчкой матрицы (142) § 73 (где надо поло
жить Х = Xi, У = Yi)' равна ~'x/ + (j)"Xi. Вместе с тем все n тел 
находятся на оси Х, так что Dроекции сил притяжения на ось У, 

т. е. проекции векторов U"f, i на эту ось, равны тождественно нулю. 
Следовательно, 

2(j)' Xi + <р" Xj = О 

при любом i и t. Однако угловая скорость <р' = <р' (t) является ана
литичеСIЮЙ функцией t, и она может обращаться в нуль лишь при 
изолированных значениях t. Фаl\тически случай <р' (t) = О исклю
чен в силу предположения о том, что решение не является прямо

линейным, т. е. что прямая А (t) действительно вращается. Кроме 
того, Xi :=1: О, по крайней мере для n - 1 и~ значений i. Следова
TeльHo, можно разделить левую часть соотношения 

2(j)' Х/ + <р" Xj = О 

на <р' Xj, по крайней мере при n - 1 значениях индекса i. После 
этого с помощью квадратур получим, что Xi(t) =·Л(t)Хi(О), по 
нрайней мере для n - 1 из n значений индекса i и для функции 
л(t), определяемой лишь одной функцией <р' = <p'(t) и не завися
щей от i. 

Для завершения доназательства достаточно подставить послед
нее соотношение в (42). Тогда становится очевидным, что можно 
не исключать ни одного значения индекса i, т. е. что соотношение 

х, = л(t)Хi (О) имеет место при всех i = 1, ... , n. 
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§ 331а. Подставим Xi = л(t)Хi(О), Yi = О В линейные уравнения, 
определяющие вращающуюся систему координат (Х, У) с помощью 
невращающейся координатной системы (~I, ~II) И функции qJ = 
= [ср (t). Подставим, далее, получающиеся выражения для ~iI (t) и 
;iII (t) D формулу для СIlI (см. (5». Тогда придем к СОО'l'ношению 

I ер' IлZlо = ICI, 
]'де Jo - положительная постоянная, равная 

~ 2 Z 
L.J mi {Xi (О) + Yi (О)}. 

Так как очевидно, что л2 =1= о, то л(t) ='const тогда и только тог
да, когда ер' = const. Другими словами, не только форма, но и раз
меры конфигурации n тел не зависят от t тогда и только тогда, ког
да угловая скорость qJ' ( Ф О) вращения прямой А постоянна. 

Из соотношения же l,rp'I].Ho =, ICI, ЛZ > о, 10> о, qJ' =1= О, вы
текает, что С =1= О, что и утверждалось в конце § 330. 

§ 332. Результаты, изложенные в §§ 322, 323-331а, являются, 
в основном, следствиями девяти интегралов, найденных в §§ 3'17 
и 31& i 

Используя десятый известный интеграл, т. е. (21) или эквива
JIeHTHOe выражение (2~), ПОl\ажем, что если данное решение (3) 
уравнений (11) существует при всех t и таково, что 1/2n (n - 1) 
взаимных расстояний между n телами остаются меньше достаточ
но большой постоянной, то постоянная энергии h должна быть 
отрицательной. Ироме того, функция 2Т = 2Т (t) должна тогда 
осциллировать вблизи силовой функции U = U(t) в том смысле, 
что 

Нт 2Т ~ Нт U ~ Нт U ~ Нт 2Т (~+ 00) .) 

г:ри t '-+ 00. 

Так как центр масс находится в точке ~ = о, то предположе
ние об ограниченности взаимных расстояний Pjk = I ~; - ~k I при 
t -+ 00 эквивалентно предположению об ограниченности при 
t -+ 00 положитР.льноЙ функции (2з), так что 

О ~ Нт ] ~ Нт J < + 00. 

Таким образом, отношение 1: t2 при всех достаточно больших 
t не меньше, чем некоторая отрицательная, и не больше, чем не
Iюторая положнтельная постоянная. Дважды интегрируя вторую 

*) Оба с.имвола lim, Нш для нижнего и BepXHero пределов относятся или 
к t_-oo, или к t->- +00. 
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-производную J" = ]" (t), получим, что при t -+ 00 

lim J" ~ О ~ lim J". 

Это неравенство эквивалентно в силу (24) следующему: 

limU~ -2h~limU 

и в сипу (21) неравенству (10). 
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Заметим, что обе функции (1з) и (14) положительны. Так как 
lim U ~ -2h, U > о, то или h < о, или lim U = о. 
-Поскольку в случае lim U = О взаимные расстояния станоият
ся в соответствии с (1з) сколь угодно большими (при достаточ
но больших t), то приходи м К выводу, что h < о. 

§ 332а. Из приведенного доказательства видно, что если h ~ о, 
то не только lim J = 00, но и lim] = 00. 

Однако нельзя утверждать (и это несправедливо при n > 2), 
что необходимое условие h < О является также и достаточным 

для limJ < +00. 

ОДНОВРЕМЕННЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 

§ 333. Так как (2i ) содержит обе функции 1, U времени t, то было 
Сы желательно (см. § 332) иметь простое дифференциальное 
уравнение, в которое иходила бы лишь одна из этих функций вме
сте со своими производными. Н. сожалению, составить такое урав
нение невозможно. Вместе с тем имеется ряд полезных нера
венств, связывающих J (или и) и их производные. 

Например, существуют две положительные постоянные Мо, 
то, зависящие от масс и такие, что функция J = ](t) и ее про
Ilзводные удовлетворяют неравенствам 

1 J'" 1 ~ Мо (1 J"I + 41 h 1) 6/" 

(]" - 4h)J'/. ~ та> о· 

для всех решений (3) уравнений (1) с произвольно фиксирован
ным значением постоянной энергии h(~ о). 

Доказательство опирается на соотношения 

1 "'" • " т = 2 J.L-1 LJ mjtnh.Ш - ~R.)2, 

• 
J = J.L-1 Z. mjml,pj~, 

lюторые были выведены в f, 322а. 

20 А. Уинтнер 
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Столкновения должны быть, конечно, исключены, т. е. рас
стояния Pj/i. = I ~; - ~ I не должны обращаться в HyJlЪ. Тогда в 
соответствии с (4) § 65, где надо положить 1) = ~; - ~/i., произ-

, , " 
водная pj/i. существует и при э:rом 1 pj/i.1 ~ 15З - ~/i.I. 

СледоватеJlЪНО, согласно (1з) 

I и' I = /_ ~. mjm/i.Pj~ / ~ ~: mjm/i.1 ~j - 5/i.1 , 
. р2. P~ j/i. jk 

I'де опять же в силу (1з) 

<и, 
Pjk 

так что 

Так как в соответствии с (121) 

mjmk('S: - 62)2 ~ 21.1-Т, 
то, полагая 

* 
МО = 1.1-'/2 ~ (mjmk)_8", 

получим 

1 и'l ~ MoU2(2T) '/'. 
Отсюда и вытекает (111), так как в соответствии с (21), (24) 

и' = ~J'" 
2 ' 

1 
и2(2Т)'/' ~ - (11"1 +4I h l)'/'· 

4 

Точно так же докажем (112). Действительно, каждый член в сум
ме (122) меньше всей суммы (122), т. е. 

J'/. mjm/i. > I.I--'''(mjmk)'/'. 
pj/i. 

Так как согласно (21.) и (1з) 

J"-4h= 2 ~ 
Pjk 

1'0 (112) удовлетворяется при 
• 

то = 21.1--'/' ~ (mjmk)'/·. 
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§ 334. Дpyroe ограничение на функцию ] =·J(t) определяется 
неравенством 

1 ]'2 С2 

]"-2b---~-
4 J ~ J' 

(13) 

более сложным, чем (111) - (112), T~ как оно содержит, кроме 
постоянной энергии h, также длину I с I вектора кинетического 
момента для произвольного решения (3). 

Имея в :виду доказательство этого неравенства, заметим преж
де всего, что 

Следовательно, из определения (2з) получим, что 

Ilри:иенение же неравенства 

Полагая 

перепишем формулу (9) § 316 для С в виде С = ~aiAi и придем 
аналогичным образом R оценне , 

С2 ~ ( ~ а ~ ) ( ~ 1 А; 12) = J ~ ln; (~i; ; i) 2 . 
I 

Следовательно, после сложения получим 

20· 
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Однако в сй.nу (2) § 65 

так что 

~ J'2 + С2 ~ J ~ mi~~2. 
Из последнего неравенства и вытекает (13), так как 

~ mi~? = J" - 2h 

§ 334а. Если через Q = Q (t) обозначить функцию 

Q = _ 2hJ'/. + 1/".1'2 + С2 

J't. ' 
(14) 

где /'/. > О, то, дифференцируя ее и учитывая соотношение 
J' 

(1'1.)' =--
2/'/. ' 

получим, что проиаводная Q' равна произведению (J'I.), на функ
цию, являющуюся J! си.nу (13) неотрицате,nьноЙ. Таким образом 
смысл неравенства (13) тот, что функции Q' и (J'/I)' не могут от
.nичаться дpyr от друга по знаку. Это значит, что Q и /'/., а вместе 
с тем Q и / изменяются вместе с t так, что ес.nи одна из этих 
функций возрастает, то другая не может убывать. 

§ 335. Этот факт, вытекающий из неравенства (13), позволяет 
доказать, что если решение (3) уравнений (1 f ) об.nадает инва
риантной п,nоскостью, т. е. ес.nи постоянный вектор С не равен 
нулю, то не может существовать момент t =, tO, в который проис
ходит одноиременное сто,nкновение всех n тел. 

Когда мы говорим об одновременном столкновении всех n тел 
при t = f}J, то это означает, что все n точек ~; = Si (t) простран
ства S = (61, SII, sШ) стремятся при t -+ tO к одной и той же точ
ке этого пространства. Последняя должна, нонечно, совпадать с 
центром масс, т. е. с началом координат s = О. Очевидно, такой 
случай :может иметь место тогда и TO'nbKO тогда, когда положи
тельная функция J = ~miSi2 =, J (t) стремится к нулю при t-+tО. 
Следовательно, утверждение, которое надо доказать, состоит в 
тои, Что обращение в нуль постоянной интегрирования С являет
ся необходимым условием существования такого ео, что J -+ О при 
t-+ to. 
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Прежде всего заметим, что если J -+- О при t -+- f!J, то также 
стремятся к нулю все взаимные расстояния Pjk = IGj - ~kl, а 
силовая функция и стремится, следовательно, к +00. Так как 

J" = 2и + 4h, 

где h = const, то J" -+- 00 при t -+- f!J. Таким образом, при значе
ниях t, достаточно бли3I\ИХ к tO *), имеем J" > О, и, следователь
но, производная J' возрастает и не меняет свой знак. Так как 
О < J -+- О, то 1 - монотонно убывающая функция. Поэтому из 
изложенного в § 334а вытекает, что функция (14) в окрестности 
ее не может быть возрастающей. Следовательно, функция (14) 
стремится при t-+- tO к пределу, который может быть равным 
-00, но не может быть равным +00. Вместе с тем предел функ
ЦИИ (14) равен 

. 1/,.1" + cz 
11т '1 I ] . (15) 

так как h =, const, I-+- О и, следовательно, -2hJ'II-+- о. Однако 
/,/. > О, так что предел (15) - конечный и не отрицательный. 
Отсюда вытекает, что величина cz //,/. должна остаl'lаться при 
t-+- tO, т. е. при J -+- О, ограниченной. Поскольку CZ = const, то 
С = О, что и надо было доказать. 

В ходе доказательства было получено, что 1" -+- +00. Следова
тельно, из (111), где Мо, h - постоянные, вытекает, что в доста
точно малой окрестности f!J имеем неравенство 

1 J/II 1 < const(/")"/I. 

§ 335а. Используя (112), покажем, что если tO - момент одновре
менного СТОЛIшовения, то ]'2/ }'/. стремится при t -+- tO, т. е. при 
J'/I-+- О, К конечному положительному пределу. 

Действительно, как было показано в § 335, функция (14) 
имеет при t -+- tO конечный предел (15), который не может быть 
отрицательным. Так как С = О, то, следовательно, существует 
lюнечный неотрицательный предел Нт (J'?/I'I.). Но дело в том, 
ЧТО этот предел не может быть равным нулю. 

Прежде всего, поскольку С = О и 0< J""-+- О, функция (14) 
и ее предел (15) запишутся в виде 

1 (/,1 
Q = -2hl'" + - -) 4 J'/ • 

• ) Так I(aK задача обратима (см. § 314), то можно предположить без по· 
тери общвос'l'И, что t стремится к tD, возрастая. 
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где 110 = 1im Q. ИЗ (161) видно, что 

(2Qf
"
)' = (1" - 4h)/'. 

Интегрируя это соотношение в пределах от t до "[, причем t
фиксированное, а t стремится к моменту одновременного столк
новения to, и учитывая, что lim 1'1, = О, а предел (162) конечен, 
придем к формуле 

• 
2Q]'I.= ~ (1"-4h)l'd'l. 

t' 

Нак было указано выше (см. § 335), производная l' в достаточно 
малой окрестности to сохраняет знак. Поэтому положительная по
стоянная то в (112) такова, что в достаточно малой окрестно
сти f!J 

• 
2IQIJ'I. ~ ~ (~) /' dt. 

t' / 

Однако интеграл в правой части этого неравенства раllен 2тпl'/" 
тан как ]'1, --+ О при 'l --+ f!J, так что в достаточно малой онрест
ности f!J 

21 Q 1 ]'1, ~ 2mo]'I., 

т. е. I Q 1 ~ то. пос!юлы\y то> О, а предел (t6z) существует, то 
доназательство неравенства Нт (1'2 / rr.) > О занончено. 

§ 336. Так как предел (162) не обращается в нуль, то убывающая 
функция 1 =,I(t) > О стремится при t--+.f!J к нулю таким обра-
30М, что В достаточно малой окрестности tO она становится про
порциональной (t - to) '1. с ноэффициентом пропорциональности 
(9/4110) '1,. Нроме того, таная асимптотика сохраняется и после диф
ференцирования по t. Другими словами, справедливы асимптоти
ческие формулы 

( 3 '/')". 1,.., ?110 (t - (0)'1." 

(где /1 ,.., /2 означает. что /1/12 --+ 1 при t --+ f!J, т. е. при 1 --+ О). 
Действительно, (t72) вытекает из (171) не только 11 результа

те формального (т. е. необоснованного) дифференцирования, но 
п фактически юшяется следствием (171) в силу (162). BM~'l'e с 
тем (171) вытекает юз (162), если переписать это соотношение 
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в виде 

dt t -% '1 ±-~-j.Lо ]-. 
а] 2 

и затем проинтегрировать его в пределах от ] = о до близкого 
J> О. Интегрирование (но не дифференцирование) такой асимп
тотической формулы нвляется всегда законным. 

В частности, если /(Т) стремится при т -+ О к HeI(OTopoмy пре
делу, то к тому же пределу стремится среднее значение этой 
функции 

r '1 

- S j(a)da. 
т о 

В то же время обратное утверждение не будет справедливым, 
если f не удовлетворяет некоторым дополнительным условиям. 
В теории предельных процессов такие дополнительные условия 
НRзываются «тауберо'выми условиями». 

§ 337. Мы покажем теперь, что нарядv с (1n2), (171), (172) име
ют место следующие асимптотические формулы: 

!Lo = lim r l.]", 

(f~) 

Заметим, что (181) можно получить после формального (Т. е. 
необоснованного) дифференцирования (162). Кроме того, из (171) 
видно, что (181) эквивалентно (18~). HaKoHef(, к (182) придем 
после формальн()го дифференцирования (172), чт() справеuлюю 
лишь тогда, когда удовлетворяются «тауберовы условию). Однако 
мы покажем, что оценка, полученная в конце § 335, гарантирует 
вьmолнение этих условий. 

§ 338. Прежде всего, умножая (13), где h = const, на ]'/., полагая 
[-+ f!I, .7'/. -+ О и используя (162), увидим, что нижний предел 
Нт rl.]" ~ j.Lo. 

Если мы покажем, что верхний предел lim rl'J" ~ j.Lo, то, по
скольку (182) эквивалентно (181)' эти формулы будут доказаны. 

Положим далее F = J'", так что 

F" = 6]']"2 + 3J'2]"'. 
Используя оценну 

I J'" I < const( ]") "1" 

найденную в конце § 335, и выражая ]' и ]" как функции F = ]'З 
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и р' = 3J"J", увидим, Что 
р" + 1 р' 11/, 

·1 F" 1 < const ---,--'-:---'..-
;IFI 

Следовательно, из (172), где J' = F'/', следует, что 

р" + IF'I"'" ,IF"I < const (19) 
t - tO 

uри t ~ tfJ. 
Наконец, 

f2/l0
2, то 

если "о - положительная постоянная, равная 

F ,.., "о (е - to), 

НтР';;;:::: "о 

при t ~ tO. Действительно, так как F =, J", то (201) эквивалентно 
(172). В то же время неравенство (202) представляет собой В силу 
формул "о = 12/lo2, F = J", р' = 3J"J" и (162) другую форму за
писи неравенства Нт J'/'J" ;;;:::: /l0, доказанного Bыme. Неравенство 
же Нт ]'I'J" ~ /l0, которое остается доказать, может быть записа
но аналогичным образом в виде lim р' ~ "о. Таким образом, надо 
доказать, что оценки (201) - (202) совместно с «тауберовым& ус-

ловием (19) приводят к неравенству Нт р' ~ "о (но тогда мы и 
получим, что р' ~ "о, что и подтверждает законность формального 
дифференцирования (20д). 

§ 338а. Переходя к доказательству неравенства lim р' ~ "о, пред
положим, что имеет место противоположное неравенство 

lim р' > '\10. Из этого неравенства и из (202) сразу следует тогда 
существование последовательности интервалов 

1 п 1 П 
. t l < t < t l , ••• , tll. < t < tll. , ... , 

стремящихея при k ~ 00 к f}J *) так, что 

о < "о < а = F'(t~) < F'(t) < F'(t~) = ~ (')'1 , . -- .' 

при t1l.1 < t < t1l.П, причем а и ~ - некоторые фиксированные 
числа, расположенные между пределами Нт р', Нт р' (~ + 00) 
непрерывной функции р' (t). --

Очеиидно, можно предположить, что tO совпадает с началом 
отсчета t = О. Тогда, полагая 

Const = const (~2 + ~·I.), 
*) То есть оба конца интервала tA т, tA II стремятся к t O при k -+ 00. 
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увидим, что в силу (19) и (21) 

IF"( ) I const 
, t < '~I 

при любом t в каком-либо интервале tk.1 < t < tk.II• Так как t стре
мится к f!J = О, возрастая или убывая (см. примечание в § 335), 
'1'0 все tk.1 и tkII расположены по одну сторону от f!J = О. Следова
тельно, интегрируя неравенство (21) в пределах от tk.1 до tk.II, по
лучим, что 

11 

11 1 I ~ I IF'(tk. )-F'(th.) 1< constlg -1- . 
tk. 

Так как разность F' (tk. II ) - F' (tk.I) равна в силу (21) положи
тельной постоянной ~ - а, то 19 I tk.II / tk.1 I превосходит при 
k -+ 00 некоторое положительное число. Друrими словами, суще
ствует такое положительное Л, что при k -+ 00 

ItГ;1 
w>Л>1. 

Далее, в силу (201) 

IF(t~)!1 
I ti, I -+ "о, 

(22) 

если k достаточно велико. Действительно, все tk.I, tk.II расположены 
по одну сторону от tO, так что 

11 1 П 1 
Iltk. 1-:ltk.11 = tk. - tk., 

поскольку tk.I < tk.П• Кроме Toro, поскольку tk.I -+ f!J, tk.П -+ tO, то 
из (20) видно, что если k достаточно велико, то все F(tk.I) , F(tk.II) 
имеют один и тот же знак. Следовательно, неравенство (23), ко
торое можно записать, очевидно, в виде 

IIF, (t~l) 1-IF(t~» lil > а! It~II_lt~ll, 
;щвивалентно неравенству 

11 1 11 1 I F (tk. ) - F (tk.) I > а; I tk. - tk 1· 
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Однако справедливость последнего перавенства очевидна, так как 
F'{t) > а. > О при tkI < t < tkII :n силу (21), что и доказыва
ет (23). 

Полагая k -+ 00 в (23) и используя (22), где Vo > О, получим 
неравенство 

Однако 

р. - VOV;1 1 = 'А - 1 > О 

в силу (22), так что Vo ~ а.. В то же время а. > Vo в силу (21), 
11 мы пришли таким образом к противоречию. Следовательно, 
предположение о том, что Нт F' > Vo, сделанное n конце § 338, 
неверное. Отсюда и вытекает справедливость (18д- (18:1). 

§ 339. Следует упомянуть, что ни одно решение (3) уравнений 
(11) не может быть таким, что оно соответствует одновременному 
столкновению при t-+ +00 или при t-+ -00. Дрyrими слоиами, 
при t -+ + 00 кинетический момент J не может стремиться к нулю. 
Нонечно, доказательство, приведенное в § 335, того факта, что 
если J -+ О, то J" -+ +00 остается справедливым и при t -+ ±оо, 
а не только при t -+ 1;0 =1= +00. 

Однако если J" -+ +00 при t -+ 1;0, причем tO = +00, то дву
кратное интегрирование показывает, что J -+ +00. Таким обра-. 
зом, предположение о том, что J -+ О, приводит К противоречию. 

ГЕЛИОЦЕНТРИЧЕСКИЕ КООРДИНАТЫ 

§ 340. Так как в барицентрической системе координат S соотно
шение ~miSi = О удовлетворяется тождественно, то задача с 3n 
степенями свободы, в которой рассматриваются 3n векторов Si = 
= Si (t), может быть сведена к задаче с 3 (n - 1) степенями сво
боды. При этом будут рассматриваться лишь n - 1 из n векторов 
~i, например ~i, ... ,Sn-i, или же, точнее говоря, n - 1 разностей 

Х! = Si - ~n, i = 1, ... , n - 1. (1) 

Действительно, если n - 1 векторов (1) известны, то ~n найдется 
из соотношения ~miSi = О, а Sf, ... , Sn-1 - из (1). Векторы (1), 
определяющие положения m1, ... , mn-! относительно mn, будем 
навывать гелиоцентрическими координатами, а mn будем рассмат
ривать как «Солнце» (даже в том случае, если mn не наибольшая 
из n масс). Гелиоцентрическая система координат Х имеет таким 
образом оси, параллельные при любом t осям инерциальной си
стемы координат 6, а ее начало находится в mn • 
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Ив уравнений (5) § 314 и критерия (14) § 318 сразу следует, 
что гелиоцентрическая система координат не является вообще 
инерциальноЙ. 

Поэтому уравнения Лагранжа в гелиоцентрической системе 
Irоординат Х нельзя получить путем простой заменыs на Х в урав
нениях (5) § 314, и их следует вывести непосредственно. I\роме 
того, такой вывод не может опираться на правило § 95. Действи
тельно, в § 95 предполагается, что формулы преобразования об~ 
ладают отличным от нуля якобианом. Однако это условие в слу
чае перехода к гелиоцентрическим координатам не удовлетворяет

ся, поскольку согласно (1) n векторов S1, ... , Sn заменяются лишь 
на n - t линейных комбинаций этих векторов. 

§ 341. С целью избежать этого затруднения присоедивим к (1) 
следующую линейную комбинацию: 

(2) 

n инерциальных векторов Si (не обязательно барицентрических). 
Вектор Хn , определяющий положение центра :масс, рассмотрим 
как n-ю переменную. Легко заметить, что преобразование, обрат
ное консервативному линейному преобразованию (1) - (2), опре
деляется единственным образом по формулам 

7I-f. 

~j = Xj - !J.-1 ~ miXi + хn , 
;=1 

n-I 

Sn =_!J.-1 ~ miXi + Хn , 
i=1 

j= {, ... , n-1, 

(3) 

и. следовательно, преобразование (1) - (2) обладает отличным от 
нуля определителем (1). Таким образом, к этому преобразованию 
применимо правило, указанное в § 95. 

Ниже мы используем при непосредственном применении этого 
правила симиолы суммирования ~O, ~+, которые получаются из 
(41) - (4:!) § 314 после замены n на n - 1, так что 

n n-I 

~O= ~'J. 
;=1 ;=1 

(~,. = ~+ + ~o). ~.= .~ 
1<;j<ltlllO;n 
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Прежде всего из (3) вытекает, что если j < k, то 
6; - 6А = Х; - ХА, k = 1, ... , n - 1 и 6; - 6А = Х;, k = n. 

Следовательно, выражение (32) § 314 для силовой функции U пе
репишется в силу (3) в виде 

где 

pjk=IXj-Хkl, Pjn=IXjl. 

Подставляя (3) в выражение (31) § 314 для Т, получим 
- 1 '. 

Т= T+2"JlXn , 

(5) 

(6з) 

Следовательно, функция Лагранжа L (6', 6) = Т + U преобразу
стся согласно (3) к виду 

- 1 ,2 U 
Е = Т + 2 flxn + , 

где U выражается по формуле (5) и содержит в силу (41) - (42) 
лишь n - 1 гелиоцентричеСRИХ векторов (1), так что Хп является 
пикличеСRОЙ координатой (см. § 182). Функция т, определяемая 
по формуле (62.), не содержит Хп'. Следовательно, преобразован
ная функция Лагранжа имеет вид 

L - 1 ,2 
=L+2"JlXn, 

где L = 1.'+ u не содержит хп', Хп . Поэтому уравнения Ла-
гранжа 

[ 
- 1 12] . 
L+ 2 JlXn X

i 
=0, ~= 1, ... ,n, 

расщепляются на систему 

[L]ж .= [т + U]Ж = о 
• I 

(7) 

или 

(1.'ж.)'=Uж i=1, .... n-1, i f ., 
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не содержащую Хn , Хn ', И на одно уравнение 

[ 1 12] " 2J.LXn жn == J.LXn = о. 

Последнее уравнение определяет согласно (2) равномерное и пря
молинейное движение центра масс (см. § 317 а) . 

В соответствии с изложенным координата Хn является линей
ной функцией t, а постоянные интегрирования для Хn = хn (t) 
можно без потери общности выбрать (см. § 322) равными нулю. 
Тогда 

хn = О (8) 

при любом t, т. е. инерциальные координаты 61, ... ,6n становят· 
ся барицентрическими. Наконец, уравнения (7) представляют со· 
бой лагранжеву систему с 3(n - 1) степенями свободы и содер
жат, как и требовалось, лишь гелиоцентрические координаты (1) 

Конечно, система (7) не обладает шестью интегралами, соот· 
ветствующими тем, которые были найдены в § 317. Действитель
но, эти интегралы были использованы при понижении порядка 
гистеиы: с 3n до 3 (n - 1), и они соответствуют равенству (8). Од
нако эта система имеет 3 + 1 = 4 интеграла, соответствующих 
трем интегралам, найденным в § 316, и интегралу энергии. 

Эти интегралы следующие: 

I.t 

Т- и= h, 

=с, 

где с, h - те же барицентрические постоянные интегрирования, 
что и в § 322. Действительно, к (91) можно легко прийти после 
подстановки (3) в интеграл (9) § 316 

если использовать (41), (6з) и (8). Так как Т - U = h, то (92) 
I1ытекает аналогичным образом из (6{), (62) и (8). Формуле (92) 
соответствует следующая: 

J" . 2и + 4h, 
где 
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Действительно, (102) можно долучить на основании (3) и вы
ражения 

2 
J = l;mi~i 

'l'очно так же, как были долучены формуJIы (61) - (~) для Т. 
Формула же (101) совдадает с (24.) § 322. 

§ 342. ДJШ Toro чтобы выдисать уравнения rелиоцентрическоrо 
движения в явной форме, дос'rаточно выдолнить в (7) дифферен
цирование. а затем разрешить долучающиеся уравнения относи-

и 11 " 
TeJIЪHO rелиоцентрических ускорении ХI . , ••• , Хn-1. Покажем, что 

в реЗУЛЬ1:ате мы дридем к уравнениям 

rде 

~;~~: ), 
причем iQXt обозначает в (111) rрадиент скалярной суммы (112) 
ОТНОСИТeJIЪно Xi, а симиол l;' обозначает суммирование до всем 
индексам k = 1, ... , n - 1. кроме k = i. 

Действительно, додстановка (62) в (7) дриводит к соотноше
llИЯJ( 

или же 

-1 ",О " l;fJU mnJ.L L.J mjXj = X j ' 

l;°mj mn 
доскольку 1---= - в силу (6з) и (41). Вместе с тем в 

J.L J.L 

соответствии с (5), (41) - (42) И смыслом символа ~' имеем 

П, следовательно, 

Xi 
mnm;-,-,-

Х; 3 
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поскольку двойная сумма в "l.(JU х. оказываетсн равной НУJIЮ n 
J 

силу ее кососимметрической структуры. Из четырех соотношений, 
содержащихся в последних трех формулах, видно, что 

" Xj n-1, Хр' - Х; Хп ) 

Х; +(mп+mi)~= ~lmk(IХJ>.-Х;I:J-IХI,13 ' (12) 

i=1, ... ,n-1 (k=l=i). 

Наконец, сравнение правой части (12) с (112) подтверждает спра
ведливость (111). 

§ 343. Пусть n = 2. Тогда существует только одно (n - 1 = 1) 
векторное уравнение (12), а его правая часть обращается в нуль. 
Следовательно, если через Х обозначена единственная переменная 
Xi = Х1, то можно записать (1) и (12) в виде 

Х = ~! - ~z, ) 

" Х V :е = -(т2+ тt) тхтз = Ж, 
(13) 

rде 

Если за единицу массы примем 1.L = "l.mi' то V =, Ixl-1, так что 
получим уравнение х" = V ж задачи двух тел, рассмотренной в 
§§ 241-312. 

Смысл уравнения (13) заключается в том, что задача n = 2 
тел может быть сведена к задаче о диижении единственного тела 
D статическом гравитационном поле, обладающем радиальной 
с:а:м:.м:етриеЙ и создаваемом гипотетическим телом !J.. Это· тело за
нимает положение «Солнца» mn = т2 и имеет массу, равную 
сумме m1 + m2 (<планет» ln! и m2. 

Переход от притягивающей массы m2 к большей массе !J. = 
= m1 + m2 влечет за собой, конечно, изменение исходных ла
гранжевых уравнений, так как ВВОДИТСЯ дополнительная сила. 

l\,онечно, (13) остается справедливым при пере мене местами 
индексов 1 и 2, так что за «Солнце. может быть принят а любая 
иа масс m1, m2. 

2 
m1 m1тz 

Так как !J. = m1 + тz, то m1 - - = --, и в силу (5), 
!J. 1.L 

(~) интегралы (91), (92) можно записать для уравнения (13) 
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в виде 

~x'! _ т1 + т2= т1 + m~h, (141) 
2 Ixl т1т2 

, т! + т2 
х Х х =--с. (14.1.) 

т1т2 

§ 343а. Если n = 3, то (1) и (12) перепишутся в виде 

Х! = 61 - 63, х! = 62 - 63, 

где через q;k обозначены четыре скаляра 

qaa = _ та + тз _ тр , ] 
I Xal 3 I Х! - Х21 З 

тр тр 

qap = I Х! - Х21 3 - --Т;;Тз' 

(16) 

а; =1= ~ = 1, 2, 

зависящие от двух неизвестных вектор-функций Х1, Х2 от t (так 
что уравнения (152), конечно, нелинеЙны). 

§ 344. Можно ожидать, что уравнения (152) задачи трех тел уп
ростятся, если два векторных уравнения (152) переходят одно 
в другое при перемене местами индексов 1 и 2. Это будет тогда 
:и только тогда, когда 

(17) 

тождественно по t. 
Если дополнительно Х! Х Х2 = О, так что два вектора Х!, Х2 

Rоллипеарпы при любом t, то формулы (15д показыиают, что та
Еое решение будет коллинеарным в смысле определения, данного 
n § 329. Из (11) и (15) вытекает тогда, что Ix! I = IX21, т. е. что 
тз находится при любом t в середине отрезка т!т2. Если же 
q12 = О, то (16) показывает, что I х!1 = I Х1 - Х21 = I Х21, т. е. что 
три тела т!, т2, тз образую'! согласно (151) при любом t равно
сторонний треугольник. Следовательно, если для уравнений (152) 
~'довлетворяются условия симметрии (17) и если дополнительно 
Х! Х Х2 = О или q12 = О, то три тела движутся так, что они об
разуют конфигурацию, остающуюся гомографической самой себе 
при изменении t. Ниже (см. §§ 369-382) будет изложена общая 
теория гомографических решений, так что мы ограничимся сейчас 
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случаями, ногда 

Х1 Х Х2 Ф- О, 

q!2Ф О. 

321 

Целью дальнейшего анализа является выделение всех тех реше
Р.ИЙ задачи трех тел, для которых условия симметрии (17) соче
таются с условиями (181) - (182). 

Назовем решение задачи трех тел равнобедренным, если три 
тела образуют при любом t равнобедренный треУГОЛЬНИI\, который 
может изменять свои размеры и полощение вместе с t и, кроме 
того, не вырождается в прямую линию и не является ни при ка

li'Om-либо t равносторонним. Тогда упомянутая выше проблема за
I\Лючается в выделении всех равнобедренных решений для случая 
двух равных масс в основании. Действительно, из (16) видно, что 
условия (17) эквивалентны двум условиям 

где ! Хl!, ! Х2! равны согласно (151) длине сторон треугольника, 
расположенных против масс lnl, m2. 

Однако оказывается также (§ 389), что равнобедренные реше
l!ИЯ ВОЗМШIШЫ лишь тогда, когда массы двух тел равны между 

собой. 

§ 345. Два вектора (151) удобно заменить их линейными комби
нациями 1/2 (Хl + Х2) и 1/2 (ХI - Х2). Обозначим 

Х 1 Х 1 
1= 2 (ХI + Х2), 2 = 2 (Хl - Х2), (20!) 

'J:аКЧтО в силу (152) И (17) 

Тогда 
ХI 'Х2 = О, 

х},.х:' = О. 

• .(202) 

(211) 

(212) 

(21з) 

Действительно, из (151) видно, что положения mi, m2, тз в гелио
центрической системе н:оординат х (тз выбрано в н:ачестве «Солн
ца») определяются ВeI\торами Хl, Х2 и ХЗ = О. Следовательно, век
тор Х1 определяет координаТ]>I середины основания mlm2 равно
бедренного треугольнин:а, причем вектор Хl - Х2 перпендикулярен 

21 А. Уинтнер 
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н этому основанию. Таким образом, BeI{TOpbl (201) перпендикуляр
ны друг к другу, что доказывает (21 t ). R (212) приходим после 
дифференцирования (21 t ), а формулы (21з) вытекают из (211) 
II (202)' 

Кроме того, существуют два постоянных вектора А 1 , А2 такие, 
что при любом t 

ХI Х Х: = At, Х2 Х Х;= А2, (221) 
А 1 'ХI = О, А2 ·Х:! = О, (222) 

(Xt ·X;)2 = АI ·А2• (22з) 

Действительно, из (202) вытекает, что X i Х Х/' = О, i = 
= 1, 2, т. е. что X i Х Х/ = const. Этим самым доказывается 
не только (211)' НО И (222), так как (У Х z)·y = О. Наконец, 
при меняя тождеСТБО (3) § 65 к а = Xt, Ь = Xt', с = Х2, d = Х2' 
И используя (211)' (212) И (221)' придем к (22з). 

Дифференцируя (22з), получим xt' ·х2' =, -х{ ·х2", откуда 
ХI'·Х2' = О В силу (21з). Следовательно, также 

(Х; .Х2[)' = х/.х:!" + Х; .xi" = о. 
Подставляя выражение (202) для Xt", Х2" И используя (212)' уви
ДИМ, что 2quXl,X2' = О, откуда АI ·А2 = О В силу (18z) и (22з). 
Таким образом, венторы А 1 и А2 перпендикулярны друг к другу. 
Так как из (211) и (22z) видно, что это справедливо для любой 
из трех пар векторов Х1 , х2 ; А 1, х1 ; А2, Х2, то четыре вектора А 1 , 
А 2, Xf., Х2 взаимно перпендикулярны. Следовательно, по крайней 
:мере один из этих четырех векторов должен обращаться в нуль. 
Однако ни Х1, ни Х2 не могут обратиться тождественно в нуль. 
Действительно, условие (181) эквивалентно в силу (201) условию 
ХI Х Х2 =1= О, откуда Х{ =1= О, Х2 =1= о. 

§ 346. Поэтому 
(1) по крайней мере один ~з двух постоянных векторов АI , А2 

обращается в нуль; 
(II) векторы Х1 = Xt(t), Х2 = X2 (t) могут обращаться в 

нуль лишь при изолированных значениях t, взаимно перпендику
лярны и определяют в пространстве (Х) плоскость, проходящую 
через начало координат; 

(1II) если Ar;s =1= О, то постоянный вектор А/Х перпендикулярен 
к упомянутой n II плоскости; 

(IV) если Ar;s = О, то, как видно из (221), вектор Х/Х = Xr;s(t) 
расположен всегда на прямой, проходящей через начало коорди
нат в пространстве (Х) и остается с ростом t неизменным; 
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(V) во всех случаях плоскость, упомянутая в П, не изменя
ется с ростом t. Это вытенает из 111 или IV. 

Векторы Х1 , Х2 выражаются через G1, G2, GЗ по следующим фор
мулам: 

где 

v=----
IA.-mз 

(232) 

Эти формулы выенаютT из (191), поскольку В силу (20 t ) 

а ~mi~i = о. 
Заметим, что 1 допускает лишь три случая: 

(i)A t =1= 0= А2• 

(и)А 1 = 0=1= A z, 

(Ш)А. = О = А2, 

причем случай (Ш) совпадает с (IV) при а = 1, 2 инесовместим 
с (ПI). В то же время (ПI) и (IV) совпадают с (i) и (Н) а (П) 

~l/I 
I ~" 

-е 

~' 

'" I 
и) /Л 

J 
!) 

Рис. 12. 

и (V) имеют место во всех трех случаях. Следовательно, посколь
t;y постоянный скаляр (232) отличен ОТ нуля, то из (231) видно, 
что движение двух рюшых масс вонруг тз, при котором т. и ~ 

всегда располагаются в вершинах равнобедренного треугольника, 
ДОЛЖно соответствовать при любом t одной из трех симметричных 
конфигураций. Они изображены на рис. 12 а, б, в, причем предпо
лагается, что барицентрическая координатная система выбрана 

21· 
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соответствующим образом. Стрелками уназаны векторы скорости. 
Вектор скорости тз на первом рисунке расположен в плоскости 
(~I, SlI). На втором рисую,е массы ml, mz и их векторы скорости 
обладают симметрией относительно оси ~III. ПЛОСНОСТЬ третьего 
рисунка соипадает с плоскостью (~I, ~1I). 

§ 346а. В соответствии с рисунками лишь случай (iii) соответст
пует плоскому решению (см. определение в § 324). в случае (i) 
движение обладает неизменной плоскостью симметрии (совпадаю
щей с ПЛОСНОСТЬЮ ~!, SII). В случае (ii) движение обладает осью 
симметрии (совпадающей с осью ~1II). В случае (iii) существует 
ностоянная ось симметрии, лежащая в ПЛОСI\ОСТИ движения. 

Легко показать, что в случаях (i) и (iii) должно иметь место 
столкновение m! и m2, чего не может быть в случае (ii). 

Наионец, сравнение рисунков с (5) § 322 показывает, что 
в силу симметрии движения равенства (6) § 323 имеют место во 
всех трех случаях, причем С = О в случае (iii). В то же время иа 
§ 326 следует, что С =1= О в случаях (i) и (ii). 

Из Сlшзанного выте"ает, что условие С = О (см. § 335) явля
ется лишь необходимым, но не достаточным, для одновременного 
столкновения всех тел. В случае (iii) такого столкновения можно 
избежать с помощью соответствующего выбора оставшихся по
стоянных интегрирования. 

§ 347. Так как m1 =' m'l, то по причине симметрии движения BЫ~ 
текает, что если при соответствующем выборе постоянных инте
грирования ~; (tO), ~/ (to) условия (i), (Н), (iii) для шести векто
ров Si(t) удовлетворяются при t = tO, то они будут удовлетворять
ся и при любом t. Таким образом, I,аждое из рассмотренных трех 
видов симметричных решений фактичесни существует. Однако мы 
ставили перед собой цель доказать, что в предположении (191) 
эти очевидные типы равнобедренных решений исчерпывают все 
множество равнобедренных решений (см. таиже замечание в кон
це § 344). Как будет показано в § 374а, этот фaI,Т совсем не оче
виден. 

§ 347а. Заметим, что общие уравнения (152) с 3(n - 1) = 3·2= 
= 6 степенями свободы в любом из трех равнобедренных случаев 
сводятся к уравнениям консервативной динамической системы с 
2 степенями свободы. Правда, для этих уравнений изиестен лишь 
один интеграл энергии, таи что ни в одном из трех случаев (i), 
(ii), (iii) нельзя довести интегриропаШlе до ионца. 

На этом ЗaI\анчиваем анализ той частной задачи, которая была 
поставлеlIа в § 344. Ниже мы рассмотрим другое применение об
щих гелиоцентрических лагранжевых уравнений (12). 
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пдРНЫЕ СТОЛКНОВЕНИЯ 

§348. Пусть данное решение задачи n тел таково, что в каждый 
момент не которого t-интервала (конечного или бесн:онечного) рас
стояния от каких-либо двух тел, например, m.1 и mn до остальных 
7t - 2 тел m.2, . .. ,m.n -1 превосходят некоторую фиксированную 
положительную величину, т. е. что 

I Х! - Xk I > const > О, } 

IXk/ > const > О, k = 2, ... , n - 1. 
(24) 

Тогди естественно поставить вопрос об оценке отклонения факти
ческого движения 1nt и m.n в течение рассматриваемого промежут
Ба времени от того движения m.! и mn , которое имело бы место 
в случае отсутствия тел m.2, ... , mn -1. Другими словами, речь идет 
об оценке ошибки, liоторая допускается, если движение 1nt и m'll. 
рассматривается как движение в задаче двух тел, описываемое 

)·равнениями вида (13) - (142) § 343. 
Такие оценки легко можно получить, заметив, что система (12) 

сводится при i = 1 к уравнению 

где 

" Х! 
Х! + (m n + m1) -1-1 = /, (251) 

Хl 3 

Можно показать, что из (251), (252) вытекают оценки 

1 (--=:-,'1 ::;::: lX1 Х Х: I 
\. IXtl) -.;;:: X~ 

, 
1 (Хl Х Х1 )'1 ---'------'- < const, 

х2 
f 

причем постоянная в правой части (262) зависит только от посто
янных внеравенствах (24) и от заданных значений масс mi. 

Действительно, заметим прежде всего, что для произвольных 
3-иекторов а, Ъ справедливо тождество 

1 а 12 Ь - (а· Ь) а = (а Х Ь) Х а. 

Поэтому, полагая а = Х1, Ь ='Х1' И учитывая равенство 
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Хl' Хl' = 1 Xll·l xll', получим, что 
IXil {IX1IXi'-IХil'Хil} =(Х! х хl')Х Хl. 

TaR как Хl =1= О и 'с Х dl ~ Iclldl, то 
1 {I Х! 1 Xt' -1 Х! l' Xi} \ ~ 1 Хl Х Xl'l, 

откуда и вытекает неравеиство (261). 
"Учитывая далее тождества 

Хl Х X~' = (Хl Х Xf)', Хl х Хl = О, 
умножим обе части (251) векторио на Хl и получим, что 

n-! 

где 

(Хl Х x~)' = ~mA(~: - a~)XA Х Хl, 

аА = 1 ХА - Хl \-1, ~A = 1 ХА 1-1. 
Следовательно, если использовать (24) и тождество 

~З - аЗ = (В - а) (а2 + a~ + В2), 
то придем к неравеиству 

n-l 

1 (Хl Х X~)'\ ~ const ~ \IXA - Xll-1 -I Хt.\-II\Хt Х хя !. 
Я=2 

Так KaR 

' Хl Х Хя! ~ IX111xkl, 
а в силу (24) 

IIХЯ - Хll- 1 -lхя l-l! ~ I Iхяl-,!ХА-Хl1 I ~ 
IXA- Хl!lхАI 

\Xt\ 'Хl! 
~ < const--, 

'ХА -хl!lхАI 'Хяl 

то мы приходим К (262). 
В дальнейшем нам будут полезны следующие формулы, полу-

1 
чающиеся при скалярном умножении (251) на2" Х!' и Хl соответ-

ственно: 

(271) 
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rAe 
1 12 тn + т1 

g == -.1.1 - , 2 IX11 
поскольку 

§ 349. Будем говорить, что данное решение задачи n тел соответ
ствует парному столкновению в момент t = tO (=1= 00), если, с од
ной стороны, взаимное расстояние между двумя телами, например, 

m1 и тn стремится при t --+ tO к нулю, а, с другой стороны, любое 
из остальных 1/2n(n - 1) взаимных расстояний превосходит при 
значениях t, достаточно близких к to, некоторый фиксированный 
положительный предел. Очевидно, влияние тел m2, ... , тn-1 на. 
т1, mn при таких t играет ничтожную роль по сравнению с вза
имным влиянием т1 и тn друг на друга. Следовательно, можно 
ожидать, что вбливи момента столкновения t =, to ПОl1едение век
тора Х1 (t) = ~1 (t) - ~n (t), определяющего положение m1 относи
тельно тn (см. (1)§ 340), примерно такое же, как и в случае 
столкновения в вадаче двух тел (см. §§ 268-343). ОДНaIЮ В ва
даче двух тел столкновение возможно лишь при прямолинеiiном 

движении. Нроме того, как следует из интеграла энергии, отно-. 
сптельная скорость становится при столкновении в задаче ~yx 

тел бесконечной. Наконец, из формул (5), (101) - (102), приме
ненных к случаю СТОЛКновения в вадаче двух тел, вытекает соот

ношение между взаимным расстоянием и его второй производной. 
Эти факты имеют место и в пределе, когда t стремится к 
моменту tO парного столкновения m1 и т,n. R такому выводу 
придем после доказательства того, что при любых n - 2 массах 
m2, ... , тn-1, не участвующих в столкновении 

~ Х1 Х Х1--+0, 

(282) 

(28з) 

сели t --+ tO, Х1 = 61 - 6n -+ о. 
Хотя траектории т1 и m n не являются вообще плоскими кри

DЫми, однако (281) показывает, что в близкой окрестности tO :эти 
траектории практически прямощшеЙные. 
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§ 349а. Пеrеходя I{ ДО1\азательству (281) - (28з), заметим прежде 
всего, что I1 < соп~t в силу (2~) и (24). Следовательно, умно
жая (272) на 1 ХII и полагая 1 Хll -+ о, получим, что 

1 " iXII( X~\ -IХ1Iх~+m,,+ml-,,"0 (t-+-tО). 
, '\2 / ' 

ОТ1\уда выте1\ает эквивалентность (282) и (28з). Вместе с тем из 
(28з) вытекает (281)' Действительно, если 1 ХII --+ о, то из (28з) 
видно, что 1 xt' 1 --+ + 00 :и 1 Х! 1 . 1 Х/ 1 --+ О, тю, что (281) следуе1 
пз неравенства 

'Х! Х х: 1 ~ I X lllx:l· 
Та1\ИМ образом, достаточно доказать лишь (28з). 

Мы предполагали (см. § 348), что хотя 1 GI - Gn 1 = 'Х11 --+ о, 

НО ни одно из остальных -} n(n - 1) взаимных расстояний 
1 Gj - Gk 1 = Pjk не становится произволь·но БЛИЗ1\ИМ 1\ нулю при 
t -+ tO. ПОСКОЛЬ1\У силовая фУН1\ЦИЯ и является линейной I\омби-

нацией всех --} n (n - 1) обратных взаимных расстояний, то из ин
теграла энергии Т - и = h выте1\ает, что· в достаточно БЛИЗ1\ОЙ 
01\рестности момента tO 1\инетичеС1\ая энергия Т меньше, чем 
const / 'Х11. Одна1\О формулы, приведенные в § 341, пон:азывают, 
что т - положительно определенная 1\вадратичная форма 1\ОМПО
нентов скоростей Xt', ... , х' n-1. 

Поэтому очевидно, что 1 Х/ I мажорируется про изведением 
const Т'/2. Следовательно, 

I '1 const 
х! < IXII'/' 

Вместе с тем, разлагая фУН1\ЦИЮ (252) по степеням 1 Xtl и 1\ОМПО
нентам 3-вектора ХI, придем на основании (24) и предположения 
ХI -+ О К тому, что 1I1 < const'l x ll и 1I IIXj' 1 < C0J1St'!X1I'/2 в до
статочно малой окрестности tO. Так l,ак II-XI'1 ~ Illxl'l и 
I Xtl -+ О, то f· Х/ -+ О при t -+ tO. Следовательно, (271) показывает, 
что производная функция g = g(t) стремится при t --+ tO 1{ нулю. 
Это возможно лишь тогда (см. последнее замечание в § 351), 
l;огда g(t) стремится при t -+ to к 1\онечному пределу. Тю{ 1\ак 
Х! = Xt(t) --+0, то IXllg-+0, откуда с учетом определения (271) 
функции g(t) мы и придем 1\ (28з). 

§ 350. Расстояние Р1n между двумя телами m1, mn , участвующи
ми в СТОЛ1\новении при t =, tO, равно I GI - Gn 1 = I Хn I в силу (1).
Следоватед:ьно, соотnщпение (282), дон:аэаnное в § 349а, МОЖnQ 
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записать в виде 

Очевидно, эта формула для парного столн:новения переходит 
в формулу (181) § 337 для одновременного столкновения всех 

тел, если заменить Pl~(t) = rl~ = (61 - 6n)2 на J(t) = J = 

= }":mi6i2 и 2(ml + mn,) на положительную постоянную ""О. Кю{ 
было ПQI,азано, из (181) § 337 вытекают асимптотические соотно
шения (182) и (171) - (172) §§ 336-337. Следовате.ТIЬНО, эти соот
ношения остаются справедливыми, если заменить J на P~n И ""О 
па 2 (ml + mn ). Расстояние же Р1n = Р1n (t) изменяется в случае 
парного столкновения при t =' tO так, что 

[ 9 J'/' Р1n ~2 (ml + mn ) (t - tO)'/. (29) 

при t -+ to. Кроме того, эта формула остается справедливой после 
двукратного дифференцирования по t. Так как Рl" = 'Хl1, то из 
(29) и (28з) видно, что относительная скорость Ixt'1 = ISI' - 6n'l 
сталкивающихся тел стремится при t -+ to к бесконечности, имея 
порядон (t - tO)_I/ •• 

~ 351. Соотношение (281), где Хl = 61 - 671, свидетельствует ЛИШf) 
о том, что траектории .Сталкивающихся тел становятся параллель
пыми друг к другу при t -+ to. Однако из (281) не вытекает, что 
эти траектории касаются друг друга при t =, сО. Действительно, 
столкновение m1 и mn определяется условием 161 - 6n I -+ О. Это 
услови~ само по себе может допускать, что ml и m n движутся пе
ред столкновением по спирали, не имеющей асимптоты, и при 

этом кас~тельные н двум траекториям 6 = 61 (t), S = 6n (t) не 
стремятся к предельным положениям при t -+ tfJ. Однако эту воз
можность мы исключим, показав, что парное столкновение m! 
и m n происходит под определенными углами. Точнее ГOJюря, еди
ничный вектор 

стремится к предельному положению и при этом направление это

го вектора изменяется при t, достаточно близких к to, TaI, медлен
но, что производная (ХI / 1 Хll )' стремится при t -+ tO к нулю. 

Действительно, интегрируя производную вектора ХI Х х/ 
в- пределах от t до t*, фИI>СИРУЯ затем значение t, близкое к tO, 
и: полагая t* -+ tO, увидим, что согласно (281) 

t 

XI(t) Х х; (t) = ~ (ХI Х Х;)'Щ 
еО 
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н, следовательно, в силу (262) 
t 

I Х! (t) Х Х: (t) 1 < сопэt 1 ~ Х12 (е) dl 1· 
е" 

Однако ИЗ (282) вытекает, что Xi2 в достаточно близкой окре
стности ~ убывает (рассуждения те же, что и в § 335 для J). Сле
довательно, последний интеграл мажорируется произведением 

Xr2(t) It - tOl, так что значение отношения 'Х1 Х Х1'I / Х12 в момент 
t меньше, чем const 1 t - tO 1. Полагая t -+ ~ и используя (261)' 
увидим, что (Х1 / 1 Х11 )' -+ о. Наконец, существование предела 
lim (Х1 / 1 Xtl) при t -+ tO вытекает из следующего замечания, при
мененного к функции f = Х1 I 1 Х11 (справедливость которого ста
новится очевидной, если проинтегрировать () . 

Если производнаяf(t) функцииf(t) остается при t-+~(=Foo) 
ограниченной, то f(t) стремится при t-+ tO к конечному пределу. 

§ 352. Та часть определения (см. § 349) парного столкновения, 
которая относится к сталкивающимся телам m1, т2 требует лишь 
выполнения при t -+ tO условия 1 ~1 - ~n 1 -+ о. Этим самым требу
ется лишь то, чтобы положения ~ = ~1 (t), ~ = 6n (t) тел m1, тn 
соответственно в барицентрической инерциальной системе коор
динат 5 стремились друг к другу при t -+~, но это условие само 
по себе может допускать, что ни 61 (t), ни 6n (t) не стремятся при 
этом к пределу (Iюнечному или бесконечному). Однако оказыва
ется, что условие, налагаемое в § 349 на поведение тел т2, ... 
• • . , тn-! в достаточно малой окрестности момента ~, гарантирует 
существование общего конечного предела Нт 61 (t) =, lim ~n (t) 
при t -+~, так что столкновение т! и тn должно происходить В 
определенной вполне точке барицентрического инерциального де
картового пространства. 

Действительно, так как 161 - Sn 1 -+ о и так как значения 
масс - положительные числа, то существование конечного обще
ro предела lim ~1 =, lim ~n эквивалентно существованию конечно
го предела функции тt51 + тn5n. Однако, поскольку инерциаль
ная система координат ~ является барицентрической, функция 
m1~1 + mn~n совпадает с суммой - (т252 + ... + тn-1~n-1). Та
ким образом, достаточно доказать существование конечных пре
делов для (n - 2) векторов 52, ... , 5n-1. Применение последнего 
вамечания, приведенного в § 351, к f = ~I показывает, что этого 
достаточно для доказательства существования конечных пределов 

векторов скорости ~2', ... ,6~-1. Следовательно, применля это же 
замечание к f = ~{, делаем вывод, что достаточно доказать огра
ниченность при t -+ tO векторов ускорения ~2", ••• , S~-1' Для этого 
требуется лишь ограниченность при t -+ еО сил притяжения, дей-
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ствующих на "'-2, ••• , тn-1. Однако уравнения движения (11)
(1з) § 322 показывают, что последнее условие удовлетворяется, 
поскольку, по предположению (§ 349), все взаимные расстояния 
I;j - ;It I между т; и тn не оказываются произвольно близкими 
IC нулю при t -+ fз. 
... В соответствии со сказанным координаты 6! и скорости 6/, 
l =1= 1 и l =#= n, стремятся к конечным пределам, например, 
к ~O, 6/0. Кроме того, 61 и 5n стремятся к общему конечному пре
делу ~10 =, 5nО, отличному от всех 52°, ... , 60n_t. Вместе с тем 
61', 5n' не могут стремиться к конечным пределам, так как 
16t' - 6n'l-- + 00 в силу (28з). 

В частности, векторы ускорений 5{', ... '~~-1 не только' 
остаются ограниченными, но и стремятся при t -- tO к конечным 
пределам. Это теперь с очевидностью вытекает из (11) - (1з) 
§ 322 и из факта существования всех конечных пределов 
Ит 6i, i = 1, ... ,n, причем или Нт 5З =;6 Нт 51t, или j = 1, 
k=n. 

§ 353. Из приведенных выше результа'IОВ вытекает, что если ре
шение задачи трех тел не является плоским (см. определение 
в § 324) и если при t = to имеет место парное столкновение двух 
из трех тел, то это столкновение происходит в точке, лежащей на 
инвариантной плоскости. В то же время траектория тела, не участ
вующего в столкновении, касается при t = to инвариантной пло
скости. 

Действительно, так как решение не ЯJшяется, по предположе
нию, плоским и так как при n = 3 любое решение является ном
планарным, то и из сказанного в § 326 следует, что С =;6 О и что, 
таким образом, существует инвариантная плоскость С· 6 = О. 
Наше утверждение заключается в том, что при t =, tO координа
та ~10 = 630 точки стол:кновения тl и тз, а также координата s~ 
тела mz и вектор с:корости 5~ принадлежат этой плос:кости, при
чем ~ 'f =;6 О. Через 6iO, 5'g обозначены конечные пределы, су
ществование которых было доказано в § 352. 

Для до:казательства по:кажем, что 

о ,О 

62 Х 52 =vC, (30) 

где 'v - отличный от нуля скаляр. Из этого равенства следует, 
очевидно, что 6'~ =;6 О. 'Умножая его обе части с:калярно на 52°, 
,'g. получим, что 5'g , 620 удовлетворяют уравнению С· 6 = О ин
париантной плоскости. Однако тогда то же самое справедливо и 
для 610 =, 530, так как система координат S барицентрическая, 
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mt6tO + m2620 + mЗ6ЗО = о и 610 отличается лишь скалярным мно
жителем от 620. 

Таким образом, достаточно доказать (30). По существу дока
зательство этого соотношения не связано с предположением, что 

С =F о. Поэтому 620 Х ~ 'g = о тогда и только тогда, когда С = о. 
Из сказанного вытекает, что в рассматриваемой задаче трех 

тел вектор скорости 6'g тела m2 не расположен или расположен 
вдоль прямой, соединяющей предельное положение 620 тела т2 
с точкой 610 = 6ЗО столкновения тел mt и тз в зависимости от 
того, существует или не существует инвариантная плоскость. За
метим, что при n = 3 отсутствие инвариантной ПЛОСНОСТИ (т. е. 
условие С = О) является достаточным, но не необходимым усло
вием для компланарного решения (см. § 326 и последнее заме
чание в §324). 

§ 354. Для доказательства соотношения (30) заметим прежде все
го, что ПОСКОЛЬ}{У система }{оординат 6 барицентричес}{ая, то 

m161 + m262 + mЗ6З == о и т161' + т262' + тЗ6З' = о. 
Вычисляя с помощью этих двух линейных соотношений ВЮ{

торное произведение т262 на m262', получим после деления на 
mlтз формулу 

/!21 /!23 (62 Х ~;) = /!13 (61 Х ;;) + /!31 (63 Х 6~) + (~1 Х 6;) + (63 Х 6~), 
где /!ih = mi I mп. Кроме того, из (1) § 340 при n = 3 следует, 
что 

Суммируя эти два соотношения, умножая результат на mtmз, по
J!агая t -+ tO и используя (28,), получим 

Однако предел в правой части этого соотношения равен 

так }{а}{ сумма всех трех ве}{торов mi6i Х ~/, i = 1, 2, 3, равна 
постоянному кинетическ()му моменту С. Отсюда и вытекает спра
ведливость (30), причем постоянная v (> о) равна 

ml+ mз 
v = --"------

m2(ml + m2 + тз) 
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ЦЕНТРАЛЬНЫЕ КОНФИГУРАЦИИ 

§ 355. Здесь и ниже, до начала § 361, будем считать, что момент 
t фиксирован, так что рассматриваются лишь барицентрические 
ноложения 6i, но не скорости или уснорения n тел. Сила, дейст
вующая на mi в данный фиксированный момент времени t, тем 
не менее определена, так как она есть вектор U'f,i = U'f,i (61, .. , 
... , ~n), где 

и= ~ 

Аналогичным образом будут определены в этот момент 
J = ~mi6i2 и градиенты J"F;,j = 2Тni6i. 

Будем говорить, что n векторов 6i, определяющих положения 
n тел lnt, •.. , mn в барицентрической системе координат, обра
зуют центральную Iюнфигурацию по отношению к n положитель
ным константам ml, ... , mn,' если сила притяжения, действующая 
на тело mi в рассматриваемый фиксированный момент времени, 
пропорциональна массе Тni и вектору 6i, т. е. если 

и. = om· t . 'ai 1.~~, i= 1, ... , n, (1) 

нричем скаляр о не зависит от i. Значение (J определяется на 
основании этих формул единственным образом. Действительно, 

~ 6i·U;.= (J ~ Тni6~. 
1 

а 

так как и - однородная функция степени -1, откуда (J = -и / J. 
"Учитывая также формулу J;;.= 2Тni6i, получим, что условие (1) 
может быть записано в виде 

1 
JU. = --UJ. 

"i 2 ~i 

или 

(JU2);i = О, i = 1, ... , n. 

Назовем центральную конфигурацию плоской, если ее n то
чек 6i лежат в одной плоскости, причем не иснлючается случай 
lюллинеарной "Центральной конфигурации. Центральные конфигу
рации, не являющиеся плоскими, могут существовать, таким об
разом, лишь при n ~ 4. 
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Очевидно, что понятие центральной конфигурации не связано 
с ориентацией барицентрической системы координат G. Кроме 
того, очевидно, что если lIекторы G1, ... , Gn определяют централь
ную конфигурацию по отношению к mt, ... , m n , то векторы 

~, ••• , ~71 также определяют центральную конфигурацию каж
дый раз, когда ~ = ~6i, i = 1, ... , n, и ~ > 0- некоторая по
стоянная. Поэтому будем рассматривать две центральные конфи
гурации по отношению l{ одним и тем же константам как одина

ковые не только тогда, когда они конгруэнтны с точки зрения 

евклидовой геометрии, но и в том случае, когда одна переходит в 
другую после соответствующего изменения единицы длины. 

§ 356. Обозначим через r = ('Yik) n-матрицу, элементы которой 
определяются по формулам: 

i =1= k~ (2) 

n 
U ~ т] 

'УН =]- Li ;=1 I Gi - ~] \3' 
(;4=i) 

Обозначим через GiV , '\1 = 1, 11, 111, компоненты n 3-векторов ~i, 
а через gv три n-вектора с компонентами Giv. Легко проверить, 
что векторные условия (1) можно переписать в lIиде 

rgv = о. 
в частности, условие diet r = О, т. е. г::;;;;; n - 1, где r - ранг 
матрицы Г, является необходимым для центральной конфигура
ции. Заметим, что если r дано, а 'V финсирована, то условие (22) 
вместе с условием 

характеризующим систему координат, определяет взаимные от

ношения n скаляров 6iV единственным образом лишь тогда, когда 
r = n-1. 

Необходимое условие r ~ n - 1 соответствует требованию, 
что n-матрица r имеет нулевое характеристическое число. Фак-
1'ически r равно кратности нулевого характеристического числа 

:матрицы Г. Действительно, эта матрица вообще несимметриче
ская, но она становится симметрической, если умножить ее k-й 
столбец на тв. Тем не менее характеризовать центральные кон
фигурации с помощью элементов 'Yik матрицы r часто слишком 
трудно, и мы не будем испольвовать этот путь в дальнейшем. 
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§ 357. R более удобным условиям для центральных конфигураций 
можно прийти после выражения матрицы r с помощью 1/2n (n-1) 
взаимных расстояний Pik = I ~i - ~k 1, 1:S;;;; i < k :S;;;; n. 

Прежде BCel'O в силу § 322а 

• 
J = j.L-i ~ mjmIP~I' 

j.L= ~mj. 

Однако мы не можем заменить (1) 1/2n (n - 1) условиями 

(JlJ2)P ik = О, 

если Pik l'еометрически зависимы, что и имеет вообще место. На
пример, из аналитической l'еометрии известно, что шесть положи

тельных чисел Pik = Pki, 1:S;;;; i < k :S;;;; 4, представляют или не 
преДСТaJШЯЮТ взаимные расстояния между четырьмя компланар

НЫМИ, но не коллинеарными точками в зависимости от TOI'O, удов
летворяется или не удовлетворяется l'еометрическое условие 

R=O, (4) 
где 

R = R (Р12, Pi3, Pi4, Р2З, Р:м, РМ) =, det А, 

причем А - симметрическая 5-матрица, в которой элемент с 
номером i в k-M столбце равен при i =F k квадрату Pik, если 
i = 1, 2, 3, 4 и 1, если i = 5, а все пять диагональных элементов 
равны нулю. Мы привели это условие для иллюстрации общего 
случая, КОl'да рассматриваются 1/2n (n - 1) положительных чисел. 
Эти числа представляют взаимные расстояния между n различ
ными точками евклидовоl'О пространства ТОl'да и только ТОl'да, 

КОl'да удовлетворяются р (~O) независимых условий 

Rs = О, s = 1' ... ,р, (5) 

где Rs = Rs (РI2, РiЗ, ... , pn-i. n) - рациональная функция 
1/2n (n - 1) переменных Pik. Число Р этих функций равно 

1 
(61) р=-(n-1)(n-2), 

2 

1 
(62) Р = -(n - 2) (n - 3), 

2 
или 

1 
Р = 2(n - 3) (n - 4), (6з) 
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если n точек коллинеарныI' компланарны, но неколлинеарны, или 
же некомпланарны соответственно. 

В соответствии со сназанным необходимые и достаточные 
условия (1) для центральной конфигурации относительно т; 
можно выразить с помощью I/2n (n - 1) расстояний Pik, причем 
lЮ всех трех случаях (61) - (62) ааписываются в виде 

р 

(JU2)P'k +,~'xS(RS)Pik= О., 1:::::;; i < k ~ n. (7) 
8=1 

где J, и, R1, ••• , R p - функции (31) - (32)' (5) величин Pik, а 
через Х1, •.. , хр обозначены лагранжевы множители. 

§ 358. Применяя условия (7), легко определить все l{оллинеарные 
центральные Iшнфигурации относительно трех заданных положи~ 
тельных чисел lni. 

В этом случае система геометрических условий (5) сводится 
к одному уравнению R = О, поскольку согласно (61) при n = 3 
имеем р = 1. Если выбрать индексы тю" что среди тел m1, т2, 
тз, лежащих на одной прямой т1, и тз расположены по краям, 

то R = Р13 - Р12 - Р2З И условие R = О эквивалентно равенству 
f!1З =, Pf2 + Р2З. Следовательно, если (i, j, k) - какая-либо цикли
ческая перестановка тройки чисел (1, 2, 3), а Х - единственный 
лагранжев множитель (Х1 = Хр), то необходимые и достаточные 
условия (7) сводятся к трем уравнениям 

(JU2)Pik + xRpjk = О, 

где Rpih:= (-1)j, а J, U выражаются согласно (31)-(32), тю, 
что 

где 

2 . 
Следова'rельно, deL (pik' -pik, (-1)зm}) = О, 'Г. е. 

где 

\ 

Р23 
Р31 

I Р12 

-2 
Р23 + ml 

-2 
Р3! 

-2 
PJ2 + тз 

=0, 

Р13 = Р12 + Р2З (Pik = Pki)' 

(8) 

(9) 

Наоборот, пусть заданы два положительных числа Р12, Р23 та
ние, что удовлетворяется условие (91)' Тогда, как показывает вы-
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числение миноров определителя, в этом условии три линейные 

однородные уравнения (8) определяют величины UJL-1, -/, К С 
точностью до общего множителя таким образом, что отношение 
VJL-1 

: 1 равно именно тому значению, которое соответствует фор
мулам (31) - (З:!). В силу сказанного необходимые и достаточные 
}-словия (7) сводятся к определению всех пар положительных 
чисел Р12, Р28, удовлетворяющих (9). Как следует из последнего 
:1амечания в § 355, можно определить при этом лишь отношение 
:')тих чисел. Поэтому, если мы положим 

Pi2 = Л(> О) .• 
Р23 

ТО, поскольку РiЗ = Р12 + Р28, имеем 
Р1З = 1 + Л. 
Р28 

(10) 

J( (9) представит собой уравнение относите.n:ьно одной величины 
л = Л(m!, т2, тз). Действительно, умножая первый и второй 
столбцы определителя (9) на P2~ и P;~ соответственно, исполь
'зуя далее (10) и, наконец, раскрывая определитель, перепишем 
условие (9) в виде 

(т2 + mз) Л,5 + (2т2 + 3mз) Л,4 + (т2 + 3тз) Л,З-
- (3т1 + т2) А2 - (3т1 + 2т2) л - (т1 + т2) = О. (11) 

Следовательно, задача сводится к определению положительных 
корней (если они имеются) л = Л(т1, т2, тз) этого уравнения 
пятой степени. 

Легко заметить, что уравнение (11) имеет при произвольно 
~aдaнныx трех массах т1, т2, тз один и только один положитель

ный корень Л, причем 

(12) 

если т1 ~ mз соответственно. 
Действительно, так как т2 + тз > О, то при больших поло-

3:ительных л полином (11) принимает положительные значения, 
8; при Л = О - отрицательное значение, равное - (т1 + т2). Так 
Ь'ак при л = 1 этот полином равен 7 (тз - т1) ~ О, то сущест
вует по крайней мере один корень Л, удовлетворяющий неравен
С'l'ву (12). Вместе с тем так как коэффициенты полинома (11) 
:имеют лишь одну перемену знаков, то этот полином не может 

:иметь больше одного положительного корня. Заметим, что этот 
единственный положительный корень является также' единствен
ПЫМ вещественным корнем. Действительно, уравнение (11) можно 

2;1 А. Уиптнер 



338 ГЛАВА У. ЗАДАЧА МНОГИХ ТЕЛ 

переписа ть В виде 

{-3Р - ЗЛ -1} т! + {(лз -1) (л + 1)2} т2 + 
+ {лЗ (л2 + 3л + 3)} тз = о. (11а) 

Все коэффициенты при m; отрицательны при любых 'А < о, так 
что корней 'А ~ О быть не может. 

Дисимметрия трех индексов в (11), (12) обус.ловлена, конеч
но, соответствующей дисимметрией в (10). Вместе с тем уравне
ние (11) остается согласно (10) и (12) без изменений, если за
менить 'А на 1 / 'А и одновременно поменять местами т! и тз. По
следнее допустимо, так как мы лишь предполагали, что m! и тз 
расположены по краям на одной прямой вместе с т2. Поскольку 
любую из трех масс m; можно поместить между двумя другими 
1I поскольку любое такое расположение приводит, как было пока-· 
зано, к однозначному определению величин t!PI2. t!Рzз, t!Pt3, в ко
торых ~ > о - произвольный коэффициент пропорциональностИl 
(в силу изложенного в конце § З95 его можно опустить), то "е-
зультат приведенного анализа можно резюмировать следующим; 

обрааом. 
Для трех прои;шольно заданных различных масс m; сущест" 

nует три и только три различные .коллинеарные центральны~, 

h"онфигурации. Кроме того, лишь две из этих трех центральных: 
I:онфигураций совпадают друг с другом (в смысле определения в 
§ 355), если две из трех масс равны между собой. Если же все 
массы равны, то совпадают между собой все три указанные цент
ральные конфигурации. 

§ 359. Используя те же условия (7), можем легко показать, что 
в случае произвольно заданных четырех масс mi, различных или 
одинаковых, пространственная центральная конфигурация соот
nетствует правильному и только правильному тетраэдру. Для 
трех масс mi неколлинеарная центральная конфигурация соответ
ствует равностороннему и только равностороннему треугольнику. 

Для двух же масс центральная конфигурация соответствует пря
молинейном:у движению. 

Предположения, использованные в этих трех утверждениях, 
те же самые, а именно те, что неотрицательное целое число 

((jn-f) обращается в нуль при n = 4, З, 2 соответственно. Таки~ 
образом, (7) сводится к 

(JU2 ) = О P ik 

или же в силу (31) - (32) К 

3 J 
р ill = !J. II ' ( i. k) = (1, 2), ... , (n - t, n) . 
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Однако эти 1/2n(n - 1) условий при n = 4, 3, 2 могут быть удов-
1!"~TBopeHЫ лишь тогда, когда 1/2n (n - 1) (= 6, 3, 1) расстояний 
Pi1t равны между собой. Тогда формулы (31) показывают, что 
условие (12) удовлетворяется как при равных, так и различяых 
ваданных массах mi. Этим самым доказательство закончено. 

§ 360. По-видимому, эти три случая, которые характеризуются 
тем, что р = О, исчерпывают все центральные конфигурации при 
ПРОИЗВОJIЬНЫХ значениях ml, ... , тn и любом n. Более того, чис
ло q=' q (n, ml, ... , тn ) всех центральных конфигураций для n 
:tаданных масс mi, по-видимому, меньше предела qn, не завися
шего от mi, а само qn остается ограниченным при n --r 00. 

Наибольшая доля центральных конфигураций при данных n 
IJ ml, ... , mn падает, по-видимому, на коллинеарные конфигу-
рации. Выделение же всех q = q (n, ml, ... , тn ) центральных 
конфигураций для произвольных n, mt, ... , тn представляет со-
бой увлекательную неразрешенную проблему, связанную с пол
ным анализом некоторых вещественных алгебраических урав
нений. 

(i) Рассмотрим прежде всего задачу о коллинеарных цент
ральных конфигурациях n заданных mi. Если n = 3, то такие 
I,онфИ1'урации исчерпываются указанными в § 358;и они зависят, 
таким образом, от заданных масс ml, m2, тз, ПОСКОЛЬRУ ОТ них за
висит положительный корень л уравнений (11). Для того чтобы 
распространить метод § 358 на любое n, можно обозначить мас
СЫ так, что масса mj, j = 2, ... , n - 1, расположена на прямой 
между m~t и mНI, и представить любое Pik, 1 ~ i < k ~ n, 
как сумму k - i расстояний PI,I+I, где l = 1, ... , n -1. Та
ким путем мы придем к р геометрическим условиям вида (5) 
для Pik, представляющим собой в данном случае линейные 
уравнения. Однако, применяя условия (7) , мы придем к си
стеме из n - 2 нелинейных алrебраичеСRИХ уравнений, сводящей
ся при n = 3 R одному уравнению (11). Требуется анализ .этой 
системы с точки зрения ее совместности с заданными значениями 

m; > о. Для случая n = 3 эта проблема совместности сводится 
1: требованию, чтобы искомая величина л. = Р12: Р23 была положи
тельной. Такой анализ представляет собой весьма сложную алгеб
раическую задачу, причем трудности при получении конкретных 

результатов быстро возрастают вместе с n. В работах, касающих
Сл 3то1'о вопроса, содержится утверждение, что каждой нумера
Ции n заданных масс (которые могут быть и равными и раз
lIИЧНЫМИ) соответствует одна и 'rолько одна прямолинейная 
Центральная конфигурация. В частности, число ра:ШllЧНЫХ та-
1(Их конфигураций при n произвольно заданных различных массах 
равно 1/2nl 

22· 
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(ii) Рассмотрим неI\Оллинеарный плоский случай (62). Если 
Il = 3, то задача полностью разрешима (см. § 359). Если n> 3, 
то система (5) уже будет нелинейной, так как она имеет вид (4) 
даже в самом простом случае n = 4, р = 1. В этом случае при
менение условий (7) покаэывает, что четыре етороны и две диа
гонали четырехугольника долж~ы удовлетворять не только гео

метрическому тождеству (4), но и необходимому условию 

з з 3 3 3 3 33 3 33 3 
(Р12 - рЗ2) (РIЗ - РЗ4) (Р14 - р:м) = (Р12 - р:м) (Р13 - р32) (Рн. - pu). 

(13) 

Однако последнее условие не является при четырех заданных 
массах mi достаточным для того, чтобы удовлетворялись шесть 
условий (7), (4). Вопрос о совместности требует дальнейшего 
анализа. В частности, легно обнаружить непосредственно с по
мощью (1), что квадрат представляет собой центральную конфи
гурацию лишь в случае четырех равных масс. Детальный же ана
JIИЗ показывает, что при четырех заданных массах mi по крайней 
мере одна неколлинеарная плоская центральная конфигурация 
имеется ЛИПIЪ тогда, когда mi удовлетворяют некоторым неравен
Сl'вам. Ограничения становятся, конечно, еще более сильными с 
увеличением n. 

(iii) Пространственные центральные конфигурации наиболее 
редки. Прежде всего, по-видимому, во всех случаях, кроме случая 
n = 4, р = о, рассмотренного полностью в § 359, приходится на
ложить на n заданных масс mi по крайней мере одно условие 
f(mt, ... , mn ) = о. Но, кроме того, по-видимому, существует 
lfИШЬ I\Онечное число значений n, для которых можно подобрать 
по крайней мере одну совокупность mt, ... , mn , обладающую 
хотя бы одной пространственной центральной конфигурацией. 
Такая же догадка не может быть прав ильной вненоллинеарном 
плоском случае, так нан n равных масс mi, помещенных в углах 
правильного n-угольника, образуют, очевидно, центральную кон
фиrурацию при любом n. Можно также поместить n - 1 равные 
массы в углах правильного (n - 1)-угольника и еще одну про
извольную массу в центре. 

Кроме того, можно объединить, налагая очевидные ограниче
ния, любую из уназанных плоских моделей с полярной моделью. 
Очевидно, существуют таI\же соответствующие модели в Прост
ранственном случае правильных многогранников, однако тогда 

такие конфигурации возможны лишь для конечной последователь
ности отдельных значений n. 

~ 361. Мы применим теперь понятие центральной конфигурации 
}; анализу изменения конфигурации, образуемой произвольными 



§§ 355-888. ЦЕИТР.АЛЫIЫЕ RОИФИГVР.АЦИИ 341 

телами тi в заданный момент t, еCJIИ рассматриваемое движение 
таково, что при t -+ ~ происходит одновременное столкновенис 
всех n тел (см. § 335). 

Будет показано, что Прll значениях t, очень БЛIlЗI\ИХ 1\ tO, кон
фигурация n тел тi очень близка 1, центральной, ПРJlЧСМ при 
ЭТОМ рассматриваются лишь относительные веЛИЧJlНЫ п относи

тельные положения стреМЯЩIfХСЯ к нулю векторов 'i - 'It этих 
тел (см. в конце § 355). Это аСllМllтотическое ОПJfСClllllе возмож
ного одновременного столкновения ЯВJJяет('Я, пожалуй, самыаl 
rлубоким среди известных результатов в задаче n тел. 

При доказательстве потребуется тауберово уточнение (1St) 
§ 337 фориуJIЫ (1~) § 335а, а также более простой тауберов 
результат. Последний аю)кст быть сформулирован CJIедующим 
обраsом. 

§ 362. Обозначнм ТОЧl\аМI[ операции дпффсренцировашlЯ по IIC

зависимой переменноii и во всем интервале О < и < 00, п пусть 
g (и) - функция, для которой существует непрерывная производ-

ная к(u) и конечный предел с(оо). Тогда, хотя с(u) асимптотп
чески близка при и -+ 00 к константе g ( 00 ), очевидные примеры 
показывают, что дифференцирование такого асимптотического со

отношения, вообще, недопустимо, т. е. что к(u) не обязатеJIЬНО 
стремитс.я при и -+ 00 к нулю. Однако еCJIИ существует непре

рывная производная к'(u) , то ограниченность этой ПРОИЗВОДIIОЙ 
является тауберовым условиеаl R смысле, указанном в § 336. 
Другими CJI0вами, если с(u) ~тремится к конечному пределу, а 
Ig(u) I < соnst при и -+ 00, то с(у) -+ о .). 
§ 363. Можно предположить без потери общности, что одновре
меввое СТОJlКВовевие всех n тел происходит при ~ = О, причем t 
стремится к ~ = о убывая. Тогда t - ~ > О. Легко проверить, 
что аспмптотичеСI<Ие соотношения (171), (172), (1~) § 336-337 

*) ПРII AOKaaaTE',lhCTHC ;JТОИ тауберовоii m~Mмы можно, очеВIIДНО, Прt'Д
по.1Jагать, 'ITO К - (·J(а.~яl'. Тогда но IlOжет существоваТh пары достаточно 

аllШЫХ по.l0ЖRТе.'IЬНЫХ чнсо.'1 1), б таЮJХ, что неравенство 'к(и)' < ТJ спра
BeДJ1llВO в каждой точно беснонечного числа и-интервалов, JIМСЮЩПХ общую 
ДJUlВy (\ и точку сгущения про и - 00. в ином СJI~'Чае функция к(и) изме
IOlJJась бы в KaiKA01( ]13 ЭТIIХ ИНТЕ'рвалов не Ilеньше, ЧЕ'И на ТJ' б, п, таким 
обрааом, не Mor.'I& бы стремиться J( конечному пределу при и - 00. Следова
тельно, при любом I! > О существует такое N - N .. что любой u-интервал 
дmпJы г в области N. :е;; и < 00 содержит по крайней 1(еро одку точку, в ко-

торой ';(и)' < г. Тап как. по предположению, 'к'(и) ' < oonst, то ;(и) не 
Может иэменятLCЯ в Ilнтервале ДЛIIIIЫ г более чеи на e·const. Следователь-
I!0' 'с(и)' < 8 + I!-о con~t, если то."IЫЮ и > N., отнуда п "ЫТСl\аст, чт!) 
g(u) ... о при IJ _ QQ. 
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могут быть переписаны в виде 

rдe 

t-'/зJ -+ J10 > о, 

t (t-'/з J)' -+ о, 

t'l (t-'I, J)" -+ О, 

(
3 1/,)'1' 

J10 = "2 J!O 

(141) 

( 142) 

(14з) 

lt t -+ +0. Так как] = ~mi~i2, то, как следует из (141), все n тел 
сталкиваются при t -+ +0 в начале барицентрической системы 
координат S, так что линейные размеры RонфигураЦШI, образ 0-

lJанной: n телами при малых t, пропорциональны t'/з. Поэтому це
лесообразно увеличить единицу длины пропорционально t-'I" т. е. 
рассмотреть вмеето ~;, Pih = I ~; - ~" I 

величины 

Si = t-'I'~i, Pik = r'I'Pih, 

J = t-'I,], U = t'/,U 

соответс·твенно. Тогда тuчный математический смысл утвержде
ния, приведенного в § 361, зюшючается в том, что хотя (1) не 
имеет места при фиксированном t =1= о, но 

i = 1 •... J N, (16) 

нри t -+ +0. 
Действительно, из последнего замечания в § 355 вытекает, 

что изменение мас.штаба времени за с.чет подстаНОВКIf (15 f ) - (1~) 
не играет роли при рассмотрении данной проБJIемы. 

§ 364. Во-первых, шшажем, что при t -+ +0 

2 
J - U-+O, 

9 

Pik> const > о. (172) 

С этой целью заменим t на t = -lg t, так что t -+ +00 при 
l-+ О и 

t = exp(-t), 

Ц' = -j, t2
/" ::::= f + /' 
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('де штрихами и точками обозначены производные по t и t соот
ветственно. С помощью (181) - (182) И (151) лешо установить, 
ЧТО уравнения движения (11) § 322 можно переписать в виде 

.. де 

(192) 

причем U = t'I,U, Ui , = tC/,Uii . Из (151)-(152), (18д-(1~) 
также видно, что интеграл энергии (21) § 322 и эквивалентное ему 
соотношение (2,) § 322 могут быть записаны в виде 

1 (. 2)2 ( 2) - ~ mi Si - - Si - U = h ехр - - t . 
2 . 3 3 

.. 5 4. ( 2) J - - J + - J = 2U + 4.h ехр -'-- t . 
3 . 9 3 

Наконец, применяя (182) к фующии f = J, получим, что (141), 
(14z) , (14з) эквивалентны формулам 

J -+- J.LO > О, 

J -+- О, 
J-+-O 

т,ри t -+- tO + 0= +0, т. е. при t -+- 00. 

(21t) 

(212) 

(21з ) 

Полагая t-+- +00 в (202), где h ='const, увидим, что (171) 
IlblTeKaeT из (21 t )-(21з). Вместе с тем согласно (171)-(211) U 
С1ремится ], конечному пределу, так что (172) вытекает из (192). 

Во-вторых, покажем, что при t -+- +0, т. е. при t -+- +00, 

~i-+- О, 
I ~.~ I < const, 

I ii I < const. 

с этой целью заметим прежде всего, что иа (151) - (152) получим 

JТ, сдеДЩJaте,лЬJ{О, 
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Полагая t-+ +00 в (201) И учитывая (212) и (171)' увидим. 
что ~mi~2 -+ О. Это доказывает (22t ). Кроме того, 

I ~; I < const., 

I U1i I < const. 

Действительно, (231) вытекает из (211) в силу (22~). В то же 
время (232) вытекает ИЗ (192) и (172)' а (222) и (221) - И3 
(231) - (232) И (191) соответственно. Наконец, дифференцируя 
(191) по t и ИСПОЛЬЗУЯ затем (221)-(222'), увидим, что для 
доказательства (22з ) достаточно показать ограниченность част
ных производных второго порядка функции U ($1, ... ,Sn) при 
. t -+ + 00. Однако ограниченность этих производных вытекает 
с очевидностью из (231), (192), (172). 

В соответствии с (221) и (22з ) тауберова лемма (см. § 362) 
при:менима К функции g(u) = ~; С.'1едовательно, не только 
~; -+ О, но также ~i -+ О. Поэтом'у ИЗ (191) вытекает, что 

2 
9 mi;i + U1i -'> О 

ИЛИ (в силу (22~)) 

Последнее соотношение в комбинации с (211) и (171) ПОЗВОЛЯErr 
аавершить доказательство (16). 

§ 365. Интерпретация (16) в связи с условиями (1) для цент
ральной конфигурации, приведенная в § 361, является весьма не
четкой. Там было сказано лишь то, что в МОМ(JНТЫ t, очень близ
кие к :моменту tO OДHOBpeM~HHOГO столкновения, конфигурация 
тед весьма близка к центральной конфигурации заданных 
ml, ... , mп • Однако отсюда не следует, что при t -+ tO конфигурация 
тел должна стремиться к центральной I{онфигурации заданных 
m1, . .. ,mп . Как известно, возможным является и такое ПОJIO
жение, когда конфигурация становится при t -+ tO ближе и бли
же к более чем одной центраJIЬНОЙ конфигурации заданных 
ml, .. " mп , и при этом осциллирует :между этими центральными 

конфигурациями. Конечно, такая возможность не может осущест
виться, если только n заданных ml, ... , mп не определяют бес
конечно большое число центральных конфигураций, различных 
в смысле опредедения в § 355. В § 360 высказывалась правдопо
добная догадка, что этого никогда не может быть, Т. Р. что целое 
число q (n, m1, ... , mп ), определенное в § 360, всеГДа существует. 
ОДJIaIЮ ДDказатеJIьства этого фАКТА ЩJТ. 
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§ 3658. Для тех n и m1, ... , mn, для которых q (n, m1, ... , mn) < 00, 

Iюнфигурация должна стремиться при t - tO к некоторой опреде
ленной центральной конфигурации. Следовательно, если для дан
ных m1, ... , m n установлено, что q (n, m1, ... , m n ) < 00, то тогда 
и только тогда из (211) вытекает существование l/zn (n - 1) пре
делов 

(24) 

где Pil1 = t-'!ЗРil1, t - О. 
Действительно, величину J = t-'i.] можно ПрЕщставить соглас

но формулам § 322а в виде 

где Pik = 16; - 6111 остаются ограниченными в силу (231). По
;JTOMY J не может стремиться к нулю. Между прочим, 

J.LO= 

согласно (211) и в то же время 

2 '" m;m" 
-J.l.o= L/ 
9 °p;k 

согласно (171) и (192). так что 

. 
J.l.o ~ m; = ~. mjm/t°pJ/t. 

§ 366. Заметим, что выражение (251) для J.l.o содержит только 
m1, ... , m n и отношения OPil1: Ор23 пределов (24). Эти отноше
ния являются алгебраическими функциями m1, ... , m n , так как 
пределы (24) суть взаимные расстояния для центральной конфи
гурации m" ... , mn. 

Таким образом, согласно последнему замечанию в § 355 пре
делы (24) определяются с точностью до общего положительного 
множителя, но в силу (251) И (252) этот коэффициент определя
ется п данном случае еДIlнственным образом массами m" ... , m n , 

так как согласно (251) J.l.n - функция ml, ..• , mn • 
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( 
3 '/. \'/' 

""0= Tllo /' 

то можно найти также и положительную постоянную Ilo, сущест
вование которой было установлено в § 335а. 

§ 367. В качестве иллюстрации рассмотрим случай трех произ
вольных масс m1, m2, тз. В этом случае предположение, выска
занное в § 365а, удовлетворяется, так как q (3, ml, т2, тз) :::;;; 4 
I~РИ любых mt, m2, тз. Действительно, согласно изложенному в 
§ 359 существует лишь одна нсколлинеарная центра.1Jьная кон
q,игурация, а именно равносторонний треугольник. В то же время 
число различных КО.тIЛIlнеарных центральных Iюнфигураций рав
но числу рюшичных масс (см. § 358). Таким образом, если n = 3, 
то затруднения, упомянутые в § 365, не возникают и применимы 
результаты § 365а. 

§ 368. Естественно задать вопрос, при каждом или не каждом 
одновременном столкновении n тел все барицентрические векторы 
6;(t) стремятся к общему нулевому пределу в определенном на
правлении, т. е. так, что все единичные векторы 6; (t) / 16; (t) 1 
имеют предел. В § 351 было показано, что в случае парного столк
новения ответ на этот вопрос положителен. Однако в случае од
новременного столкновения всех n (> 2) тел представляется го
раздо более трудным доказать, что эти тела не могут перед столк
новением в центре масс двигаться по спиралям, не имеющим 

асимптот. 

§ 368а. Вместе с тем, как легко заметить, если одновременное 
столкновение таково, что существуют предельные положения ка

сательных к n траекториям ~; = ~i (t) независимо от того, удов
летворяется или не удовлетворяется условие q (n, т1, ... , тn) < 00, 

то конфигурация тел должна стремиться к определенной цент
ральной конфигурации в том смысле, что все 1/2n (n - 1) пре
делов (24) существуют. ДейеТВIlтельно, в случае определенных 
предельных направлений легко на основании (151), (18д - (182) 
IJ (221) вывести, что существуют конечные преД8.11Ы 

2 
Нт tl/l~~ = зlim ~i, 

где 110 крайней 'мере n - 1 из n пределов lim Si отличны от нуля, 
так нан: начало координат совпадает с центром масс. ОднаКQ 
Pi/j. = J Si - 51< 1, так что пределы (24) существу-ют, 
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ГОМОГРАФИЧЕС/(ИЕ РЕШЕНИЯ 

§ 369. Решение ~; = ~; (t) задачи n тел называется гомографиче
ским, если конфигурация, образованная n телами в инерциальной 
барицентрической системе Iюординат 5, изменяется так, что она 
(Jстается при любом t подобной самой себе. Под последним 
утверждением подразумевается, что существуют скаляр r = 
= r(t) > О, ортогональная 3-матрица Q = Q (t) и 3-вектор 
-r = -r(t) такие, что при ,"!Jюбых 

5; = rQ5iO + 1:, 

где 5i, 1', Q, 1: относятся I\ произвольному моменту t, а 5iO - зна
чения ~i в некоторый начальный момен'!' t =, tO. Фактически воз
можны лишь расширение и вращение, определяемые неизвест

ными r = r(t), Q = Q (t), поскольку вектор переноса 1: = 1:(t) 
должен обращаться тождественно в нуль в силу условия 
I;miSi = О. 

Конечно, гомографические решения принадлежат к решениям 
довольно частного вида, TaI{ как система порядка 6n 

t" и mi':oi = &; 

должна быть удовлетворена 1 + 3 скалярными функциями, соот
DОТСТВУЮЩИМИ 1'(L), Q (t) и содержащими 3n постоянных интегри
рования 5iO. 

§ 370. Прежде всего отметим некоторые тождества. В соответст
I!ИИ с § 369 гомографическое решение 5; (t) характеризуется су
ществованием вращения Q (t) и расширения r(t) > О таких, что 
для любых t и i = 1, ... , n координаты 

(1) 
1'. е. 

о 
Xi = r5i~ 

где Х = Q-1S - баРlIцентрическая, но ,не обязательно инерциаль
ная координатная система, причем индекс (О) относится к фик
сированному начальному моменту t =, tO. 

Например, из (1) видно, что 

(r=r(t»O), 
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l'Ae Е - единичная 3-матрица. ИЗ (1) также видно, что 

1 = IOr2, 

иО 

и=--, 
r 

(З2) 

(3а ) 

инвариантны при любом t, а их градиенты, следовательно, кова
риантны по отношению к вращению Q. 

Рассмотрим матрицу ~ (t), образованную тремя скалярами 
'<;у = 8y(t), которые определены с помощью матрицы Q = Q(t) в 
соответствии с (5) § 66, так что 

~ = 8з О -81 , 
( 

О -8з 82) 

-82 81 О 

8182 

- 8з2 -812 
818з ) 
828з 

8з82 ~812_822 

(см. (5)-(6) § 66). Так как на основании (1), где ~iO=const, 
получим, что 

О , ,О гЕ О 
Х; = rSi , Х; = r Si = ~; , X~' = Г'~~ = Г'E~~ , 

11 так как формулу Х = Q-15, определяющую вращающуюся коор
динатную систему Х, можно записать в виде (8) § 69, полагая 
Е = 5, х ='Х, то из (101) - (102) § 69 видно, что 

Q-1~: = (гЕ + r ~ )s~, (51) 

Q-16~' =,{ г'Е + 2,' ~ + r ( ~' + ~ 2) }~;. (52) 

Из (52) И (3з) видно, что если обозначить через miai постоянный 
3-nектор и~ .. то вдоль гомографического решения Si = Si (t) 

~ . 
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уравнений mi;;" = U~. имеем , 
о 

K(t)Si = ai, (61) 

r2 {г"Е + 2г'~ + г(~' + ~2)} = к = (xpq), (~) 
причем (62) является определением матричной функции К =, 
= (xpq) времР.ни t. Если через А' обозначается, как и в § 1, 
транспонированная матрица по отношению к А то, очевидно, что 
Е = Е', а (4:!), (41) показывают, что 

(~2)' = ~2, ~'= _~, (~')' = _~'. 

Следовательно, из (62) вытекает, что 

~ (К+К') =r2(r"E+r~2), 

Приведенные выше формулы допускают существенное упро
щение в специальном случае, в котором частное решение ~; = 
= ~i(t) является плоским в указанном в § 324 смысле. Тогдц 
можно выбрать барицентрическую инерциальную систему коор
динат так, что третий компонент каждого из трехмерных векто
ров ~; (t) равен тождественно нулю, т. е. что Q определяется со
l'ласно (131) § 72, где qJ' =qJ'(t) обозначает угловую скорость 
llращающейся системы координат х = Q-l~, Следовательно, лег-

~ D D 
ко на основании (5д установить, что Si = (r'~i)2 + (rq>'Si}Z 

11 что компоненты 3-вектора ~; Х S/ равны в силу (1) О, О, 
qJ' (rSiO) соответственно. Поэтому в соответствии с (31)' где 
J = ~mi~i2, можно записать .выражение для кинетической энер
l'ИИ Т и интеграл 

li виде 
~. mi6i Х 6~ = С 

~ 
Т = 2"(r'2 + r2qJ'2)JO, 

rp'r2Jo = ICI (JO> О), 

ссли выбрать знак в (6) § 323 так, что ({" ~ О. Наконец, так как 
8t = О, 82 = О, 8з 'Ip' (см, § 72), то, подставляя (4д - (~) в 
(~), получим 

(
Г!! (г" - rrp'2) 

К (t) = к = г2 (rrp"' "6 2г'Ч") 
- г2 (ГЧ''' + 2г'Ч") 

г2 (г" - гЧ"2) 

О 

О) О ' 
г"г" 

(9) 
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Ниже мы не будем исключать пространственные гомографи
ческие решения, так что применимы лишь формулы (1) - (72), 
но не (81) - (9). НО и в этом общем случае соотношение /" = 
= 2И + 4h, эквивалентное интегралу энергии Т - И = h, мо
жет быть записано в силу (31) - (32) В виде 

("" + г2)/О - г1ИО = 2h (/0> О, ИО > О). (10) 

§ 370а. Имеется два предельных типа гомографических решениii. 
С одной стороны, возможно, что конфигурация расширяется без 
вращения, т. е. что Q (t) = Е. Такие частные гомографические 
решения характеризуются n силу (1) равенствами 

о 

Si = rSi, т. е. Xi = ~i (Q (t) == Е, r = r(t) > О) (11) 

и называются гомотетичесними. 

С другой стороны, возможно, что конфигурация вращается без 
растяжения, т. е. что r(t) = 1. Эти частные решения характери
зуются в силу (1) равенствами 

О о . 
~i = QSi, т. е. Xi = Si (r(t) == 1, Q = Q (t)) (12) 

11 ИХ мы назовем решениями относительного равновесия. Такое 
название оправдывается тем, что в случае равенств (12) и толь
ко в этом случае каждое из n тел находится в покое во вращаю
щейся барицентрической системе координат Х (т. е. X{(t) = 
=, const). Это возможно только тогда, когда силы притяжения, 
действующие между телами, в любой момент t находятся JJ пол
ном равновесии с силами (фиктивными) (см. § 318а), наличие 
которых вызывается вращением системы координат Х. 

Очевидно, что решение относительного равновесия не может 
быть гомотетическим. Гомографичесiюе же решение общего вида 
не удовлетворяет ни (11), ни (12). Для указанных двух типов 

. решений имеют место следующие факты (которые будут доказа
ны в § 377). 

1. Гомографическое решение является гомотетическим тогда 
Ir тольно тогда, когда оно обладает инвариантной плоскостъю 
(т. е. тогда и только тогда, когда С = О). 

п. Гомографическое решение является рщuением относитель
ного равновесия тогда и только тогда, когда оно плоское и вра

щается с постоянной угловой скоростью (=1= О) . 
В соответствии с 1 и §§ 329-331 каждое коллинеарное, но не 

прямолинейное решение является гомографическим, но не гомо
тетическим. В то же время гомотетические I\оллинеарные реше
ния совпадают с теми прямолинейными решениями, которые яв
ляются гомографичеСI\ИМИ. Очевидно, что Iюллинеарное решение 
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Может быть решением относительного равновесия 'l'Ь.1lЫЮ тогда, 
когда оно не прямолинейное (это условие необходимое, но в силу 
II не достаточное). 

§ 371. Мы докажем в §§ 373-374 следующие факты, более глу
бокие, чем I-П § 370а 

(i) если гомографическое решение не компланарное (см. опре
деление в § 325), то оно ЯВJlяется гомотетичесним; 

(ii)' если гомографическое решение является Iюмпланарным, 
то оно плоское (см. определение в § 324). 

Утверждение (i) не допускает обращения, тап: юн{ существуют 
плоские (и даже прямолинейные) гомотетические решения. Если 
учесть (ii), то можно сказать, что каждое гомографическое реше
ние является либо плоским, либо гомотетическим, но не может 
быть одновременно плосним и гомотетическим. 

Если гомографическое решение не плоское, то условия (i)
(и) гарантируют справедливость (11). Выражение для кинетиче· 
ской энергии Т = 1/~mi~/2 сводится тогда к следующему: 

~ ~.L.J m· (r't~) 2 = ~ г'ЧО 2 ,~, 2 . 

Так I\aK (81) имеет место в плоеном случае, а (32) n любом слу
чае, то интеграл энергии Т - и = Il для любого гомографическо
то решения можно записать в виде 

...! (r'2 + r2qJ'2)]0 - гl UО = h, 
2 

(13) 

f!f"ДИ производная qJ' = qJ' (t), определенная как угловая скорость 
р.ращающеЙся системы координат х = Q-1~ В ПЛОСIЮМ слу~ае, счи
тается равной qJ' (t) = О в неплоском случае. В этом смысле (82) 
остается верным также и в неплоском случае, так как в силу 1 
1) (i) - (ii) имеем С = О. Наконец, иа (62) видно, что формула 
(9) справедлива при ЧJ' = О, если ~ = О при любом t, т. е. если 
(см. § 69) Q (t) =. const. Так как в неплоском случае условие 

S"l (t) = const согласно (i) - (ii) удовлетворяется, то (9) имеет 
место в атом случае опять при ЧJ' = О. 

§ 372. Цель этого параграфа - показатъ, что 1-11 вытекают из 
условий (i) - (и), которые будут ДOIНlзаны в двух последующих 
параграфах. 

Если гомотетическое решение является IJЛС'I;IIМ, 'ro примени
ма формула (82), и она показывает, что С = U '!'"rДа и только тог
да, когда qJ' (t) = О, а r(t) =, const(>O) тогда и только тогда, 
когда ер' (t) = const =1= О =1= 1 с 1. Этим самым доказывается I-П 
ДЛЯ плоского случал. Если гомографическое решение неплоское, 
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то оно согласно (i) - (ii) является гомотетическим JI 1Iе может 
Сыть, конечно (см. § 370а), решением относительного равнове
сия. Этим самым доказывается 11. Вместе с тем для завершения 
доказательства 1 достаточно теперь доназать, что для любого не
плоского гомографического решения С = о. Однако и для плоско-
1'0 И для неплоского гомографического решения ~; = Gi (t) каж
дый член суммы 

обращается в нуль при любом t, так как ~ Х ~ = о, а Gi = r~iO, 
G/ = r'GiO в силу (11). 

§ 373. Цель этого параграфа - доказать (i) § 371. Пусть Gi = 
= Gi(t) - заданное некомпланарное гомографичеС!<ае решение. 
Тогда не все n начальных позиционных векторов GiO компланар
ны, и можно выбрать три значения индекса i, например i =, а, ~, 
у, такие, что det (Ga:O, Gf\o, GYO) =1= о. 

Следовательно, 3-матрица (Ga:O, Gf\O, ~yO), не зависящая от t, 
имеет обратную матрицу. Применение же (61) при i = а, ~,'Y по
lщзывает, что матрица K(t) равна произведению этой обратной 
матрицы и матрицы (аа:, af\, ау), которая в силу определения а; 
(см. § 370а) также не зависит от t. Поэтому на основании (71)
(72) получим 

r2r"E + ,-1L2 = const, 

,-1~' + 2r2r'~ = const. 

Так как Е - единичная матрица, то r2r"E - диагональная 
матрица, причем все ее элементы равны между собой. Следова
тельно, из (141) вытекает, что, во-первых, недиагональные элемен
ты матрицы ,-1~2, а во-вторых, и разности между любыми ортого
нальными элементами этой матрицы не зависят от t. Если сопо
ставить этот результат с (~), то он показывает, что величины 
,-18J.L8 ... и ,-1 (8J.L2 - 8 ... 2), где (/l, v) = (1,2), (2,3), (3,1), не зависят 
от t. Следовательно, ,-18,..2, л = 1, 2, 3, не зависят от t. Но из (141) 
RblTeKaeT тогда, что зависимость ~ и r от времени t такова, что 
~ = r'I'~Q, где ~o - постоянная кососимметрическая матрица. 
Таким образом, существует такая постоянная ортогональная мат
рица Ро, что произведение po~opol представляет собой кососим-
метрическую 3-матрицу, в которой все элементы третьей строки 
равны нулю (см. начало § 76). Так как ~ = r'I,~o, где r = 
= r(t) - скаляр, и ~ = ~ (t), то все элементы третьей строки 
кососимметрической матрицы Po~ (t) Р 01 равны нулю при любом 
t. Поэтому из сказанного в § 74 следует, что матрица Q = Q (t) 
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осуществляет вращение вокруг оси, сохраняющей постоянное на

правление по отношению к барицентрической инерциальной си
стеме координат 1; = (1;1,1;11, 1;Ill). Следовательно, из § 318 JШД
но, что эта ось может быть выбрана в н:ачестве координатной оси 
1;III. Тогда матрица Q = Q (t) запишется в виде (131) § 72, и со
пшсно (13з) § 72 имеем S1 = О, S2 = О, Sз =, <р', где <р' = <р' (t) -
скорость вращения. Следовательно, доказательство утверждения 
(i) § 371 будет закончено, если ПОI\ажем, что ср' (t) - О. Дейст
вительно, тогда вращения нет, 11 это означает согласно определе

нию в § 270а, что решение является гомотетичесним. 
Для доказательства того, что qJ'(t) = О, мы используем соот

ношение г3ср'2 = const, I\оторое в силу (132) § 72 эквивалентно 
упомянутому выше результату о независимости величин r3s .. 2, 

". = 1,2,3 от t. 
Тан кан Q = Q (t) определяетсн согласно (131) § 72, то МОЖ-

110 переписать (1) § 370 в виде 

1;~ = r (S~I cos qJ - SOII sin ср) , 

1 IIIII OV v 
(Si, Si , ~i ) = Si (t), Si = Si (to) = const. 

Следовательно, третье из соотношений (5) § 322 сводится сразу 
н следующему: 

СIII = r2qJ' с, (14з) 

где через с обозначена постоянная 

~mi {(SiO
I
)2 + (s~II)2}. 

Таюш образом, если с = О, то все 1; ~! = О и все S °i l = О и. 
таким образом, все n тел mi находятся при любом t на оси SIII. 
Так нан это противоречит предположению о том, что данное реше
ние Si = 1;i (t) не является компланарным, то с *- О. 

Следовательно, соотношение (14з) можно разделить на с и из 
него вытекает, что r2<p' =' const. Сравнивая это равенство с равен
ством rЗqJ'2 = const, найденным выше, видим, что или ср' = О, или 
же положительная фушщия r ='r(t) не зависит от t. 

Таюш образом, доказа тельство условия ср' (t) = о будет за
r;ончено, если мы понажем, что предположение r = const, ведет к 
протпворечию. 

23 А. 'Уинтнер 
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Если r = const, то формула (6:1) сводится к следующей: 

К = rЗ (~' + ~2), 
причем 

det(~' + ~2} = О, 

так как 81 = О, 82 = О И все элементы третьего етолбца од
ной из матриц (4д ~ (4з) равны тождественно нулю. Тогда 
det К = О. Вместе с тем раньше было показано (см. (14[) - (142))' 
что К равно произведен'ию двух постоянных матриц с отличными 
от нуля определителями, откуда det К Ф. О. Мы приходи м К про
тиворечию, что и требовалось показать. 

§ 373а. У читателя может сложиться впечатление, что такое 
сложное доказательство утверждения (i) § 371 не является необ
ходимым и что утверждение, как чувствуется интуитивно, выте

нает непосредственно уже из факта постоянства кинетического 
момента. 

Одпако ,это не так Действительно, в таlЮМ случае утвержде
ние (i) § 371 было бы справедливым также и в случае ПрIIтяже
ния, обратно IIропорционального не второй, а третьей степени рас
стояния. Но тогда выражение r2{ } в (62) надо было бы заменить 
на rЗ { }, а соотношение r'lqJ'2 = const, найденное в § 373, на со
отношение r4<p'2 = const. Последнее же эквивалентно условию 
l.2qJ' = const, полученному в § 373 в качестве следствия постоян
ства кинетического момонта. Таким образом, мы получим лишь 
одно соотношение между r и ч/, и доказательство рушится. Кро
ме того, само утверждение (i) в этом случае неверно. Другими 
словами, задача n;;::: 4 тел, притягивающих с силой, обратно 
пропорциональной нубу расстояния, обладает некомпланарными 
решениями, являющимися гомотетическими, но не гомографиче
СКИl\IИ. Например, !{ такому решению мы сразу придем, исполь
зуя в случае двух конгруэнтных пар, выбранных среди четыр~х 
масс, начальные положения и начальные снорости, вычисленные 

(эти вычисления приведсны в § 374а) для треугольных решений 
задачи трех тел. 

§ 374. Цель этого параграфа - доказать утверждение (ii) § 371. 
Для коллинеарного случая это утверждение было уже доказано 
в § 329. Пусть теперь 6i = 6i (t) - заданное гомографическое 
Еомпланарное, но не КQ.lшинеарное решение. Тогда среди началь
ных векторов 6iO существуют по крайней мере. два вектора, напри
мер 6а.° и 61\°, такие, что Sa.° Х 61\° =1= О. Так как решение компла
нарное, то все n начальных векторов 6iO лежат в одной и той же 
плоскости, проходящей через начало инерциальной барицентри-
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Непосредственная подстановна поназывает, что (17~) сводится 
в силу (18) н соотношениям 

1 
sзrСt - 2"r'C2 = О, 
1 
-r'Сt + sзrС2 = О. 
2 

Эти соотношения представляют собой однородные линейные урав
Fения, НиТОРЫМ удовлетворяют CI, С2. Определитель этих уравне· 
ний равен 

причем r > О. Так кан эта сумма может обратиться в· нуль лишь 
n случае 8з = О, r' = О, то при условии, что хотя бы одна ИЗ по
стоянных СI, С2 отлична от нуля, обе функции 8з и r' должны обра
щаться тождественно в нуль при всех t. Другими словами, должна 
удовлетворяться по крайней мере одна из двух пар условий 

СI = О, С2 = О, 

8з(t) = О, r(t) = const. 

(191) 

( 192) 

Е случае (191) обе функции 81, 82 равны в силу (18) нулю при лю
(iOM t. Это означает (см. § 72), что вращение Q (t) происходит при 
любом t вонруг оси ~III инерциальной системы координат. Следо
вательно, из (1) видно, что все ЦП (t) = о при любом t. Другими 
словами, все тела mi движутся в плоскости (~I, ~II) инерциальной 
системы координат. Это доказывает утверждение (и) § 371 для 
первого из двух возможных случаев (191) - (192). 

В случае (192) из (18) видно, что все три функции 81, 52, 5з не 
аависят от t, причем 8з = О. Но тогда § 75 показывает, что вра
щение Q = Q (t) происходит вонруг оси, сохраняющей постоян
ное направление по отношению к инерциальной системе коорди
нат ~ = (~I, ~П, ~III). Кроме того, так как 8з = О, то эта фиксиро
ванная оеь вращения должна лежать в плоскости (~I, ~II) (см. до
казательства в §§ 71-75). Однако ось ~III была выбрана так, что 

псе ~~III = ~~III (to) равны нулю. Следовательно, из (1) видно, 

что вращающаяся система координат х = Q-I~, где Q = Q (t) 
фактичесни не может вращаться вонруг неподвижной оси, лежа
щей в плоскости (~I, ~II). Таним образом, нинаного вращения нет, 
т. е. Q (t) = const. Это означает, что рассматриваемое гомографи
чесное решение является гомотетическим. Тан как очевидно, что 
I\омпланарное гомотетическое решение является плосним, то от-
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сюда следует справедливость (ii) § 371 во втором ИЗ 1I0ЗМОЖНЫХ 
елучаев (191)-(192). 

Все утверждения, приведенные в §§ 370а - 371, доказаны. 

§ 374а. Читатель может подумать, что приведенное выше доказа
тельство излишне сложное. Действительно, представляется на 
первый взгляд довольно очевидным, что утверждение (ii) § 371 
есть непосредственное следствие однородности силовой функции 
и в комбинации с фактом постоянетва кинетического момента 
центра масс (см. §§ 316-317). 

Однако фактически это не так. Действительно, мы покажем, 
что если сила притяжения пропорциональна не второй, а третьей 
степени расстояния, то утверждение (ii) § 371 оказывается не
верным даже в случае трех тел, хотя десять интегралов имеются 

также и в этом случае. Не удивительно, что Лагранж считал ос
новным l!Остижением теории гомографических решений задачи 
трех тел доказательство того факта, что каждое гомографическое 
решение является плоским (конечно, в этом случае каждое реше
ние является компланарным). 

Предполагая, что сила притяжения между тремя телами про
порциональна третьей етепени расстояния, имеем, что 

(1) 

i = 1~2, 3~ 
1 

и = 2~·mjm/t {(6j - 6/t)2 + (fJj - YJ/t)2 + (~j - ~/t)2}-1, (II) 

rде скаляры Si, fJi, ~i - «инерциальные» барицентрические пря
моугольные координаты тел mi. Суммирование в (II) распростра
Rяется па три циклические перестановки индексов и, k) = (1, 2) , 
а выбор единиц благодаря множителю 1/2 таков, что сила притя
жения между двумя телами с массами, равными 1, и на расстоя
нии, равном 1, сама равна 1. Пусть массы тел и начальные их по
ложения таковы, что 

rnt = m2, (III) 
о о о о о о о о о 

61 = -62 < О = 6з, fJi = Т]2 < О < Т]з, ~1 = ~ = ~ = о, (IV) 

где индекс «о» относится к моменту t = о. Так щш система ко
ординат (s, Т], ~) барицентричеГ.Т\аЯ, то 

s 

~mi6i = о, 
i=1 

з 

~miYJ~= О (V) 
i=1 
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и 

3 

~ U~i= O~ 
i=1 

n силу (1). Условия (111) - (IV) совместимы с (V). 
Содержание условий (111) - (IV) заключается в том, что тре

}тольник, образованный тремя телами в момент t = О, является 
равнобедренным, лежит в плоскости (~, 1]), а две равные массы 
Тn1, Тn2 находятся :n вершинах его основания. Нроме того, основа
ние этого треугольника расположено при t = О симметрично от
носительно оси 1], а массы Тni расположены тю{, что возрастание 

индекса i определяет положительное направление движения на 

• о л 

плоскости (~, 1]). В силу симметрии компоненты U~i' иТJ ;, U'i,: СИЛЫ 

притяжения, действующие на Тni при t = О, таковы, что 

u~, = - и~, > о = и~" и'10, = и~. > о > и~." 
о о о 

Ur;" = иь• = Uсз = О, } (VI) 

см. (11), (111), (IV). 
Положим 

Тогда а > О, Ь > О в силу (IV), (VI). Нроме того, формулы 
(III), (IV), (VI) ПОRазыnают, что соотношения 

(VII2 ), 

справедливы пе только при i = 1, но и при i = 2. Следовательно, 
из (V) видно, что (УII1 ) - (УII2 ) справедливы и при i = 3. На
понец, на основании (11), (I II), (IV) легко заключить после не
посредственных вычислений или путем элементарных векторных со
ображений, что относительная величина двух Положительных чи
сел а, Ь в (VII1) - (VII2) зависит от того, являются ли при t = О 
стороны Тn1Тnз =, Тn2mз равнобедренного треугольника Тn1Тn2mз ко
роче, длиннее, чем основание ml, Тn2, или же равными основанию. 
Для равностороннего треугольника а = Ь. Выберем начальное 
положение так, что 

Ь>а (а> О, Ь > О). (VIII) 
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Кан будет показано, 9 начальных скоростей ~'~" .. , ~'~ могут 
быть выбраны так, что решение кравнений [1], соответствующее 
18 начальным условиям ~10, •.• , ъ' 3 ' имеет вид 

О о О 
~i = ~i Г, Т]i = Т]j r сов 00, ~i = ~i r sin 00, i = 1,2,3, (IX) 

где r = r(t), 00 = 00 (t) - пара соответствующих функций, зави
сящих от t и удовлетворяющих начальным условиям 

го = 1~ 000 = о (Х) 

(ем. (IV), где ~io = О). 
Прежде всего, непосредственная подстановка (IX), (11) в (1) 

показывает, что 9 условий (1) для двух неизвестных r(t), 00 (t) 
состоят, с одной стороны, из трех уравнений 

m.f:.~r" = гЗU.О 
1.~! -i' 

rводящихся в силу (Vllt ) к одному уравнению 

-Г' = -агЗ• 

С другой же стороны, мы имеем 6 уравнений, которые сводятся 
IТ{,сле умножения их на сов 00, sin (1), -sin 00, сов (j) и cooTBeTcTBYI()

щего сложения с учетом (VII2) и условия U~i = о к двум урав-
пенилм 

-г' - Гф'2 = -ЬгЗ, 

гф" + 2г' 00' = О. 

Однако полученные три условия длл двух функций r(t), 00 (t) не 
независимы. Действительно, уравнение -Г' - гф'2 = Ь,З эквива
лентно в силу уравнения г" = -агЗ следующему: 

w' = (Ь - а) '/. г2, 

n силу которого соотношение rw" + 2г' w' = О' удовлетворяется 
тождественно по t, поскольку а и Ь постоянны. Поэтому решение 
уравнений (1) представляется в виде (IX) тогда и только тогда, 
Iюгда фующии r (t) и 00 (t) удовлетворяют двум уравнениям 

г' = -агЗ, } 

w' = (Ь - а)'/·г2• 
(XI) 

Легко обнаружить, что последние уравнения имеют решение 

г=.=ги) = (1+2a'/'t)'/" 

w =.= W (t) = ~ а-'/, (Ь - а) '/']g (1 + 2a'/'l) 
2 

] (ХII) 
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11 что это решение удовлетворяет также условиям (Х) . Условие 
же (VIII) показывает, что постоянные а- '/·, (Ь - а) 1/. в решении 
(ХН) вещественны и такие, что {i) (t) '* const. 

Частное решение уравнений (1), определяемое формулами 
(lX) и (ХН), обладает желаемыми свойствами. Действительно, 
из (lX) видно, что это решение гомографическое, но не плоское, 
поскольку {i) (t) '* const. Правда, это решение компланарное, так 
как n = 3. 

Можно сделать таюке вывод, что результаты, изложенные 
в § 346, не имеют места для спловой фующии (П). Действитель
но, из (IV) видно, что неПЛОСI,ое решение (IX) таково, что тре
угольник, образованный тремя теJIaМИ, является при любом t рав
нобедренным, в основании которого IIaХОДЯ1СЯ равные массы (III). 
Вместе с тем угол {i) (t), определяемый согласно (XII) , не сохра
Jiяется постоянным, TaR что фиксированная ось или плосность 
симметрии, существующие в случае ньютонианского притяжения 

(см. § 346), в данном случае не существуют. 
В соответствии с (ХП) функции r(t), {i) (t) в интервале 

_1/2a- I
/. < t < 00 вещественные и стремятся при t -+ _1/2a- I

/. + О 
1\ lim r = О и lim {i) = -00. Следовательно, из (IX) видно, что 
нри t -+ _1/2a- I

/. + О все три тела участвуют в одновременном 
t:'J'ОЛIшовении, причем перед столкновением в центре масс все 

тола движутся вдоль пространственных спиралей. В соответствии 
же с изложенным в § § 335 и 326 одновременное СТОЛIшовение 
11 ньютонианской задаче трех тел для liеплосного решения оказы
вается невозможным. 

ГОМОГРАФИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 

И ЦЕНТРАЛЬНЫЕ КОНФИГУРАЦИИ 

§ 375. Результаты, собранные в §§ 370а-371 и доказанные 
II §§ 372-374, содержат в себе классификацию всех возможных 
гомографических решений, но оставляют открытым вопрос о су
шествовании таких решений. В соответствии с изложенным в § 369 
любое таное решение, если оно существует, определяется, с одной 
стороны, парой функций r(t), Q (t) и, с другой стороны, n началь
ными позиционными векторами ~iO. 

С целью подготовки к анализу вопроса о существовании пока
же м, что векторы GiO должны r,ooTEeTcTBoBaTb центральной конфи
гурации заданных масс mi. Этот результат, учитывая § 355 и (1) 
§ 370, можно сформулировать и так, что если решение ~; = Gi (t) 
задачи n тел m; является гомографическим, то m; должны образо
вывать при любом t центральную конфигурацию. 

Если решение плоское, то будем выбирать lIнорциальную си
стему I\Оординат G всегда Tal{, что траеliТОРИИ лежат n DЛОСНОСТI! 
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6Ш = о. Через <р' = <р' (t) ~ о будем обозначать угловую ско
рость вращающейся плоскости (х!, хН), причем х = Q-16. Если 
решение неплоское, то пусть qJ' (t) = о. Тогда, как было покааано 
11 конце § 371, все формулы, приведенные в §§ 370-371, спра
недливы в обоих случаях. Таким образом, если постоянные тО, 
hO, СО определяются по формулам 

иО 
тО=-- (201) 

/0 ' 

С 
СО = - (иО > о /0> о) /0 ' , (20з) 

Т() согласно (13) и (82) 
1 mU 

2(r'2 + r2qJ'2) - -r- = hU, 

Мр' =' ICOI. 
Так как из (201) - (202) видно, что (10) можно записать в виде 

тО 
r'2 = - rr" + - + 2ho, 

r 

']0 в соответствии с (211) 

поскольку 

и 

тО 
r" - rqJ'2 = - il' rqJ" + 2r'qJ' = О, 

rqJ" + 2r'<p' = (r2qJ'y 
r 

Ар' = const в силу (212). 

Так как а; в (61) были определены соотношениями 
о 

mjai= и-;" , 

то 

(22) 

о 
а третьи компоненты 3-векторов ~;O, и 1;; обращаются в плоском 

случае в нуль. Вместе с тем в соответствии с (9) и (22) 3-матрица 
К будет дцагона.льноЙ, образованной элемеIIтамц -тО, -тО, 
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-тО + rЗЧJ'2, а <р' = О в неплоском случае. Следовательно, 

как в плоском, так и в неплоском случае. Таним образом, условие 

и~" = (Jmi6; , 

для центральной нонфигурации (§ 355) удовлетворяется ПрИ 
(J = _тО, если t =" to. Так нан начальный момент tO может быть 
llыбран произвольно, то доназатель.ство закончено. 

§ 376. Так нан в неплосном случае Ч" == О, то услоиил (1) § 370, 
характеризующие гомографичесное решение 6; = 6i(t), можно за
писать не тольно в плосном, но И В пространственном случае 

в виде 

где 

r = r (t), 
(

COS q> 

Q = Q(t) = Si~q> 
- sin q> 

соа q> 

О 

О)" О • 
1 

(23) 

Следовательно, наждое гомографическое решение определяетсн 
пачальными положениями 5iO и парой функций r(t), <р (t), кото
рые можно подвергнуть в силу (21) - (22) И (212) тривиальной 
нормализации 

го = 1 (г = r(t) > О), 
qJ0 = О, 

q>'o ~ о. 

(241) 

(242) 

(24з) 

Свuйства этой пары ФУННЦИИ можно описать непосредственно сле
дующим образом. 

Будем рассматривать г, qJ нак полярные ноординаты на Дel{ар
товой плоскости (х, у). Финсируем далее произвольно положи
трльное ЧИСЛО тО и рассмотрим динамическую систему с двумя 
степенями свободы с лагранжевой фуннцией 

1 тО 
L - _(х'2 + '2) + ___ _ 

- 2 У (х2 + у2) '/, (25) 

или 

1 тО 
L = т(г/2 + r2<p/2) + -г-. 
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Лагранжевы уравнения [L]:I: = О, [L]y = О запишутся в виде 

11 О Х 
Х =-т--, 

rЗ 

11 О У 
у=-т--, 

rЗ 

и они допусн:ают вместе с интегралом анергии 

1 т,nO 
_(х'2 + у'2) - - = const 
2 r 

также интеграл 

ху' - ух' = const. 

Однако, поскольку х = r cos Ч', у = r sin <р, эти интегралы совпа
дают с (21д - (212)' где hO = const, I со I =, const. Вместе с тем 
ив (251) видно, что лагранжевы уравнения в полярных координа
тах [L]r = О, [L]<p = О (см. § 95) совпадают именно с ураине
ниями (22). 

Наконец, сравнивая (25) с формулами н § 241, ви,Цим, 
что уравнения (25) описывают движение материальной точки еди
ничной массы на плоскости (х, у) в статическом силовом поле, при
чем последнее можно рассматривать как поле, создаваемое матери

альной точкой с массой тО, покоящейся в начале координат (х, у) = 
= (О, О), притягивающей Движущуюся точку по закону Ньютона, 
но само непритягиваемое ею. Другими словами, проблема определе
ния пары функций r(t), qJ(t) совпадает с проблемой интегрирования 
лагранжевых уравнений (22) или уравнений [L] х = О, [L Jy = О, 
т. е. совпадает, если положить т,n0 = 1, с проблемой, paccMoTpj:!lI
Ной в §§ 241-273. 

§ 377. Теперь нетрудно приступить к построению гомографиче
сних решений. Действительно, мы покажем, что решение ~i = 
= ~i (t) задачи n тел с заданными массами т,ni является гомогра
фическим тогда и только тогда, когда существуют две функции 
r(t), q>(t) и n начальных позиционных векторов ~iO, с помощью 
которых функции ~t (t), ... , ~n (t) представимы в виде (23), 
(241) - (242). При атом можно выбрать в качестве r =, r(t), Ч' = 
= Ч' (t) любое решение лагранжевых уравнений (22), удовлетво
ряющее условиям (241) - (242), а векторы ~10, ••• , 5nО 

- соответ
ствующими какой-либо центральной конфигурации масс тl,.: . 
. . . , тn • Разумеется, постоянная т,n0 в (22) должна быть выражена 
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через mi и 6iO в соответствии с (201) - (202) по формулам 

. JO 
mО=.

ИО ' 

/0 = ~ mi 16iO 1 а, 
mjmk 

ио 
= ~ 16~ - 6~ 1 

в § 376 было уже доказано, что если решение 6i = 6i (t) яв
ляется гомографическим, то функции r(t), qJ (t) должны удовлет
ворять уравнениям (22), а в § 375 было доказано, что тогда век
торы ~10, •.• ,6nО определяют центральную конфигурацию масс 
1n1,. ", m n . 

Для доказательства того, что эти необходимые условия явля
ются также и достаточными, требуется лишь показать, что если 
эти условия удовлетворяются, то функции 6t(t), ... , 6n(t), опре
деляемые согласно (23), являются решениями задачи n тел. Дей
ствительно, очевидно, что если функции 6i (t) имеют вид (23), то 
эти функции или представляют некоторое гомографическое реше
ние, или же вовсе не являются решением задачи n тел. Однако 
условия, налагаемые на 6iO, таковы, что существует скаляр а, для 
FOToporo 

т. е. что а обязательно равно (см. § 355) 

ИО 

a=-~. 

Таким образом, В силу (26д 
О о 

и~. = - mOmi6i. , 

Так как (3з) иытекает из (23), то уравнения движения 

mi6;' = И;. 
I 

сводятся R следующим: 

Следовательно, остается лишь ПОl\азатъ, что последние уравнения 
обращаются в тождество по t в силу (23) и (22). 
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с этоiI целью предположим, что r =. r (t), (jJ = (jJ (t) - некото
рая заданная пара функций, имеющих непрерывные вторые про
изводные. 

Пусть Q = Q (t) определяется с помощью (jJ = (jJ (t) как 3-ма т
рица, выражаемая согласно (23~). Наконец, пусть 3-матрица 
К = K(t) определяется с помощью r =. r(t), (jJ = qJ (t) ПО форму
.ТJC (9). Тогда путем непосредственного дифференцирования и ум
ножения матриц лешо показать, что произведение r2Q-1 на (rQ)" 
совпадает с К. Так нан из (23) вытенает, что 

s;' = (rQ)"s~, 
'1"0 соотношение 

" О r2Q-1Si = KSi 
представляет собой тождество (по t). Следовательно, остается 
лишь поназать, что соотношение 

О О KS i = -mО~i 
представляет собой тождество по t в силу (22). Однано в справед
ливости этого фанта мы убедилисъ еще в конце § 375, так наI< 

. u u -1 О 
рассмотренныи там постоянны и вектор mj U~. совпадает, как 

1 

было прназано, с постоянным вентором -m05iО. Этим самым за
вершается доказательство утверждения, сформулированного в На
чале этого параграфа. 

§ 377а. Таним образом, для того чтобы решение задачи n тел 
было гомографическим, не только необходимо (см. § 375), но, как 
видно из доказательства, приведенного в § 377, также и достаточ
но, чтобы тела mi образовывали при любых t одну и ту же цент
ральную конфигурацию. 

§ 378. Все гомографичеСI<ие решения при заданных массах mi 
можно теперь построить следующим образом. 

Выберем произвольную центральную конфигурацию 510, ... , SnO 
масс m1, ... , m n и определим три положительных числа по фор
мулам (261) - (26з). Тан как векторы ~510, ... , ~6nO определяют 
при любом ~ > о ту же самую центральную конфигурацию, что 
и 61°, ... , 6nО *), и СООТDетствуют согласно (262) - (26з) числам 

*) в указанном в конце § 355 смысле. Заметим, что если существует 
IiОНТИНУУМ: различных центральных конфигураций для заданных масс (си. 
§ 365), то могло бы случиться, что расположение масс в некотором решении 
отвечает при люuом t центральной конфигурации, но такое решение не яв
ляется гшшграфltческим, так как эта конфигурация изменяется вместе с t. 
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~ЧО и ~-1UO, то, учитывая (261)' можно предположить, что данная 
центральная IюнФигурация именно такая, которая удоnлетворяет 
условию тО = 1, указанному в конце § 376. Тогда решения 

x=x(t), y=y(t) (27) 
или 

r = r(t), qJ=qJ(t) 

лагранжевых уравнений (22), соответствующих фУНКЦИИ Лагран
жа (25), совпадают с теми, которые рассматривалисьв § 241. 

Выберем для решения этих уравнений четыре начальные зна
чения ТJ, qJ0, гО, qJ'O, задаваемые при t =. tO таким образом, что т'J, 
'11:/ и знак qJ'O определяются согласно (241) - (24з). Тогда, полагая 
t = tO и используя интегралы (211) - (212) уравнений (22) при 
тО = 1, получим, что гО и qJ'O определяются из формул 

~ (г'О)2 + ~ (qJ'O) 2 - 1 = hO, 

ljJ'o = /СО/, 
I'Ae hO и 'СО/ равны (в указанном в § 241 смысле) энергии и ки
нетическому моменту для траектории (27) на плоскости' (х, у). 
Таким образом, постоянные hO, / со /, определяемые согласно 
(281) - (282), совпадают с постоянными, обозначавmимися в 
§ 241 через h, с, причем с можно выбирать без потери общности 
так (см. § 242), что с = Ic I ;;::: о. Поскольку начальные значения 
г'О, <р'О;;::: О можно выбирать произвольно, то из (281) - (282) вид
НО, что при I со / ;;::: о возможны все три случая: hO > о, hO < О 
или hO = О. 

Из изложенного в § 242 видно, что если постоянная (28z) вы
npaHa равной нулю, то тогда (и только тогда) траеI{ТОрИЯ (27) на 
плоскости (х, у) есть прямая (соответствующая вырожденному 
гиперболическому, параболическому или эллиптическому движе
нию в зависимости от того, имеем мы hO > о, hO = О ИЛИ h lJ < О). 
Если же постоянная (282) отлична от нуля, то траектория (27) 
представляет собой ветnь гиперболы, параболы или эллипс в зави
симости от выбора hO;;; О. Наконец, результаты, изложенные fi 

§ 377, гарантируют, что во всех шести случаях I СО / ;;::: О, h O ~ О 
подстановка (27) в (23) дает нам гомографическое решение ~; = 
= ~(t) уравнений 

mi~;' = и, 
i 

задачи n тел т1, ... ,тn • В соответствии с (20z) постоянная энер
гия h для этого решения имеет тот же знак, что и постоянная 
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энергии (281)' Сравнение же (20з) с (i) § 370а показывает, что 
решение будет гомотетическим тогда и только тогда, когда посто
янная (282) равна нулю. 

Отсюда вытекает, в частности, что для каждой центральной 
Rонфигурации масс ml, . .. ,mn существуют гомотетические реше
ния с всевозможными значеНИЯ\fИ h ~ О. Заметим, что для суще
ствования при любых m1, ... , m n прямой li, сохраняющей неиз
менное положение по отношению I{ инерциальной системе ноор
динат 5, и на которой находятся при любом t все массы lni, т. е. 
для гомотетичности гомографического решения (23)., необходимо 
и достаточно в силу (212) И (i) § 370а, чтобы траектория (27) на 
плоскости (х, у) была нрямолинеЙноЙ. Вместе с тем заметим, что 
для прямолинейности последней траектории не необходимо (хотя, 
Iюнечно, доста точно) , чтобы траектория каждого тела mi в от
дельности была прямолинейной. Действительно, можно выбрать 
постоянную (282) отличной от нуля и тогда, когда данная цент
ральная конфигурация 61°"'" 6nО коллинеарна в указанном в 
§ 355 смысле. Возможность построения простейшего такого при
мера вытекает из излагаемого ниже в § 378а. 

С другой стороны, траектория (27) достигнет на плоскости 
(х, у) начала координат r = О при некотором t тогда и только 
тогда, когда ностоянная (282) равна нулю. Поэтому из (23) выте
кает для гомографического решения отсутствие инвариантной 
плоскости, т. е. условие С = О является не только необходимым 
(см. § 335), но достаточным условием для одновременного столк
новения всех n тел. Конечно, интересный результат, изложенный 
в §§ 363-364, является в этом частном случае одновременного 
столкновения тривиальным. В этом случае не возникает также 
проблема, упоминавшаяся в § 368. 

Наконец, пусть постоянная (2~) выбрана отличной от нуля. 
Тогда <р' Ф о в силу (212), так что гомографическое решение (23) 
является в силу изложенного в § 371 обязательно плоским. В част
ности, тогда центральная конфигурация 61°, ... , 6nО является ком
планарной в указанном в § 355 смысле, причем не исключены 
l';оллинеарные конфигурации. Так как ICOI *' о, то из (4) § 241 
нытекает, что траектория (27) на плоскости (х, у) является эл
липсом или гиперболой с большой осью 

u эксцентриситетом 

1 
2а= --:е:О 

hO 

e=(1+2hOICOI2)~ 1, 

t\('.ЛИ hO ~ О. Если же hO = О, то эта траектория представляет со
бой параболу с параметром р = 1 СО 12 *' О. Во всех трех случаях 
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фокус находится в начале координат (х, у) = (О, О). Так как r'O, 
q::'O (> О) могут быть выбраны в (281) - (282) произвольно, то И 
h.O, ,СО, (> О), а вместе с тем и 2a(=i= О), e(=i= 1) или p(=i= О) 
могут быть также произвольными. Подстановка же (27) в (23) по
казьmает, что во всех трех случаях hO > О, hO = О, hO < О все n тел 

движутся по компланарным и по

добным коническим сечениям, рас
положенным в плоскости (6I , 6II) 
барицентрической инерциальной 
системы координат и имею

щим общий фокус в начале коор
динат. Рис. 13 иллюстрирует этот 
результат для случая треугольной 
цен'гральной нонфигурации в зада
че трех тел тl, m2, тз при hO < О 

т2 171з (см. § 367). 
Все n коничесних сечений бу-

тз дут окружностями тогда и только 

Рис. 13. тогда, ногда е = О, т. е. когда 
1 + hO' СО 12 = О. Это условие эн-

. вивалентпо в силу (28д - (2~) ус-
ловию гО = О или же (ПOI\скольку tO можно выбрать произвольно) 
r' (t) = О. Другими словами, плосное гомографичесное решение 
(23) удовлетворяет условию r(t) = const, харантеризующему ре
шение относительного равновесия, тогда и только тогда, когда все 

n траекторий в инерциальной плоскости (61, ~П) суть концентри
ческие окружности вокруг центра масс ~ = О. Однако, как мы ви
дели выше, постоянные hO и ,со, могут быть выбраны произволь
но для любого гомографического, но не гомотетического решения, 
так что условие 1 + hO I СО 12 = О может быть удовлетворено в слу
чае любой компланарной центральной конфигурации. Кроме того, 
все решения относительного равновесия являются в силу (П) 
§ 370а плоскими. Следовательно, любой компланарпой и неком
планарной конфигурации соответствует некоторое решение отно
сительного равновесия. 

§ 378а. Изложенные выше результаты применимы, в чаСТНОСТII, 
Ii любому решению задачи двух тел. Действительно, конфигура
ция, образованная двумя произвольными массами, всегда пред
етавляет собой согласно изложенному в § 359 центральную кон
фигурацию. Поэтому в соответствии с § 377а любое решение 
61 = ~! и), ~ =. ~2 (t) задачи двух тел является гомотетическим. 
По существу этот результат вытекает также из барицентрическо
ПI условия ml~f + m262 = О. Тот факт, что любое решение задачи 
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;l;BYX тел lIlJ.iIяется плоским, вытекает не TOJIЬKO из § 257 И (13) 
§ 343, но также из § 329 (и, наконец, из (ii) § 371). 

§ 379. Рассмотрим плоскую задачу n тел безотносительно к ка
ким-либо гомотетическим решениям. Лагранжева функция L = 
= т + u в этой задаче имеет вид 

1 "" '2'2 • mjmh. L=-2 LJ mi(6i +1']i)+ ~ _. __ .~ 
Pjk 

тде 

:и через 6, 1] обозпачены для простоты компоненты 61, ~Il 3-вю\тора 
(SI, sII, 6III ) = (61, 6II , О) В барицентрической системе координат. 
Ilаряду с барицентрической инерциальной координатной плоеко
С1ЬЮ (6, 1]) рассмотрим барицентрическую неинерциальную плос
кость (Х, у), вращающуюся вокруг общего начала снекоторой 
постоянной угловой скоростью u>, так что 

6i = Х; cos u>t - У; sin wt, }' 
1]i = Х; sin wt + У; cos wt, 

если начало отсчета времени t выбрано так, что (Х, у) 
при t = О. На основании (30) легко уетановить, что 

'2 '2' I 

6i + 1]; = (Х; - WYi)2 + (у; + U> Xi)2, 

Pjh. = (Xj - хn)2 + (Yj - Уп)2. 

(30) 

Подставляя (311) - (312) В (291) И составляя лагранжевые про-
1If3ROдные, сразу найдем, что уравнения движении [L]x = О, 
[L]lIl = О во вращающейся системе координат (Х, у) имеют вид 

где 

m; (х/' - 2ыу/ - ы2х;) = и~ ,) 
m; (У/' + 2ых/ - w2Yi) = U у'" .J 

• m·mп и= ~ __ 3 __ 

Pjh 

(32) 

выражается соглаено (312). 
Так ка!, все выписанные формулы еправедливы при любом 

с.) = const, то из (11) § 370а вытекает, что решение 6; = 6; (t), 
1']; = 1']; (t) отноеительного равновесия характеризуется сущест
вованием соответствующего значения ы = const такого, при 

24 А. Уинтнер 
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котором уравнения (32) имеют решение вида 
о о 

Х; (t) = Х; , У; (t) = У; , 

где XiO, YiO - соответствующие скалярные постоянные, удовлетво
ряющие барицентричес.ким условиям (332). 

Подстановка (331) в (32) приводит к соотношениям 

n, 

~ 
11.=1 

о о 

X;-X/I. 
m,,-оз--, 

Р ik 

n , о О 

• О ~ У; - УК 
(I)~Y·; = mk----

О з ' 
/;=1 Pik (34) 

где штрих означает, что k =1= i. Поэтому из последнего замечания 
§ 378 вытекает, что задача об определении всех совокупностей 
2n + 1 констант XiO, YiO, (1), удовлетворяющих 2n -+ 2 условиям 
(34), (332), эквивалентна задаче о выделении всех компланарных 
центральных конфигураций заданных масс m; (см. § 360). 

Из (34), (332) видно, что если (331) есть решение относитель-
1101'0 равновесия для заданных масс mi, соответствующее СIЮрОСТИ 
(1), то 

О 
Х; = PXi, 

о 

У; = РУ; 

есть таюке решение для тех же масс m; и угловой скорости (1) при 
любом положительном числе р (это согласуется с замечанием, 
сделанным в конце § 315). Оказывается, что это произвольное 
изменение линейных размеров вместе с возможным переходом от 
t к +t + const исчерпывает все решения относительного равно
lJССИЯ, соответствующие одной и той же центральной конфигура
ции масс т; (см. в конце § 355). Действительно, согласно изло
шенному в конце § 378 необходимо удовлетворить условию 
1 + 2holcol 2 = О, TaI{ что отношение hO: ICOI-2 определяется од
нозначно. Знак (1) может быть выбран, .конечно, произвольно, тю{ 
.как замена (1) на -(1) эквивалентна в силу (30) переходу от t 
R -t. 

§ 380. Вычислим для иллюстрации угловую скорость решений 
относительного равновесия в задаче трех тел. 

В l{оллинеарном случае задачи n тел можно выбрать ось Х вра
щающейся системы координат (Х, У) так, что все YiD = о. Пред-
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положим дополнительно, что XiD < Х?+1 • Тогда формулы (34) сво
дятся к СJlедующим: 

(35) 

так кап: 

о о о о 
Xi - Xh = + I Xi - Xk I = +ОРi1< 

при i ~ k. Разумеется, первая сумма в правой чаети (35) равна 
нулю при i = О, а вторая сумма при i = n. Таким образом, при 
n = 3 получим из (35), что w2XIO, Ю2Х20, ю2хзО равны 

т2 тз тз тl тl т2 
- -0-2 - - -0-2-' - -0-20 - +'-0-2-' + -0-2- + 0-2-

Р 12 Р 13 Р 2з . Р 12 Р 13. Р23 

соответственно. Если составить две линейные комбинации 

ю2 (xg - X~ ) = ... , ю2 (x~ - xg ) = ... 
этих трех условий и учесть равенства 

О о о о 
Х2 - Х! = °P2f, Хз - Х2 = Ор2З, ОРIЗ = ОР12 + ОР2З, 

то придем к выводу, что достаточно определить три положитель

ных числа ОР12, ОР23, ю2, удовлетворяющих двум условиям 

о 2 _ тl + т? + тз тз 
Р12Ю - - Op~2 (ОРI2 + ОР2з)2 - ОР~з ' 

mз+т2 тl m1 
ОР2зю2 = + --- - --. 

Ор2 (ОРI2 + ОР2З) 2 Ор:!. 
2з ~ 

(36) 

Действительно, если ОРи и ОР23 известны, то xjO, Х20, ХзО найдут-
ся единственным образом из барицентрического условия 
!miXiO = О. 

Определив матрицу (O-pq) второго порядка по формуле 

(37) 

24* 
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можно переписать (36) в виде 

ОР12ан = ОР2Зt'J12, °Р12а21 = ОР2З(J22. 

Так как °РI2, ОР2З положительны, то определитель (37) равен нулю 
п, кроме того, (111, (122 имеют тот же знак, что и (112, (121 соответст

венно. Однако (112, (121 отрицательны, поскольку множители при 
тз, m1 в (37) положительны. Следовательно, 

(1pq < о (р = 1,2; q = 1,2), 

Наконец, полагая 

11 выражая затем определитель (37) с помощью р и л, сразу УБII
дим, что (382) можно записать в виде 

(39) 

причем л = л (тl, т2, тз) - единственный положительный ко
рень уравнения (11) § 358. Фактически можно прийти к (39) и 
независимо от (11) § 358, если сложить два соотношения (36) 
и учесть, что 

и 

ОРI2=-Р--
1 +л ' 

о рл 
Р2З=·---· 

1+л 

в оставшемся решении относительного равновесия в задаче трех 
тел конфигурация представляет- собой равносторонний треуголь
ник (см. § 359). Следовательно, из (332) и (34) легко установить 
(полагая n = 3), что 

(j)2р З = m1 + m2 + тз, (40) 
где 

в обоих случаях (39), (40) угловая СIЮрОСТЬ +ы обратно про
порциональна степени -3/2 линейных размеров. 

§ 381. Очевидно, что решение (30) относительного равновесия 
характеризуется тем фактом, что (331) является для уравпепий 
(32) точкой равновесия в указанном в § 83 смысле. Поэтому из 
изложенного в § 89 следует, что если через щ, Vi, u/, и/ обо
значаются смещения (см. § 86) для решения. (331) системы 
(32), то соответствующие уравнения Якоби (см. § 86) обладают 



§§ 375-382. ГОМОГРАФИЧЕСНИЕ РЕШЕНИЯ 

постоянными коэффициентами, т. е. имеют вид 

4n 

Z; = ~ ajlZ/, 

[=1 

j= 1, ... ,4n, 

373 

( 41) 

где А = (аjl) - постоянная 4n-матрица, а через Zt, •. • ,Z4n обоз
начены 4n смещений Ui, Vi, u/, V/ (i = 1, ... , n). 

Значения постоянных коэффициентов ajl могут быть найдены 
на основании того факта, что уравнения (41) предотавляют собой 
не что иное, KaI{ линейную лагранжеву систему 

[L]u .= О, [L]v. = О, i = 1, ... , 2n, 
t , (42) 

в которой функция Лагранжа есть квадратичная форма с посто
янными Rоэффициентами. ДеЙ.ствительно, применяя I{ (291)- (331) 
правило, изложенное в § 101, получим 

1"", , 
L=T""'-i mi{(ui-U:JV~)2+(Vi+WUi)2} + 

где 

- постоянные, полученные при подстановке ПОСТОfТнных (33д во 
I1торые частные производные функции 

• mimk 
U = и(ХI"", Уn) =:;;O~~ --.' 

Pik 

Конечно, непосредственные операции дифференцироиания и под
с.тановки, необходимые для нахождения элементов матрицы 
А = (а.н) , достаточно утомительны. 

Если матрица А составлена, то уравнение 

det(sE-А)= О 

(см. § 89), имеющее здесь степень 4n, определяет характеристи
ческие показатели s. Анализ вопроса о том, все или не все из 4n 
характеристических показателей s принадлежат согласно опреде
Jrению в § 89 1, устойчивому типу, еще более утомителен, чем вы
числение матрицы А, тю, "а}; для этого надо установить, будут 
или не будут все корни уравнения dret (.'iE - А) = о '!Исто МПlf
r.rЫЩ'I (вкл;ючая О). 
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§ 382. Пусть, n частности, n = 3, так что имеют место два слу
чая, рассмотренные в § 380. Выберем единицу длины тан, что 
р = 1 в обоих случаях (39), (40), и положим для сонращения 

v2 = -а12 - а21, 

27 (т1т2 + тzтз + тзт1) 
~,2 = _---'-_________ --'--

4(т1 + т2 + тз) 2 

D случае ноллинеарной и треугольной нонфигурации соответствен
но, причем apQ определяются в соответствии с (37). Из (381) И 
(441) - (442) видно, что ,,2 > О В обоих случаях. 

Выполняя элементарные вычисления, уназанные в § 381, 
найдем, что уравнение 

det(sE - А) = О 

степени 4n = 12 имеет в обоих случаях восемь тривиальных кор
пей устойчивого типа s = +т)'-1, причем т принимает только 
,'ша значения: т = {j) или т = О, а остающиеся четыре харантери
стичесних поназателя s являются норнями уравнения 

или 

n коллинеарном и треугольном случаях соответственно. 
Таким образом, ответ на вопрос, все или не все харантеристи

ческие поназатели принадлежат !{ устойчивому типу (в указанном 
n § 89 смысле), в этих двух случаях различен, ПОСRОЛЬНУ: 

1) в ноллинеарном случае нельзя в'ыбрать значения всех трех 
масс так, что все хараRтеристичеСRие поназатели будут устойчи
вого типа, 

11) в треугольном случае все характеристичеСRие пока
затели будут устойчивого типа тогда и только тогда, ногда 
одно из трех тел имеет массу, составляющую по крайней мере 

100 ( ~ + ~ 12) процентов общей массы т1 + т2 + тз (этот пре
дельный процент весьма велик и несколько превыmает 96 % ) . 

Действительно, уравнение (45t ) является квадратным относи
тельно S2 и имеет отрицательный свободный член, тан что один 
из его двух Rорней (для s2) отрицательныи, а другой положитель
ный. Следовательно, два из четырех корней s уравнения (451) 
'.!Исто мнимые, а два - вещественные, из ноторых один положи

тельный, а другой отрицательный. Таким образом, два характе
ристических ПОI,азате.ТIЯ s не принадлежат R устойчивому типу. 

двзаJJиСИIlIО от значеНlIЙ масс m1, т2, т~. 
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С другой стороны, два корня квадратного уравнения (452) для 
s2 равны 

Следовательно, все четыре корня s этого уравнения будут чисто 
мнимыми и различными всегда при 4v2 < 1, но совпадают парами 
при 4v2 -+ О И имеют при 4v2 > 1 вид +а ± ~Y-1, где а, ~ - по
ложительные числа. Поэтому все характеристи:чесние числа s при
надлежат н устойчивому типу тогда и только тогда, ногда 4v2 ~ 1. 
С помощью же (442) легко установить, что неравенство 4v2 ~ 1 
эквивалентно условию, уназанному выше в (II). 

§ 382а. В !<ачестве другого примера рассмотрим (см. (iii) § 360) 
центральную нонфигурацию таную, что n - 1 тел mj, ... , mп-I 
находятся в углах правильного (n - 1)-угольнина и имеют все 
С'динановую массу, равную т, а тело mп находится в центре этого 

(n - 1)-УГОЛЬНlша и имеет массу mп = 1. Общая масса всех тел 
равна 

~m; = m(n-1)+1. 

Мансвелл в своей теории кольца Сатурна пона:шл *), что решение 
относительного равновесия, соответствующее этой центральной 
J<:онфигурации, имеет харантеристи:ческие поназатели, принадле
жащие все н устойчивому типу, по крайней мере тогда, когда 
т < 2/ n2• Заметим, что при этом условии nm -+ О, если mп фик
сировано и n -+ 00, тан что вся масса n - 1 тел (равная т (n - 1.) ) , 
образующих (шольцо», тем меньше, чем больше n. 

ИСКЛЮЧЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЦЕНТРА МАСС 

§ 383. Инвариантное соотношение ~mi;i = О для уравнений дви
жения в барицентричесной системе координат 

" mj;i = и; . 
! 

()ыло в § 341 иснлючено благодаря введению n - 1 гелиоцентри
ческих позиционных векторов Xj, так что 

Х; = ;; - ;п, (11) 

и, k = 1, ... ,n -- 1). 

*) Фаптичеспи Максвелл предполагал, что m n занимает фипсированное 
положение, Т. о. пренrброгал действием «пальца') (mt, ... , mn_t) па 
_CaТYP1l"1> m n, 
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еыражения для l' и и были получены следующие (см. (5) - (6) 
S Ь41)' 

l'де /l = L.m, и 

1;+= (3) 
з=1 

Мы имеем также (см. (102) и (91) § 341), что 

О 2 (~O mjxj у 
1 = ~ lnзХ] - , 

/l 

О ,( L
O 

mjxj )х (~Оmзх~) 
~ lnj(Xj Х Х] )-- = с. (42)" 

f.I. 
Наконец, уравнения Лагранжа [L]:rj = О имеют вид (см. (111) ~ 
(112) § 342) 

где 

причем штрих в последней сумме означает, что k =1= j. 
Представим теперь эти уравнения в гамильтоновой форме. 

С этой целью заметим сначала, что выражение (61) § 34'1, где 

т = т (Х/, ... ,X~-l , Хn '), получено с помощью неособого линейного 
Jlреобразования выражения 1/2'i.m;~/2, и поэтому (61) представляет 

пс,ложительно определенную форму переменных х/ , ... , x~_,. 
Следовательно, из (61) - (~) § 341 видно, что I\вадратичная фор
ма (21) настоящего параграфа является положительно опреде
ленной. Другими словами, условие (21) § 155 удовлетворяется, 
а поэтому к лагранжевой функции L =. Т + и, определяемой n 
с()отвртствип с (21) - (22) настоящего параграфа, применимы ре-
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зультаты, изложенные в § 158. Следовательно, если У1, ... , yn-t-
3-вен:торы, компоненты которых наноничесн:и сопряжены с компо
нентами гелиоцентричеСI{ИХ 3-векторов Х1, ••• , Хn-l, то гамиль
тонову функцию, соответствующую лагранжевой функции L = 
=. т + и, мы получим, выражая Т в формуле Н = Т - и, с по
мищью переменных У; = L.r: '~.' Чтобы провести эти вьшладки, за-
метим сначала, что 

Действительно, 

mг1Уj = х/ - J.L-l~Оmkхk, 

mзх/ = У; + m n -lmj~ОУk. 

так что (61) вытекает из (21). С другой стороны, (62) получается 
(.бращением линейного преобразования (61) переменных Хl', 
•.. , X~_l В Уl, ... , Уn-l. Н такому выводу придем, если вычислим 
сначала ~Oyj на основании (61) и заметим, что выражение для 
~l = ~m; можно записать в соответствии с (3) в виде 

J.L= mn+~Omj. 

Таким образом, соотношение (62) удовлетворяется тождественно 
в силу (61). Подстановка же (62) в (21), (42) показывает, что 

1 О -1 2 1 (~O У j У 
т = -2 ~ m; У; + 2 ' (71) m71 

а 

~ Xj Х У; =С. 

§ 384. В соответствии с изложенным выше гелиоцентрические 
лагранжевы уравнения (51) n гаМИЛЬТОIIОВОЙ форме имеют вид 

, , 
У;= -Нх ., х;=Ну ., 

J J 
(8) 

где функция Н = Т - и определяется согласно (71), (22), (12). 
Вместе с тем гамильтонова форма барицептричеСIНlХ инерци

D.JibHblX лагранжевых уравнений (5) § 314 следующая (см. § 320): 

1]'. = -Н. 
l ь i' 

где 
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If 

I 
1]; = miSi , (92) 

причем (92) вытекает из (91), так что в соответствии с (4 j ) - (4з) 
§ 322 

~miGi = О, 

}:;'YJ; = О, 

Д;; Х 'YJi = С. 

Заметим, что j и i в (8) и (91) принимают значения от 1 до n -- 1 
и от 1 до n соответственно и что (10д - (102) представляют со
бой инвариантную систему для (91). Цель перехода от уравнений 
(91) с 3n степенями свободы 1< уравнениям (8) с 3(n - 1) степе
нями свободы и занлючается в исключении барицентрических 
условий (10t)-(102). 

Тан кан 

то из (11) И (3) видно, что 
о I 

~ mjxf = -!lsn. 
Поэтому из (61) вытекает, что 

-1 I I 
mj Yj= Xj + 6n. 

Следовательно, 'YJj = Yj в силу (11) И (92)' так что гелиоцентри
чесние импульсы совпадают с барицентрическими инерциальны
ми импульсами 1]j, j = 1, ... , n - 1. Вместе с тем гелиоцентри
ческие координаты Xj отличны при любом j от барицентрических 
инерциальных координат (если только тело mn не окажется рас
положенным в центре масс G = о всех n тел). Таким образом, 
очевидно, что связь между гелиоцентрическими импульсами У] и 

скоростями Х/ не может быть такой же, как между барицентриче
скими импульсами 1]j и скоростями S/. 

Фактически (92) и (62) показывают, что каждый из инерци
альных барицентрических импульсов пропорционален соответст
вующей СIЮрОСТИ, но что это несправедливо для гелиоцентриче

ских импульсов. Этот факт обычно интерпретируется следующим 
образом. Говорят, что хотя уравнение (91) принадлежит к оску
JJирующему типу, но уравнения (8), получаемые после иснлюче
ния инвариантной системы (101)-(102), не принадлежат к та
ному типу. Это же приводит I{ тому, что система (8) весьма не
удобна для практичесного использования в задачах, аналогичны:х; 
задаче о движении в солнечной СИСТЕ;}ме, 
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Кроме того, тот факт, что квадратичная форма (21) или (71)' 
представляющая кинетическую энергию :Q гелиоцентрических ко
ординатах, не имеет диагональной структуры, также может за
труднить теоретичеСlше исследования (см., в частности, §§ 415-
420). По этой причине мы заменим теперь гелиоцентрические ко
ординаты Xj их линейными комбинациями ~OajkXk, где неособен
пая постоянная (n - 1)-матрица (ajk) зависит от ml, ... , m n 

так, что импульсы, канонически сопряженные с координатами 

~OajkXk, становятся пропорциональными соответствующим скоро
стям ~OajkXk', а (21) или (71) преобразуются к диагональной 
форме. 

§ 385. Будем подразумевать под барицентрической цепочкой, со
ответствующей барицентрическим инерциальным позиционным 
лРкторам 61, ... , 6n тел ml, ... , mn, совокупность n - 1 3-век
торов 

j=1, ... ,n-1, (11) 

так что X j - позиционный вектор тела mНl относительно центра 
масс j тел m1, ... , mj. Если ввести обозначения 

j 

!J.j= ~mп 
п=1 

М'- mj+l!J.j 
J-

""Нl 

(!J.O = О), 

(МО = О), 

ТО связь между X j и гелиоцентрическими координатами Xj пред
ставляется парой обратных друг относительно друга линейных 
подстановок *) 

(131) 

n-2 

Xj = mj МнХн - ~ !J.;:lMkXk - Хn-1 , (132) 
k=j 

где j = 1, ... , n - 1. Действительно; с одной стороны, из (11) 
П (121) видно, чт() (131) эквивалентно (11). с другой стороны, из 

.) Разумеется, Xj+\ = О, ес.ТIИ j = n -1 (см. (8) § 341), и что первый 
'lЛен в правой части (132) отсутствует, если j = 1 (см. (122)). Наконец, веn 
IIравая "Часть в (132) равна нулю, если t = n - 1, 
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(13i ) С учетом (12() - (122) вытекает рекуррентная формула 
-1 

ХН! - Х; = Х; - т; М;-! X j - l . 

Полагая в ней j = n -- 1, n - 2, ... и складывая последователь
но получающиеся соотношения, легко приходим к обращению 
(132) подстановки (131). 

Иак легко установить, определите.ль линейной подстановки 
(131) равен (_1)n-1. 

Обозначим (n - 1)-матрицу линейной подстановки (132) че
рез (mjl,), так что в соответствии с обозначениями (31) 

Х; = !'Оm;"Х". 
В силу (132) И (121) - (122) коэффициенты mj" являютсл 

функциями одних лишь масс rn1, ... , m n , и они удовлетворяют, 
]Ш!{ легко проверить, тождествам 

где (ej") - единичная матрица и IL = m! + ... + mn . Подстав
ляя (132), т. е. 

Х; = !'Оm;"Х", 
II (41), (21), (42) И используя во всех трех случаях тождество 
( 14) , легко получим, что 

( 152) 

о 

~ MjX; Х Х; = С. 

§ 386. Покажем, что барицентрическая цепочка (131) представ
ляет собой n - 1 taJ-:ПХ линейных КОJllбинаций n - 1 гелиоцент
рических векторов X,i, что удовлетворяются требования, еформу
.пиров анны е в конце § 38~, 
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Действительно, подстановка (132), где постоянные коэффи
пиенты, зависящие от масс, определяются формулами (121)
(122), преобразует гелиоцентрическую лю'ранжеву функцию 
1. =, Т + и (см. (21) - (22), (12» В лагранжеву функцию 

L = Т(Х')+ и(х), 
которая выражается с помощью диагональной формы (152) И 
функции и, получаемой при подстановке (1Зz) в (12). Поэтому 
ИJ § 95 следует, что лагранжевы уравненил в переменных Х; 
имеют вид [LJXj = U или (в соответствии с (152» 

" . МзХ(= их з' (10) 

l'де и = и (Х) в силу (22), (12)' Однако, полагая МзХ/ =, УЗ, по
лучим на оснuвании (152) - (15з ), что 

1 о -1 2 
T=-~M; Yj , (171) 

2 

, 
У) = MjX j , 

n уравнения (16) приобретают капоничеСI\УЮ форму 

~3' = - Нх ., х' = Ну 
3 3 j' 

( 18) 

где 

1 о _1 2 
Н = Т - и = 2 2; М] Yj - и (Х). 

-Заметим, что (18), (17з ) отличаются от (91), (92) лишь тем, 
что n масс m] заменены на n -1 масс Мз, определенных согласно 
(12) - (122), а n барицентрических инерциальных координат Gj 
наменены на барицентрическую цепочку n - 1 координат X j • 

В то же время барицентрическая инвариантная для (91) система 
(Юд - (102) исключена, и число степеней свободы для уравнений 
(18) такое же, как и для (8), т. е. равно 3(n - 1). 

§ 387. Положим, например, n = 3. Тогда формулы (121) - (122) 
сводятся К следующим: 

(ml + mz)mз , 
М 2 = --'--------'---' 

ml+ m2+ mз 

mlХl + m2Х2 
ml+ m2 
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Подстановна (132), обратная по отношению 
быть записана в виде 

Х; = (-1)jvjХ1 - Х2, j = 1,2, 
'Уl m2 
-=- V1+V2= 1. 
'У2 ml 

Следовательно, (12) и (16) сводятся к 

к (192), 

Р12 = 'Х1 1, РjЗ = 'Х2 - (-1); 'VjX1 1, 
х; = Pj1Xl + Pj2X2, 

где 

~Oa; = а1 +а2 

может 

n соответствии с (31). Таким образом, согласно (15з) и (15t ) 

М! (Х1 Х X~) + М2 (Х2 Х х'2) = С, (231) 

2 2 
J = М1Х1 + М2Х2, (232) 

а в силу (22) И соотношения (71) § 315 

и __ mtm2 (m ! ~ ) 
---+mз --+-- , 

Р12 Р13 Р2З 

~J"= 2h+ U. 
2 

Нет необходимости говорить, что (212) - (22) совпадают в 
силу (191) - (211) С (152) - (16) § 343а. 

Применяя (101) и (11) к рассматриваемому случаю n = 3 и 
J!СПОЛъауя (202), увидим, что если решение Х1 =, Х1 (t), Х2 = 
= X2 (t) уравнений (212) известно, то соответствующее решение 
задачи трех тел в барицентрических инерциальных координатах 
~~ дается формулами 

SI = -V1X1 - f!-1mgХ2, S2 = 'У2Х! - f!-1mзХ2,} (25) 
6з = (1- fJ.-1m3)Х2 (fJ. = ~mi). 

Все три траектории S = 6i (t) тел mi, а также две траектории 
~ = Х; (t) гипотетических двух тел (191) рассматриваются как 
траектории в пространстве 6 = (6I , SII, 6III ). 
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§ 388. Можно говорить в этом смысле о тангснциаЛЬНОII плоско
сти для траектории Mj , j = 1, 2, проходлщей через центр масс 
при заданном t, т. е. о плоскости П/ в пространстве G, проходя
щей через G =, о и касающейся траектории М; при заданном t. 
'l'аким образом, П/ есть плоскость в пространстве G, имеющая 
:уравнение 

(Xj(t) Х Х; (t)) ·G= о. 

Разумеется, если 
Xj(t) Х X/(t) = о, 

то ПЛОСI\ОСТЬ П/ не существует. 
"Умножая (231) при заданном t на ПРОИЗllольное G, увидим, что 

с· G является линейной комбинацией двух произведений 

(Xj(t) Х X/(t))G, j = 1,2. 

Следовательно, липия пересечения двух плосrшстей П;' (если они 
пересекаются) , соответствующих одному и тому же t, лежит в 
неизменясмой ПЛОСI\ОСТИ с· G = о. Если П/, j = 1, 2, пересекают
ся, то решение Gi =Gi(t) не ЯВiIяется, конечно, в силу (25) плос
ким в указанном в § 324 смысле, так что в соответствии с § 326 
Elеизменяемая плоскость должна существовать. Следовательно, 
ностоянные интегрирования для решения Gi = Gi (t) задачи трех 
тел являются тю,ими, что для всех t, за исключением, может быть, 
изолированных значений t, 

1) обе плоскости П/ существуют; 
11) эти плоскости не параллельны одна другой, тю, что С =1= О 

п две плоскости П/ пересекаются вдоль прямой N', вращающей
ел *) вокруг центра масс и лежащей в неизменяемой плоскости. 

§ 388а. Остается выделить все те частные решения Gi = Gi (t) 
задачи трех тел, для которых условия (1) - (II) § 388 существо
вания прямой N/ не удовлетворяются. Из (25) видно, что усло
вие (1) не удовлетворяется в случае равнобедренных решений, 
;мссмотренных в § 346, а также в случае прямолинейных реше
ний (см. § 327). Аналогичным образом из (25) следует, что усло
вие (11) не удовлетворяется для любого плоского решения (см. 
§ 324) и также для пространственных равнобедренных решений 
(i) - (ii) § 346. Остается неизвестным, встречаются ли еще 

*) Прямая Nt не обязательно зависит фактически от е. В частности, 
весьма тр~'дной представляется проблема определения всех частных .реше
ний <lадаЧII трех TeJI, удовлетворяющих условиям (1) и (II) и обладающих 
фиксированной прямой Nt. Как можно судить по известным до сих пор 
данным, тание решения, ВОЗМОЖНО, не существуют. Эта проблема связана 
с вопросом, ПОЦНИl\lаеl\lЫl\l ниже в § 436. 
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другие отличные от равнобедренных неПЛОСRие 'шстные решения, 
для которых условие (II) не имеет места. 

Таким образом, прямая Nt не существует в случае любогu 
IlЛОСRОГО решения и в обоих случаях (i) - (ii) § 346 неПЛОСRОГО 
равнобедренного решения. Однако остается открытым вопрос о 
существовании еще других решений, для ноторых прямая Nt не 
существует. 

§ 389. Уравнения общей задачи трех тел в виде (212) весьма 
удобны при рассмотрении равнобедренных решений. В §§ 345-
347 эти решения были рассмотрены лишь n предположении, что 
Пi1 =. т2 *). в конце § 344 было упомянуто, что это предположе
ние является, по существу, следствием определения (см. § 344) 
равнобедренного решения **). в настоящее время имеется лишь 
одно доказательство этого фаRта, причем это доказательство 
слишком длинное, чтобы можно было его здесь воспроизвести. 
Вместе с тем самая идея доказательства достаточно простая. Дю! 
ее изложения рассмотрим некоторые вспомогательные соотно

шения. 

Предположим, что данное решение ;; = ~; и) задачи трех тел 
при произвольных массах m1, m2, тз таново, что РfЗ = (J2З при 

.любом t. Тогда, возводя обе части соотношения (211) в нвадрат, 
найдем 

2 2 
Р12= Х1 , 

j = 1,2. 

Нроме того, исходя из (22) и (202), (191)' получим, что 

(2U1) 

(262) 

(26з) 

т1+~ тз 1-1. 
РI1 = - ---з -, Р22 = - -з-' (271) 

P~2 Р 1З Р 13 

*) При ЭТОМ условии ФОРМУЛЫ (192) СВОДЯТСЯ к следующим: 
1 

Х1 = Х2 - XI, Х2 = - -(ХI + ~) 
2 

и совпадают с точностью до обозначений с подстановкой (201) § 345, на НО
торой И был основан анализ случая ml = m2 . 

.. *) Заметим, что это определение исключает в силу §§ 359, 377а случай 
треугольного (Jшгранжевого) решения, для которого все три lIIассы mi мо
гут быть различными. Заметим также, что Rоллинеарное гомографическое 
решение уд{)влетворяет условию РIЗ = Р2З лишь тогда, когда m1 = m2 (см. 
(12) § 358). 
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!"Де Jl = ml + m2 + тз. Положим IXjl = rj, j = 1, 2. Тогда 

" 2 Xj·Xj = pjjrj, 

тю, кю, В СИЛУ (212)' (272) 

(27з) 

Таким образом, в соответствии с (2) § 65, где а = Xj , Ь =,х;" 
.имеем 

·,Т. е. , 
(Х; Х Х; )2 

r2. 
1 

Тю, как в СИЛУ (27з) 

" Х; Х Х; = О, 
то , 

Х; Х Х; = A j , 

rде А; = const. Таким образом, 
2 

" . 2 АI 
'1Гl = РНГ1 + -2- , 

'
1 

.где 

рн =-
( f!. + VIV2r2 ) '1, " 

2 1 

m1 +m2+ mз 
Р22= -

( г2 + VtV2r2 ) 1/. 
2 1 

25 А. УИВТНeJI 
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(см. (27\) И (20\) - (26з), где .Xj2 = rj2). Наконец, подставляя 
(262)-(20з),'где Х}=,гЛ в (232)-(24 f ), увидим, что В силу 
(24:1.) 

где Mj , Vj определяются согласно (191), (202) при lt = const. 
Соотношения (281) - (282) представляют собой два обыкно

I:('ННЫХ дифференциальных уравнения, ноторые при заданных 
четырех начальных значениях rj (tO), г/ (tO), j = 1, 2, определяют 
обе функции rj(t), j = 1, 2, единственным образом. Однако эти 
функции должны удовлетворять таI\же уравнению (29), таи что 
пмеем фактичеСI\И не два, а три обыкновенных дифференциаль
ных уравнения (алгебраических) для двух фУНI\ЦИЙ г! (t), rz(t). 
n соответствии с этим основная идея ДОI\азательства, упомяну
того в начале параграфа, может бытr.. описана кратко следующим 
образом. 

АнаЛJIтические функции rf, Г2 переменной t, определяемые 
уравнениями (281) - (282), обладают в соответствии с этими урав
нениями особыми точнами в комплеI\СНОЙ области. Вместе с тем 
уравнение (29) также обусловливает наличие некоторых I\ОМП
леI\СНЫХ особых точек Эти особые точки, хотя и не сами фУНI\ЦИИ 
1'1 (t), Г2 (t), могут быть определены а priori с помощью соответст
вующих операций на основании теории аналитических функций. 
Но подробный анализ показывает, что особые точки функций 
/'1 (t), Г2 (t), соответствующие (281) - (282), не совпадают с теми, 
Боторые определяются согласно (29), лишь тогда, когда r:t2,= 
= ri- + VIV:?.r12 или m1 = m2. Так иак в первом случае соотноше
ния (262) - (26з), где X j2 = rj2, показывают, что Р12 = Р23 = РЗI, 
то, следовательно, m\ = m2, если толы\o мы не имеем дело с тре
угольным (лагранжевым) решением *). 

Конечно, было бы желательным построить доказательство, 
основанное на динамических, а не на фУНI\ционально'-теоретиче
СIШХ принципах. Однако весьма сомнительно, что таное доказа
тельство существует. Во всяном случае, данный результат весьма 
сильный и выглядит гораздо более глубоким, чем (ii) § 371 (не
смотря на § 374а). 

§ 389а. Аналогичная проблема возникает при любом n > 3. Дей
ствительно, если n > 3, то все известные компланарные (но не 
плоские) решения задачи n тел обладают свойством симметрии, 
<J.налогичным тому, которое присуще пространственным равнобед
ренным решениям (i) - (ii) § 346. Следовательно, ВОЗНИI\ает во-

*) C~f. предыдущее примечание. 
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прос о н () о б х О д И М О С Т И этих свойств симметрии для любых 
масс и конфигураций в случае коллинеарных, но не плоских ре
шений при n > 3. Эта проблема представляется весьма трудной. 
Возможно, что она связана с соображениями, аналогичными тем, 
l;OTOPblC были приведены в § 389. 

ИСКЛЮЧЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОГО МОМЕНТА 

§ 390. Обозначим череЗ6iV, rJiv , cv , v = 1, П, IП, компоненты 
3-векторов 6i, rJi, С И положим 

(30) 

где 

(а, ~, у) = (1, П, III), (П, 111, 1) (III, 1, II). 

Тогда интеграл (10з), выражающий постоянство кинетичесн:ого 
момента, уравнений (91) можно записать в виде трех скалярных 
интегралов 

ji'V = Cv *). 

Так IШI{ на основании (30) ЛСГliО устанопить, что 

(Fl!j Fa.) = F'Y 

(см. обозначение (19) § 20), то из § 92 вытекает, что гамилыо
пова система не может обладать лишь двумя из трех интегралов 
(30) **) и не обладать третьим интегралом. Тем не менее эти три 
интеграла являются независимыми в указанном в § 18 смысле, 
т. е. ни одна из трех функций Fv = Fv(rJ, 6) не является функ
цией f = f(Fa, FI!) двух других. Действительно, частное диффе
ренцирование показывает, что ЯIюбиан для трех фушщий (30) по 
отношению к трем переменным rJ1I, Т/2!, Т/2I1 не обращается тож
дественно в нуль. 

*) Представляет формальпый иптерес тот факт, что три компонента (30) 
кинеПi'leСКОГО момента ~Si Х Т]I могут быть выражены через ;JЛементы 
2n-матрицы (16) § 19 в виде трех скалярных произвеllений 

рУ = Y~·T У", 

где через 11. обuзначен 2n-вектор с компонентами fjlv, ... , Т]п", 6\', "', 6п'. 
**) Фактически ето вытекает из докавателъства (см. § 316), которое уста

навливает существование трех интегралов (30). Действительно, если дина
мичес:кая система n евклидовом трехмерном пространстве инвариантна по 
отношению к вращению во:круг двух координатных осей, то она инвариант
на и по отношению к вращению вокруг третьей координатной оси, так как 
любое вращение вокруг начала координат может быть разложено на вращо
uие вокруг двух перпендикулярных осей (см. (21) § 78). 

2S* 
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§ 391. Исключим ИЗ 6n-мерного пространства (1],5) область с 
меньшим числом измерений, в которых три фующии F"=]iV(1], 5) 
становятся зависимыми Е силу обращения в нуль всех трехстрочеч
ных ЯIюбианов. Припишем произвольные фиксированные значения 
постоянным компонентам С",} вектора кинетического момента 
(FI, РII, FШ) = ~5; х 1]; = С. Тогда мы получим (6n - 3) -мер
ную область, так что консервативная система (91) порядка 6n сво
дится к системе порядка 6n - 3. Фактически из теории пфаф
фианов следует, что эта консервативная система порядка 6n - 3 
эквивалентна системе порядка 6n - 4 = 2(3n - 2) и даже кон
сервативной гамильтоновой системе с 3n - 2 степенями свободы. 

§ 391а: Для того чтобы можно было получить последнюю систему 
н явном виде, представляется очевидным путь, на котором исполь

зуется идея, применявшаяся выше при исключении интегралов 

движения центра масс. В этой связи заметим, что, кю{ легко прове
рить, сумма n векторов mi5;, а следовательно, также и сумма n 
векторов m;5/ = 1]; обращаются тождественно в нуль в силу (11), 
где n - 1 векторов X j произвольны. Таким образом, возможность 
приведения системы (91) порядка 6n к системе (18) порядка 
6(n - 1) обусловлена тем, что 6 барицентрических условий (101)
(1~), представляющих собой инвариантную систему для уравне
ний (91), параметризуются с помощью 6 (n - 1) фазовых перемен
лых так, что они превращаются в тождества. В соответствии с ЭТИl\{ 
основной путь при редукции, указанной в § 391, это введение под· 
ходящих новых фазовых переменных, с помощью которых инва
риантная для (91) система (10з), где С = (С!, СП, СIII) фиксиро
вано, параметризуется так, что она превращается при этом в си

стему тождеств. Конечно, предпочтительны такие новые перемен
ные, в которых 1]i", 5i" выражаются как алгебраичеСIше функции 
симметричной структуры. R сожалению, такая алгебраическая па
раметризацил векторного соотношения (10з) не была когда-либо 
указана, по крайней мере для n> 3 (что касается случая n = 3, 
то см. ниже § 394). 

§ 392. Так как барицентричеСlше соотношения (91), (10з) эквива
лентны соотношениям (18), (172), где j = 1, ... , n - 1, то все 
соображения, приводившиеся в §§ 390-391 (в том числе замеча
ние негативного характера в конце § 391а), остаются справедли
выми, если заменить 1], 5, n на У, Х и n - 1 соответственно. В част
IЮСТИ, число степеней свободы консервативной гамильтоновой си
стемы, упоминавшейся в конце § 391, сводится к 3(n - 1) - 2= 
= 3n - 5. Если n = 2, то это число степеней свободы равно 1 
(что согласуется в силу изложенного в § 343 (с 161) - (162,) 
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§ 214). В то же время оно равно 4, если n = 3. Таким образом, 
уравнения (91) задачи трех тел могут быть приведены с помощью 
(10д - (10з ) к консервативной гамильтонов ой системе с 4 степе
JIЯМИ свободы. В явной форме эта система будет выписана ниже. 
Однако остается, по-видимому, неизвестным :кarюе-либо явное 
представление подобной системы, заслуживающее внимания, если 
n ~ 4 (см. § 391а). 

§ 393. Рассмотрим снача:JIa коллинеарные (в указанном в § 329 
смысле) решения задачи трех тел. Если та:кое решение не явля
ется прямолинейным (в указанном в § 321 смысле), то оно бу
дет в соответствии с § 331 гомографичес:ким. Тогда результаты, 
приведенные в § 378, позволяют получать это решение в явном 
Nиде, ПОСl\ОЛЬ:КУ задача сводится :к :консервативной динамичес:кой 
системе с одной г.тепенью свободы, определяемой уравнением 
(21{) § 268. Следовательно, достаточно рассмотреть прямолиней
ный случай. 

Тогда можно пыбрать барицентрическую инерциальную систе

му :координат 5 = (5I , 5II , 5Ш), так что 6 РИ = о = 5Р! (t) при 
дюбых i и t. Соотношение (10з ) сводится к О = О, а 3-веI{ТОр Si 
D (91) можно рассма трива ть :кю{ скаляр (= SiI ). Тогда при (11) 
j ":- 1, 2 ( = n - 1) - скаляр, а уравнения (18) опредеJIЯЮТ ион
сервативную гамильтонову систему с n - 1 = 2 степенями сво
боды. 

В соответствии с этим число 4, упомянутое в § 392, можно 
заменить числом 2 в любом :коллипеарном случае и единицей в 
:коллинеарном непрямолинейном случае задачи трех тел. 

§ 394. Предположим теперь, что рассматриваемое решение 5i = 
= 5i(t) не коллинеарное. Тогда вследствие аналитичности реше
ний прямолинейпые конфигурации тел (т. е. сизигии, см. § 327) 
если и встречаются, то лишь при изолированных t, и ими можно, 
следовательно, пренебречь. Таиим образом, три тела т1, т2, тз 
образуют треугольнии !'. = !'. (t). Пусть этот треугольник ориен
ТИрОJ!ан таи, что ПОРЯДОl\ тl, т2, тз соответствует положительно

му направлению. Обозначим через 8i = 8i (t) ориентированный 
внешний угол в вершине, где находится масса mi. Тогда }::8i = О, 
11 если Illl =, I!'.(t) I обозначает площадь треугольника!'. = ll(t), 
то 

. 21111 
sш8i=-

pjph 

222 
Pi - pj - РА 

cos 8i = ....:.....-----
2pjPh. 

II _ П(р; + РА - Pi) 1'. 
I I - 4 (}::Pi) -1'. >0, (312) 
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loдe (i, j, k) допускают три Ц и к л и ч е с к и е перестановки '.чисел 
(1, 2, 3), а Pi - ДЛlIШl стороны треугольника, противоположнои 
по отношению 1\ вершине mi, так что если использовать обозначе
ние (3з) § 314, то Pi = Pjk. 

БарицентричеСI\ие позиционные венторы вершин треугольни
н:а 11 = 11 (t) суть Gi = ~i (t), так что ПЛОСIЮСТЬ П = П (t) этого 
треугольника, содержащая всегда точку G = О, изменяется вооб
ще со временем. Если решение Gi = ;; (t) не обладает инвариант
}ЮЙ плоскостью, т. е. оно такое, что кинетический момент С ра
nРн нулю, то ЭТО решение является обязательно плосним (см 
§ 326). Поэтому можно принять плоскость его движения за коор
динатную НЛОСI\ОСТЬ П;I, GII). Обозначим в этом случае ориентиро
ванную плоскость (1;1, 1;П) через П. Если же С =f= О, то обозначим 
через П. инвариантную плоскость С·; = О, ориентированную в 
соответствии с (6), (7) § 323. Из (6) § 323 вытекает, что если 
решение плоское, то П. совпадает с плоскостью (;I, ;II) и при 
С = О, так что П (t) = П* при любом t. Таким образом, П4 -
вполне определенная неподnижная плоскость, проходящая через 

центр масс независимо от того, является или не является реше

ние плоским. 

Обозначим через t = t(t) наклонность плоскости П = П(t) 
треугольника 11 = l1(t) п() отношению к фиксированной плос
IЮСТИ П •. В частности, t(t) = О, если все три тела т; лежат в 
ПЛОСIЮСТИ П., так что t(t) = о тогда и только тогда, когда реше
ние плоское. 

I\онсервативные гамильтоновы уравнения с 3n - 5 = 4 сте
пенями свободы, упоминавшиеся в § 394, можно записать, ис
пользуя координаты t, Pt, Р2, Рз, В следующем явном виде: 

l' = -HL, 

Р; = -Нр ., 
1 

t' = HI , , 
pi= Нр ., 

1 
i = 1,2, 3, } 

(32) 

где через 1, Р1 , Р2, Рз обозначены канонические сопряженные с 
этими координатами импульсы, а функция Гамильтона равна *) 

*) Поскольку первый член в (33) содержит множитель C2sin2 t, он счи
тается равным нулю при 'СI = о или при sin t = О, хотя тогда (33) содер-

1 
жит выражение sin(O + ... ), не имеющее СМЫСJra. Однако при 'СI = () 
рСШСЮfС оБЯ:Jательно плоское, т. е. тогда L = О при всех t. В то же время, 
если решение неплоское, то из соображений, связанных с аналитич~остью, 
вытекает, что L = L(t) может обращаться в нуль лишь при изолированных 
значениях t. ТаЮI1\! образом, первый член в Н или обращается в нуль тож
дественно (ДJiЯ плос"ого решения) или !IIожет иметь особую точку ЛИЦll-
JlРИ изолированных <lначениях t (для неплоского решения). . 
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н = н (1, p~. Р2, Рз , L, РI, Р2, рз) = 

IC l2sin2L ~ P~ . 2( 
41 d ! L.J m; sш 

+~ 
2 2 

P j + P/t - 2Pj Pk со'> 8; ----------------+ 
2т; 

1 С 1 
" ~ (P j Pk) sin 8; + COSLL.J ---- ---+ 

Рк Р; 3т; 

+ ICI2 cos2 
L 

2 Z 1 2 
Р; + p/t - - р; mjmk 

2 
~-------- " -- ~ -- . 

36т'р2 р2 р" 
'j k ' 

(33) 

Величины d, 8f, 82, 8з в этой формуле выражаются согласно 
(31 1) - (312) кан: функции РI, Р2, Рз, если ! С! ~ о фин:сировано 
и если 

~/ij/t = /fZЗ + /2З1 + /812, 

р; = !Sj - S/t! = pj/t. 

ГlpOBepн:a того факта, что консервативная гамильтонова система 
(32) с 4 степенями свободы эквивалентна в силу (101) - (10з) 
нонсервативной гамильтоновой системе (91) - (92) С 3n = 9 CTe~ 
пенями свободы, требует лишь последовательного дифференциро~ 
nания и алгебраичесн:их преобразованиЙ. Эти элементарные, но 
громоздн:ие вын:ладки мы опустим. В частности, оказывается, что 
П1.мильтоновы функции В (91) И В (32) совпадают друг с другом 
после применения геометрических (или, сн:орее, н:инематических) 
формул преобразования, связывающих координаты L, Р; И COOT~ 
ветствующие импульсы 1, Р; С трехмерными вен:торами Si, 1']i .. 

§ 395. Фующия Лаграюна 

L = L(J, pt', р{, Рз', L, РI, Р2, рз}, (35) 

соответствующая гамильтонов ой функции (33), может быть по
лучена на основании (2д § 15 после того, кан: импульсы 1, Р; бу
дут выражены через скорости L', р;' И координаты L, Pi (с по
мощью (12) § 15). Однан:о он:ончательное представление импуль
сов через сн:орости и н:оординаты слишном громоздн:ое и никогда 
n явном виде не использовалось. Но, как бы то ни было, чеТЫрl1 
консервативных лагранжевых уравнения [ L] L = О, [L] Pi = О, 
i = 1, 2, 3, описывают пеколщшеарную задачу трех тел, причем 



392 ГЛАВА V. ЗАДАЧА многих ТЕЛ 

IЮКОМЫМИ переменными служат наклонность L = L(t) плоскости 
П = П(t) по отношению к неподвижной ПЛОСIШСТИ П. (см. § 394) 
н три взаимных расстояния Pi = Pi (t) в плоскости П = П (t), 
определяемой тремя барицентрическими инерциалъными вектора

ми ~i=~i(t). 

§ 396. Весьма интересно, что в последних уравнениях участвует 
ЛIfШЬ один эйлеров угол L. Действительно, формула (23) § 79 по
Iшзывает, что для определения относительного положения двух 

плоскостей П(t),П. требуется знать кроме наклонности L(t) 
также и узел v (t). Однако кинематическое следствие возмож
ности приведения (91) к. виду (32) состоит в том, что при ис
пользовании факта постоянства кинетического момента, т. е. 
соотношения 

~Si Х 'Yji = С (С - фuксuрованная постоянная), 

узел v (t) ПЛОСIШСТII П (t) по отношению к П. исключается. 

§ 397. Конечно, значения узла требуются для определения трех 
барицеятрических позиционных векторов Si. Однако из операций, 
ведущих от (91) - (10з) к (32), следует, что если решение неплос
кое (в ином случае не нужны ни L, ни v), то 

V'_· _. (36) 

Если же решение приведенных уравнений (32) известно, то пра
мя часть (36) оказывается в силу (311) - (312) известной функ
цией t, так что v = v и) находится при помощи квадратуры. 

§ 398. Если рассматривать только плоские решения задачи n тел, 
то 3n - 5 степеней свободы (см. § 392) можно заменить меньшим 
числом 2n - 3. 

Прежде всеГО,ес.ли решение коллинеарное, то те же рассужде
ния, которые ИСIIользовались в § 393, показывают, что число 
3n - 5 СВОДIlТСЯ " n - 1 в случае решения, отличного от прямо
линейного, и к 1 в елучае прлмолинейного решения. Предполо
жим поэтому, что решение не является коллинеарным, и выберем 
плоскость движения В качестве координатной плоскости (SI, SII). 
Тогда ~; и согласно (11) также и Xi - двумерные векторы. Сле
довательно, уравнения (18), где j = 1, ... , n - 1, опис.ывают 
тогда консерватn,в;н,У'Ю ди;намическ~ю ристем;v с 211- - 2 стеЩJ;EJЯМ::x-J" 



§§ 390-406. иеНЛЮЧЕНИЕ НИНЕТИЧЕСНОГО МОМЕНТА 393 

свободы и допускают интеграл 

,,",О 1 II II I 
LJ (Х; У; - Х; У, ) = СIII = ± I G 1, 

111 III 
К которому сводятся в силу равенства ~! == О = Х; три ска-

лярных интеграла, соответствующих (172) . Таким образом, 
исключение нинетического момента G приводит Н консервативной 
системе порядка 2 (2n - 2) - 1 = 4n - 5. Вместе с тем в соот
ветствии с теорией пфаффианов (см. замечание в конце § 391) 
эта консервативная система ПОРЯДl-а 4n - 5 эквивалентна систе
ме порядка 4n - 6 = 2 (2n - 3) и, более того, консервативн<Ш 
гамильтоновой системе с 2n - 3 степенями свободы. 

§ 399. Если n = 3, то эта система с 2n - 3 = 3 степенями сво-· " 
боды может быть выписана на основании изложенного в § 394 
в явной форме. Действительно, согласно примечанию в этом па
l'аграфе функция (33) приводится в плоском случае к виду 

" 1~ -1 2 2 
Н == Н (Р1 , Р2, Рз, Р1, Р2, рз) = 2" LJ т. (Р, + Р" - 2РзР" cos 8i ) + 

+ 'СI ~ (~_ Р") sin8( _ 
р" Р; 3т• 

-(~ 
Р. 

2 2 1 2 
Р; + р" -'2Р! 
-----IGI2, 

36т.р2 р2 
, j " 

(37) 

где А• = 8. (Р1, Р2, Рз) В силу (311) - (312). Но тогда число степе
ней свободы системы (32) понижается с 4 до 3. Это вытекает ив 
TI",rO фанта, что частные производные H L, ВТ фующии (37) равны 
тождественно нулю, и первые два из восьми уравнений (32) сво
дятся к I = const, L = const. 

Очевидно, что если положить Р = р, р = q и 

.. -1 -1 
g" = т; + т" , 

. -1 
g'" = -т; COS 8j, i =1= j =1= k =1= i, (38) 

та (37) представится в виде (7) § 157, причем выражение 

-~f((q)Рi - V(q) 

fO()TBeTc,TByeT двум последним членам 

IGI~···-~··· 
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в (37). В частности, условие обратимости (fi) - (О) (см. § 158) 
удовлетворяется лишь при С = О. 

Легко установить с помощью (311) - (312)' что матричная 
функция (gih) =. (ghi) от (РI, Р2, Рз) всюду положительно опре
Дl'ленная, так как Р; < pj + Рп. В частности, обратная матрица 
(gik) = (gih) -1 существует, Ее элементы являются однородными 
функциями от (РI, Р2, Рз) нулевой степени, так как этим свойст
вом обладают в силу (31д и (38) элементы матрицы (gik). 

§ 399а. Предположим, в частности, что С = О (таи что решение 
Gбязательно плоеное). Тогда (37) упрощается и приобретает вид 
1I = Т - и, где 

а 

в силу (38). Следовательно, если постоянная энергии h фиксиро
вана, то данная задача становится эквивалентной задаче о нахож

дении геодезических линий на трехмерном римановом многообра
зии, на котором квадрат элемента дуги дается формулой (13) 
§ 179, где qi = Pi. Согласно изложенному в § 178 соответствую
щая функция Лаграпжа и постоянная энергии равны 

1 
L = Т + а, 7i = "2' (3D) 

где 

1"", .. 
т =""2 LJ L'l!ihPiPk, a~o 

Jf точками обозначаются производные по длине дуги вдоль гео
дезической линии. 

§ 400. В качестве примера рассмотрим те же коллинеарные ре
шения задачи трех тел, для которых не только кинетический мо
мент С, но и постоянная энергии h равны нулю. Тогда 

где 

и= ~ mjm/i. 

Р; 

Следовательно, фуНIЩИИ i!il~ от (PI, Р2, Рз) - однородные степени 
lL = -1, так как gik являются функциями нул~вой степени (см. 
§ 399). Применение же (16) § 159 к (39) § 399а приводит 
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к соотношению 

т.е. И 

где s - длина ДУГИ, с - постоянная интегрирования и точкой обо
:шачаетсл дифференцирование по s. Так нан: 

то 

I!ik = 2Ugik , 

( и= ~ mjm
k

) . 

Р; 

(40) 

Последнее соотношение представляет собой ненонссрвативный 
интеграл, отличный от интеграла энергии 

U ~ ~gikPiPk = const( = ~ ), 
с.оответствующего (39). 

§ 401. Н аналогичному результату можно прийти в случае, когда 
лишь предполагается, что h = О, а n и С произвольны (так что 
решение не обязательно плоское). 

Действительно, если постоЯ1шая энергии h имеет произволь
ное фиксированное значение (~O), то уравнения 

" mi~i = и,. 
i 

з&дачи n тел сводятся согласно (13) § 179 к уравнениям геоде
зических линий на 3-мерном римановом многообразии, на котором 
квадрат элемента дуги равен 

ds2 = ~ 2 (и + h) m; (dSi) 2, 

где Si - 3-nеI,Тор и 
• 

Следовательно, если h = О, то коэффициенты при (dSi)2 оказы
ваются однородными функциями степени а = -1. Повторение 
iKC вывода соотношения (40) при h = О приводит К интегралу 

~ . 1 
2и LJm;Si· 6; - 2 s -:- с, (41 ) 
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причем 

~ .2 1. 1 
U m·t:.· == -82=-. ''е' 2 2 (8= 1). 

§ 402. Однако было бы ошибочным полагать, что интеграл (41) 
задачи о геодезических лининх при h = О содержит что-либо но
вое. Действительно, (41) можно переписать в виде 

. 1 
UJ--8=C, 8=1, 

2 
где 

J = ~mi6i2. 
Следовательно, (41) эквивалентно соотношению 

(UJ)' =~. 
2 

Однако в силу связи, сущест:nующей между временем t и s ( = l) 
(см. (10) § 176», последнее соотношение совпадает с соотноше
нием, н: которому сводится (7 t ) § 315 при h = О. 

с помощью (38) и (31 t ) можно таl\же установить, что (40) 
эквивалентно соотношению 

(Ui)'=~, 
2 

поскольку J можно представить в виде (122) § 333, где () jk = Pi. 

§ 403. Из соотношений (10 t ) - (10з) вытекает для общей задачи 
трех тел элементарный геометричесний фаI<Т, который независи-
1>10 от (101) - (10з) можно установить следующим образом. 

Заметим прежде всего, что три веI\ТОрных уравнения 

." 
тi5i = U~ ., i = 1,2,3, 

1 
(420) 

!rIОЖНО записать в :виде 

." 3 
6; = XPi (5. - 6i), 

Pi = 16i - 611.1 

(i,j, k)= (1,2,3,), (2,3,1), (3,1,2), 

если только определить 3-вектор 6. = 6* (t) и скаляр Х = x(t) 
по формулам 

5 = ~ miP~6i: ~ тф~, 

~ = ~тiP~ : Пр:. 
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Действительно, из (422) видно, что в явной форме уравнения 
(420), где 

U=~ mjmk , 

р; 

записываются следующим образом: 

з з 
Pk mk (~,' - ~i) + pj mj (~; - ~i) 

P~P~ 
(44) 

Добавляя члены 

к числителю в правой части и используя обозначения (431)
(43:>.), придем, очевидно, к (421). 

§ 404. В соответствии с (421) любая из трех сил U~; = mi~/". 
i = 1, 2, 3, равна при любом t произведению ска.JIЯрНОЙ функции: 
(='Хm.iРiЗ ) на 3-вектор ~i - ~., причем ~. = ~. (t) не зависит от 
индекса i. Другими словами, для каждого решения ~; = ~; (t) за
дачи трех тел. все три гравитационные силы, действующие на тl, 

m2, тз, направлены к НeI,ОТОРОЙ ТОЧI{е ~. = ~* (t) пространства ~. 
Об этом факте и говорилось в начале § 403. 

Точка ~* (t) определяется, конечно, единственным образом пр" 
всех t, за исключением моментов t = tO сизигий (см. § 327), " 
называется центром сил. Хотя (431) определяет единственную 
точку ~. (t) также и в момент t =, tO сизигий, но мы будем счи
тать все же, что центр сил в этом случае не определен. 

I\онечно, центр сил не имеет ничего общего с центром масс, 
совпадающим при всех t с точкой ~ = о. Действительно, центр 
сил совпадает согласно (431) с центром масс не тел тl, т2, тз, 
а трех фиктивных тел с массами тiРiЗ, имеющих те же бари
центрические координаты ~i, что И mi. 

§ 405. Так IЩI, моменты сизигий исключены, то det (~1,~, ~з) =1= о. 
Следовательно, если все три ~1, 52, ~3 таковы, что не только 

~mi~i = О, 
но также 

~miPi3~i = О, 
то величины mФi3 / mi, т. е. pi, не зависит от индекса i и на
оборот. В силу (43t) и (422) это означает, что центр сил може'!'" 
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совпадать с центром масс только в те моменты, в которые треуголь

ШIК, образованный тремя телами, равносторонний. 
Очевидное обобщение зтих рассуждений показывает, что одно 

из трех тел, например тз, находится на одной прямой с центром 
сил и центром масс в те и только те моменты, в которые конфи
гурации тел представляют собой равнобедренный треугольник. 
Разумеется, (19i ) § 344 может и не иметь места. 

§ 406. Можно сразу найти также и те нонфигурации, для ното
рых центр сил (431) совпадает с центром масс в случае сизигий 
(иснлюченном в § 404). 

Действительно, если все mi располагаются на прямой линии, 
то можно считать ~; скалярами (=~iI) И предположить, что 
~l < ~2 < Sз. Тогда 

Sj - Sh = ( -1) ; р; 

в силу (42з). Следовательно, в соответствии с последней форму
лой в § 322а 

где 

J.L61 = -mЗР2 - т2Рз, 

/!S2 = mфз - тЗРI, 

J.L~З = т2Р1 + т1Р2, 
J.L=~mi. 

Подставляя эти выражения для ~; в (431) И замечая, что Р2 = 
=, Р1 + Рз, сразу найдем, что ~* = о тогда и только тогда, когда 
0lношение'А = Рз : РI является норнем уравнения 

т! (т,! + тз)'А~ +m1(mз + Зm2)'А.З + Зт2(тf - mз)л2 -

- тз(т1 + 3т2) 'А - mз(тl + т2) = О (45) 

(но не уравнения (11) § 358, нак можно было ожидать). 

ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ОСОБЕННОСТИ 

§ 407. Положим вдоль данного решения задачи n тел 

r(t) = r = Min(p12, РIЗ, ... , Рn-1, n) 

(Р;в = Pih (t», 

где Р jh = I ~; - ~I< I , и если 
1 "'" -1 2 Н = - LJ т; 1]; - и (61, ... , ~n), 
2 

(1) 
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то согласно '§ 320 

Так как частные производные функции Н (1']1, •.. , Gn) зави
сят аналитически от 1']1, •.• , Gn, то в соответствии с теорией обык
новенных дифференциальных уравнений любое решение (~) 
уравнений (21) будет анаЛИ',ическим по t. 
Мы предполагали всюду выше, что решение (2z) уравнений 

(21) задается в некотором конечном или беенонечном t-интерва
Jre. Мы не задавали ранее вопрос о том, на наком t-интервале су
ществует решение (22), соответствующее заданным начальным 
значениям 1']; (to), Gi (to) при t = to. Мы не интересовались также, 
при каком конечном значении t" по крайней мере одна из 6n ана
литических функций (22) приобретает особую точку и каков тео-
'llетико-функциональный характер и динамический смысл такого 
особого момента t". Ниже будут рассмотрены именно эти фУНДа
ментальные вопросы. 

Так как дифференциальные уравнения (2{) нелинейны, то 
теореТИI,о-функциональные проблемы становятся безнадежно 
сложными, если только допустить неограниченные комплексные 

значения t и.'пr комплексные начальные значения при веществен

ном to. Следовательно, мы будем всюду предполагать, что, с одной 
стороны, вещественным to соотв'етствуют вещественные началь
пые значения, так что поскольку функция Н является веществен
ной при вещественных (1'], G), то и решение (~) будет веществен
ным при вещественном t. С другой стороны, функции (22) пред
полагаются аналитически продолжаемыми, начиная от to, вдоль 
вещественной оси t. Конечно, это заставляет учитывать и 
комплексные t в -некоторой узкой области вдоль расематривае
мого вещественного t-интервала. Но все же ниже мы всюду 
будем считать, если нет соответствующего замечания, что t 
вещественное. 

§ 408. Формальным основанием еледующих ниже рассуждении 
служит замечание о том, что если через Il. обозначается полная 
масса ~mi, через Il.o - наименьшее среди т; > О, а через h-
постоянная энергии, равная Н (1']1 (to), •.. , ~n (to) ) , то 

1 'Н;; (t) 1 <{г~) }2, 

'H~; (t) 1 <{ (+.)( Ihl + ;:~:») }'/' 
о 

(3) 
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приmoбом t В любои t-интервале, в котором ни одно из J/2n (n-1) 
рассroяний Pjk = Pjk (t) не обращается в нуль. Действительно, 

н.,..=-и,., 
1 1 

где 

так что первое из нерапенств (3) вытекает из (1). Аналогичным 
'flбра:юм 

-1 
HТfi = т! 1')i, 

так что второе из неравенств (3) вытенает из соотношения 

1 "" -1 2 - LJ m! 1')! = U + h, 
2 

поскольку 0< U < J.L2 / г. 
Обозначим через 1 интервал изменения t, в н:отором решение 

(22), определяемое начальными значениями 1'); (to), ~i (ео) при на
чальном t =. to, принадлежащем 1, существует, является ан али
'тическим и таким, что минимум (1) всех J/2n (n - 1) взаимных 
расстояний при есех t в 1 превосходит некоторое фиксированное 
положительное число Г*. Выберем любое фиксированное l в 1 II 

рассмотрим решение (21) при начальных значениях 1'); (п, ~i (l). 
Применяя локальную теорему существования и единственности 
рсшенЮt обыкновенных дифференциальных уравнений с голо
морфными правыми частями к новому начальному моменту Т, 
'придем на основании (3) к выводу о существовании двух поло
:жительных чисел а*, ~*, зависящих только от заданноrо г* > О, 
:масс mi, постоянной энергии h и обладающих следующими СDОЙ
(('.твами *): 

при всех t, принадлежащих области 1 t - [l < а.*, решение (22) 
существует, являе1СЯ регулярным аналитическим и, кроме того, 

IЧi(t)-Чi(l) 1< ~., I~i(t)-~f(l) 1< р., (41) 

Существенно то, что а*, р* не зависят от выбора Т. См. таюне 
§ 79. 

*) Эти свойства вместе с (41)-(42) справедливы как в вещественном 
интервале 1 - а* < t < 1 + а*, т. е. при 1 t - '"1 < а*, так и на комплекс
ной плоскости (t) внутри Kpyra радиуса а* с центром в точке," веществен
ной оси. В последнем случае следует заменить в (1) Р;" на квадратный 1(0-

:еень из суммы квадратов абсолютных значений трех комплексных ч:и:сед 
~j~(t)- SIt~(t), V = 1, П, III (см. обозначения в § 313). 
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§ 409. Таким обрааом, из теоремы Гейне - Бореля следуе1' с оче
ВИДНОСТЬЮ (см. § 84), что если решение (22), определяемое на
чальными условиями fJi (to) , ~i (to) , перестает существовать при 
стремлении t к не которому конечному вещественному t = t* или 
же по крайней мере одна из 6n аналитических функций (22) в 
Э10М решении имеет при вещественном t =. t" =1= 00 особую точ
I:y, то положительная функция (1) вещественной переменной t 
должна приближаться сколь угодно близко к нулю при t -+ 00. 

Другими словами, если t стремится R критическому значению t" 
(убывая или возрастая при to > t* или to < t* соответственно), 
то нижний предел Нm r(t) = О. Так как переменная t может быть 
заменена на ±t + const, то можно без потери общности предпо
ложить, что начальное to > О и что Rритичеспое t' = О, т. е. что 
Нm r(t) = О при t-+ +0. 
- Нетрудно показать, что не только Нт r(t) = О, но и Нт r(t) = 
= О. Действительно, допустим, что lim r(t) = О, но lim r(t) > О. 

Тогда будут существовать число r* > О и последовательность 
t1., t2, ... такие, что r (tm ) > r* при любом т, причем tm -++0 при 
m-+ 00. Следовательно, полагая l = tm , где т - проиавольное 
фиксированное, и используя свойство, указанное в конце преды
дущего параграфа, увидим, что тогда (42) будет иметь место 
при любом t в интервале It - tml < а*, где а" > О не зависит 
от т. НО тогда, если т выбрано настолько большим, что ин
тервал I t - tm I < а* содержит предельный момент lim t"т = О, 
то r(t) ~ 1/2r* при любом t, достаточно близком к t = О и, следова
тельно, Нт r(t) ~ '/2r*. Так как это противоречит предположе-
НИЮ lim r(t) = О, r* > О, 'fO справедливость условия Нт r(t) = О 
доказана. 

§ 410. Нетрудно заметить, что стремление r(t) R нулю при 
t --+ +0 является не только необходимым (§ 409), но и доста точ
ным условием того, чтобы по крайней мере одна из аналитиче
СliИХ функций ~i (t) приобретала при t -+ +0 особенность. Дейст
вительно, если r(t) -+ О, 1'0, поскольку 

и 

1 " - ~ miGi - и = h = const, 
2 

в соответствии с (1) получим, что lim I G/ (t) I = 00 по крайней 
мере при одном каком-нибудь i. Отсюда вытекает, что соответст
вующая функция Gi (t) должна иметь при t = О особую точку 

26 А. Уинтнер 
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(хотя само ~i(t) может стремиться при t-+ О к конечному nреде
.ТJy; например, такой является функция (1,). 

§ 411. :к сожалению, теоретико-функциональный характер этих 
особых точек при n > 3 остается неизвестным. Затруднения на
чинаются уже с того, что отсутствует адекватная кинематическая 

интерпретация необходимого и достаточного условия lim r(t) =0. 
В соответствии с (1) можно было бы попытаться интерпрети

ровать это условие, как соответствующее столкновение некоторых 

из n тел при t -+ +0. Однако законность такой интерпретации 
может быть обоснована в настоящее ~ремя лишь при n ~ 3 (см. 
§§ 365-367; если n = 2, то этот результат очевиден в силу § 343, 
так как m1~i + m2.~2 = О). Трудность заключается в том, что ве
JIичина (1) может стремиться при t -+ +0 к нулю и тогда, Iюгда 
ни одно из {/2n (n - 1) взаимных расстояний pj1,(t) к нулю не 
стремится, поскольку эти расстояния обмениваются при t -+ +0 
бесконечное число раз РОJJЬЮ минимального расстояния (см. при
мер неньютонианской задачи в § 374а). Другими словами, условие 
r(t) -+ О соответствует «СТОЛlшовению» лишь тогда, когда каждое 
щ!аимное расстояние стремится к пределу. Однако в настоящее 
время о таком стремлении к пределу нельзя утверждать ни при 

IЩIЮМ n > 3. Но даже тогда, если бы смогли это сделать, отсюда 
никак не следует, что «столкновение» должно иметь место в оп

ределенной точке барицентрической инер'циальной системы коор
динат ~, поскольку доказательство существования предельных по
ложений lim ~; (t) все еще отсутствовало бы (см. § 365). 

§ 411а. Остается даже неизвестным, все 
I ~i (t) I < const, если r(t) -+ О при t -+ +0. 
верждать, что величина 

или же не все 

Можно лишь ут-

должна стремиться к пределу (~ о), который может быть равен 
+00. 

Действительно, так как 
J" = 2и +4h, 

где 

и=~. mjmk 

Pjk 

JI h = const, то очевидно, что условие r(t) -+ О эквивалентно ус
ловию J"(t) -+ +00. Таким образом, функция 1 = l(t) в достаточ
IЮ малой онрестности момента t = О выпуклая и стремится, сле
довательно, к пределу ~ +00. 
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§ 412. Здесь и дальше предположим, что n = 3, так что 

r(t) = r = Min (РI2' РIЗ, Р2З), 

причем (52) представляет собой неравенство для сторон треуголь
ника (ml, m2, тз), который может выродиться в прямолинейный 
отрезон. 

Прежде всего покажем, что если (51) удовлетворяет условию 
r(t) -+0 при t-+ +0 (см. §§ 409-410), то по нрайней мере одно 
из трех расстояний р jk (t) стремится к нулю. 

Действительно, предположим, что все три lim pjk(t) > о. Тогда 
(51) может стремиться к нулю лишь в том случае, когда по край
ней мере два иа трех 'pjk, например РIЗ и Р2З, обмениваются при 
t -+ +0 бесконечное число раз ролью наименьшего расстояния 
среди трех р jk при фиксированном t. Обозначим через tl, t2, ... 
моменты, когда происходит эта перемена ролями между РfЗ и Р2З, 

так что Рlз(t) и Р2З(t) имеют при любом t = tт общее значение 
(51)' а tт -+ +0 при т -+ 00. Так как r(t) -+ О при t -+ +0, ТО 
РIЗ ит) и Р2З (tт) стремятся при т -+ 00 к нулю. Но тогда в силу 
(52) также pf2(tт) -+0, и поскольку все три Pjk(tт) -+0, то со
шасно (122) § 333 J(tт) -+0 при т-+оо. Следовательно, 
limJ(t) = О при t-+ +0. Но согласно § 411а всегда limJ(t) = 

lim J (t) и, следовательно, J (t) -+ О при t -+ +0. в соответствии 
с (121) § 333 это означает, что все три pjk(t) -+ ~ мы приходи м 

1. противоречию с предположением, что все три liт Pjk (t) > о. 
Этим самым доказано, что по крайней мере одно pjk(t) -+ о. 

Выберем обозначения так, что 

Pf2(t) -+ о. 
Тогда в силу (52) 

Рlз(t) - Р2З(t) -+0. 

§ 412а. Из сКазанного вытекает, что предел lim J(t) ~ +00, 
о существовании которого говорилось в § 411а, не может быть 
равным +00. 

Действительно, предположим, что предел функции J (t), опре
деляемой по формуле (122) § 333, равен + 00. 'fогда в силу (6) -
(6д Рlз(t) -+ +00, Р2З(t) -+ +00, так что тз не приближается 
сколь угодно близко к тl и т2 при t -+ +0. Но так как Р12 (t) -+ О, 
1'0 тl и т2 должны участвовать тогда в парном столнновении (см. 
§ 349). Следовательно, применимы результаты § 352, которые 
показывают, что для всех трех Gi (t), а танже для Р1З (t) = 
= IG1(t) - Gз(t) I существуют конечные пределы. 

26· 
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Противоречие, к которому мы пришли, ДОIшзывает, что 
Нт J(t) < +00. Используя же опять (122) § 333, придем на ос
новании (6) - (6t ) к выводу, что Р1з(t) И Р2З(t) стремятся к об
щему конечному пределу ~ О. 

§ 413. Сравнивая этот результат с § 409, видим, что если решение 
6i = ~i (t) задачи n = 3 тел существует и является голоморфным 
при малых t > О и если по крайней мере один номпонент любого 
из трех векторов ~i (t) имеет при t = О особую точку, то возмож
ны при t --+ +0 лишь два случая: а) все три pjl,(t) стремятся 
к нулю; б) одно из рл,(t) стремится к нулю, а два других стре
УJlТСЯ к общему положительному нонечному пределу. Другими 
словами, имеет место либо одновременное столнновение в указан
ном в § 335 смысле, либо парные столкновения (см. § 349). 

В первом случае все три ~i (t) стремятся н центру масс 6 = О 
'l'aH, как это было указано в § 367, и в соответствии с (24) § 365. 
Бо втором случае ни одно из ~i (t) не может стремиться к ~ = О, 
и если сталкивающиеся тела обозначить через m! и m2, то в со
ответствии с § 352 существуют конечные пределы 

о =1= ~~ = ~~ =/= ~ =1= О, 
t 10 
",3 , 

О О 
pt3 = Р2З (>0), (78) 

I'де верхний инденс (О) относится к lim t = +0. Более того, в силу 
(29) § 350 и. (28з) § 349 

где 

[ 
9 J'/3 

J.L = "2 (m! + m2) , 

и если через Х! обозначен вектор относительного положения 

52 - ~1, ТО 

в первом случае С = О согласно § 335, так что решение долж
но быть плоским (см. § 326). Во втором случае С может и не об
ращаться в нуль, и если (' =i= О, то решение может не быть плос
IaIM. Наконец, если оно не плосное (как это имеет место в общем 
случае), то все три тела mi стремятся (см. § 353) к положениям. 
находящимся в инвариантной плоскости. 
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§ 414. Возникает иопрос о том, допускают ли три аналитические 
всктор-функции Gi (t), определенные при 0< t -+-+0, веществен
ное аналитическое продолжение в точке столкновения t =. О в сто
рону малых отрицательных t; см. §§ 265-269. Мы пока же м, что 
ответ на этот вопрос всегда положителен в случае парного столн:

новения (см. §§ 415-420), но не обязательно положительный в 
случае одновременного столкновения (см. §§ 421-424). В по
следнем случае ответ зависит от численных значений масс mi и 
постоянных интегрирования. 

В §§ 268-269 локально параметризующей переменной была 
истинная аномалия и, пропорциональная согласно (32) § 259 не
определенному интегралу от обратного расстояния. Следователь
но, замечание в § 349 наиодит на мысль, что в случае парного 
столкновения можно попытаться регуляризировать задачу с по

мощью введения вместо t независимой переменной 

(9) 

II соответствии с (81) подынтегральное выражение в последней 
формуле обращается при t -+- +0 в бесконечность порядка 2/з, так 
что этот интеграл существует при t > О и 

(10) 
при t-+- О. 

§ 4148. В случае одновременного столнновения не ТОЛЬR'О одно, 
но R'аждое из трех обратных расстояний обращается в беснонеч
ность интегрируемого порядка 2/з (см. § 364 и (24) § 365а). ТаЕ 
в.аЕ (7з) - (81) справедливы для парного столкновения, то неза
висимо от того, будет ли СТОЛR'новение одновременным или пар
н:ым, силовая функция 

U(t)= U = ~i· 

обращается в бесконечность порядна 2/з. В силу тождественного 
соотношения 

]"= 2и +4h 

этот фаR'Т имеет место и для 1" = ]" (t). Следовательно, и при од
новременном и при парном столкновении J' =. J' (t) стремится R 
конечному пределу. 
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ТЕОРЕТИК О-ФУНКЦИОНАЛЬНЫЙ ХАРАКТЕР 
СТОЛКНОВЕНИй 

§ 415. Оставляя пока в стороне проблему особых точек, соберем 
формулы, соответствующие (18) § 386, если n = 3. Мы имеем 

У;=-Нх ., 
J 

, 
Х;=Ну ., 

J 

Н = ~M~1 У12 + ~M;1 У: _ ~. ml mk , (112) 
2 2 Plk 

гдеj=1,2(=n-1),ивсилу (20з)-(21 1 ) § 387 

J.L2- m; 
"; =----, J.L2= m1+ m2, 

J.L2 

Р;3 = ,Х! - (-1)i VjХ1 1, 

Р12 = 'Х1 1· 

(122) 

(12з) 

Наконец, (191) § 387 и (25) § 387 можно переписать в виде 

М2 = J.L2
mз, М1 = Vjmj, (131) 

J.L 
~; = (-1)ivjХ1 - J.L-1mЗХ2, 

G3 = ( 1 - т: ) Х2• ( 13з) 

Введем далее вместо четырех 3-векторов У;, Х; четыре 3-век
тора P j , Qj по формулам 

У1 2 
Р1 = у2' Q1 = У1 Х1 - 2(У1' Х1) У1, (141) 

1 

Р2 = У2, Q2 = Х2, (142) 

Так н:аl\ преобразование (141) является с точностью до обозна
чений полностью каноничеСI\ИМ и инволюционным (см. § 50), а 
преобразование (142) тождественным, то преобразование (141)
(142) будет в силу § 33 полностью каноническим и инволюцион
ным. Таким образом, (141)-(142) обладает обратным преобразо-
ванием 

(152) 
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преобразующим (1 Ц - (112) в 
, , 

Рз = -HQ , Qj=Hp ., 
1 1 

Для вычисления (1бz) заметим, что если положить )( = 2Х1 ·Х2, 
то В силу (151) -- (152! 

1 (1/2Р1.Р1 
-)( = det 
4 P2 ·Q2 

(17) 

и (как уже указывалось в § 50) 
2 2 

Р1 У1 = 1, (181) 
2 2 2 2 

Р1 Ql = Уl Х1 , (182) 
Р! ·Q1 + У1·Х1 = О (18з) 

в силу (141). Из (181)-(182), (142), (122) вытекает, что 

2 2 
Х2 = Q2, 

( 19з) 
Выражая в (112) У\2, У22 согласно (181), (152) И три Pjk = 

= Pjk(P, Q) согласно (12з), (19t}-(19з), получим для (162) сле
дующее явное представление: 

1 Р22 ml m2 
Н= +-----,-

2P~Ml 2М2 P~ I Qll 

§ 416. Очевидно, что преобразование (15д - (152) представляет 
собой при мер канонического расширения координатного преобра
зования (24) § 54, использованного в § 259 и приспособленного 
R данному случаю. 

Для того чтобы аналогия с § 259 была полной, рассмотрим те 
Рt'шения уравнений (11 t ) , которые соответствуют :nrроизвольно 
фиксированному значению постоянной энергии h, и введем далее 
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IIMeCTo t новую независимую переменную (9). Обозначая точками 
полные производные по этой переменной и = u(t) и применяя 
формулы, имеющиеся в § 180, к t = и, G = Р!2, увидим, что 
вдоль любого решения с энергией h можно заменить уравнения 
{16!) и функцию (162) следующими: 

Pj=-ll., Qj=llp., 
3 3 . 

II = (-h + Н)Р!2' 
Обозначая через Р/,", Q/'", j = 1, 11, III, компоненты четырех 
3-векторов Pj , Qj и выражая Pl2 с помощью (12з) 1{ (191) чере:з 
QI, Р!, можно переписать (212) в виде 

- - 1 IIХ I ХН 
Н = Н (Р!, . А" Pz , Q!, ... , Q2 ), 

причем 

(222) 

а uостоянная энергии h имеет фИRсированное значение. 
В соответствии с (222), (212), (20) функция (221) двенадцати 

Сl\алярных переменных выражается в явном виде следующим об
разом: 

2 2 
- ( 2 1 Pi P2 
H=IQ!I -hРI +-+-·-

2М! 2М2 

_ то р.2 ~ mj )_ тlт2, 
j=! {Q2

2 
- (-1)j VjX + (Vj P~ I QII )2} '/, 

(23) 

где х выражается по формуле (17), скаляры Vj, M j - по форму
лам (121), (131), так что они зависят только от фИl{сированных 
аначений масс mi, и 

Q~ = (Qip + (QIПР + (Qi
II

) 2, 

Q22= (Q~)2 +(Q:XP + (Q;ПР. 
§ 417. Применим теперь для изучения парного столкновения т! 
If m2 изоэнергетическую каноническую систему (211), описываю
щую любую траекторию Si = Si(t) с заданной энергией h. Если 
это столкновение происходит тогда, когда t, уменьшаясь, стреми'l'
сл к нулю, то Р!2 -- О при t -- +0, а Р!з, Р23 стремятся к общему 
r:оложительному пределу, который обозначим через а. 

Используем вместо t независимую переменную (9) уравне
ний (211). Тогда u.-+ +0 при t -- +0. 3адаццое рещщще этих 
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уравнений определяет при любом и > О точку 
1 IП 1 111 

(P t , ... , Р2 , Q1, .. ~ ,Q2 ) (25) 

в двенадцатимерном фазовом пространстве. Мы покажем, что при 
I/, -+ +0 точка (25) остается в ограниченной замкнутой области, 
лежащей целиком в области регулярности аналитической (но не 
всюду регулярной) функции (22д двенадцати переменных p ,I, .•• 

. . . , Q2III . 

§ 417а. Для доказательства достаточно ПОI\азать, что при и -+ + о 
оба вектора Рз и оба вен тора Qj остаются ограниченными и что 

(261) 
(262) 

(26з) 

(26.) 

при выбранных соответствующим образом a,~. Действительно, 
тогда из (23) и (241) - (242) С очевидностью следует, что при 
и __ +0 точка (25) не подходит близко к особой точке функции 
(221) двенадцати независимых переменных. При этом величина х 
ЯJ~ляется согласно (17) полиномом по этим переменны •. 

Прежде всего покажем, что обе пары Pj , Qj остаются при 
и __ +0 ограниченными. Так как надо доказать танже (26,) -
(26.) и так как из (26,), (26з) и (26{), (26.) вытекает ограничен
ность Q" Q2 И Р, соответственно, то достаточно рассмотреть Р2 . 
Однако Р2 совпадает в силу (14z) и (11,)-(112) с У2 = М2Х2', 
где М2 - положительная постоянная, а Х2' = const 63' согласно 
(132), причем производная 63' остается ограниченной, так как она 
стремится к кон:ечному пределу (72)' Таким образом, остается до
на::шть (261) - (26.). 

Далее (222) показывает, что (261) выполняется, 1I0СКОЛЬНУ, по 
предположению, Р12 -- О. Кроме того, 

2 2 222 
Х = Pl3 - Р2З + (V2 - V,)PI2 

n силу (19з), (121) и (12з). Поэтому (262) следует из того факта, 
что Pl3 и Р2З стремятся к общему пределу а, а Р'2 -- О И Vj = const. 
Так как, по предположению, а> О, то ИЗ (191) - (19з) видно, что 
(26з) вытекает из (26,) - (262)' Наконец, 
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в силу (111)' (112) И (191),. (181) соответственно, так что если по
ложить ~ = 2(m{ + m2)МI2, то (26,) удовлетворяется в силу 
(&) *). 

§ 418. Этим самым заJ!ершается доказательство факта, указанно
ГО в конце § 417. Заметим теперь, что производные аналитической 
функции могут иметь особенность лишь в особой ТоЧRе этой функ
ции. Следовательно, если Л, ... , /12 - первые частные производ
вые функции (221), а D - замкнутая ограниченная область в 

1 III . 
дnенадцатимерном фазовом проетранстве (Р1 , ... , Q2 ), то точка 

(25) на фазовой интегральной кривой уравнений (21 t ) остается 
при и -+ +0 целиком внутри выбранной соответствующим обра
зом области D, не содержащей особых точек двенадцати аналити-
ческих функций /1, ... ,/12 двенадцати незаиисимых переменны •. 
Эти же функции /1, ... ,/12 составляют с точностью до знака пра-
пые части уравнений (211). Следовательно, объединяя теорему 
rюкрытия Гейне - Еореля с теоремой о локальном существовании 
и единственности решения обыкновенных дифференциальных 
уравнений, сразу увидим, что любая из двенадцати скалярных 

функций p 1
I

, ••• , Q~П от и, цредставляющих решение уравнений 

(211), должна стремиться при)1,-+ +0 к конечному пределу. Пре
дельное положение точки (25) в фазовом пространстве находит
ся, таким образом, в ограниченной замкнутой области D. Следова
тельно, применяя теорему о локальном сущестиовании и единст

венности к и = о, придем к выводу, что все двенадцать функций 

PfI, ... ,Q~Ппеременной и остаются регулярными в точке и = о. 

Таким образом, в окрестности точки и = О четыре 3-вектор
ные функции Pj(U), Qj(U), j = 1, 2, можно разложить в степен
ные ряды, сходящиеся при достаточно малых I и 1, представляю
щие данное решение уравнений (21д при и> О и имеющие, ко
нечно, вещественные коэффициенты. 

§ 419. Подставим эти разложения функций Pj , Qj в формулы (15) 
дЛЯ Х; и затем получающиеся разложения ХI , Х2 в формулы 
(132) - (13з) для трех ~i. Поскольку при этом требуется выпол
нить лишь конечное ЧИС.1l0 сложений и умножений степенных ря
дов, то все барицентрические инерциалъные иекторы положения 
~; разлагаются в ряды по целым положительным стеценям и с ве-

.) в формуле (82) Х\ = 62 - 6\. ЭТQ согласуется с (13z), ПОС~ОЛЬRУ 
V, + Vз = 1 в сиду (181). 
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щtJственными коэффициентами. Однако мы предполагали, что при 
t -+ +0 имеет место парное столкновение. Следовательно, под-
ставляя 

в (81)' где l.I. > О, увидим из определения (9), где t > О, и > О, 
что функцию t =, t(u) можно разложить вблизи точки и = О в ряд 
по целым положительным степеням и с вещественными коэффи
циентами. Эта функция имеет в точке и = О нуль третьего по
рядка (т. е. t(u) = uЗр(u) , где р(О) =1= О) и представляет при ма
лых и> О единственное вещественное обращение функции (9), 
задававшейся при малых t > О (и> О). 

Определим теперь три Si =1= Si(U) И t = t(u) при малых и < О 
их степенными рядами. Так как коэффициенты этих степенных 
рядов вещественные и так как функция t (и) имеет в точке и = О 
нуль третьего порядна, то Si = Si (t) определяются при малых 
t < О единственным образом как вещественные аналитические 
продолжения функций Si = Si (t), заданных вначале при малых 
t> О. Действительно, поскольку t(u) = u3р(u), где р(О) =1= О, 
локальная обратная функция и = u(t) может быть разложена в 

3 

вещественный ряд по степеням it. Следовательно, можно опреде
лить функцию Si (t) при любых малых по абсолютному значению 

"t, полагая Si(t) = ~i(U(t», 
Тогда уравнения (21)' где 'Yji = mi~/, будут удовлетворяться 

в силу соображений, основанных на ана,Литичности, также при 
t< О. 
§ 420. Таким образом особые точи и, о которых упоминалось J1 

§ 410, являются в случае парноro столкновения при t = О алгеб
раическими, причем локальной униформизирующей переменной 

3_ 

служит -y,t, таи что ситуация такая же, как и в элементарном слу
чае, рассмотренном в §§ 268-269. 

В частности, непосредственный анализ приведенного выше до
Iншательства показывает, что функция SЗ(t) остается голоморфной 
в точке t = О, если тз - тело, не участвующее в стошшовении. 

§ 420а. Если желательно, чтобы локальная униформизирующая пе
ременная и была пригодной для любой пары сталкивающихся тел 
и для любого момента столкновения, то (9) можно заменить сле
дующей формулой: 

t t (' и - - (' (~. тзтА, )а-и = J (t)dt = J LJ n, t. 



412 ГЛАВА У. ЗАДАЧА многих ТЕЛ 

Действительно, два из трех расстояний стремятся к случае пар
НОГО СТОЛRновения при t = О к одному и тому же положительно
му пределу, так что опять t(u) = uЗр(u), р(О) =1= О. 

3аметим, что такой выбор переменной и в настоящей задаче 
ЭIшивалентен выбору переменной t в задаче, рассмотренной в 

dt 
§§ 203-205, где df пропорциональна произведению rl r2. 

§ 421. Доказательство утверждения, приведенного в § 414 и ка
сающегося парного столкновения, теперь заRончено. В оставшем
сл случае одновременного столкновения утверждение, приведен

ное в § 414, имеет двойственный характер. А именно, в этом слу
чае ситуация 

(i) может быть такой же, как в § 269 или в § 420, но также 
(ii) может быть и иной. 
Справедливость (i) при произвольно заданных значениях трех 

Jlfacc т; подтверждается примером тех гомографичеСЮIХ (колли
псарных или треугольных) решений Gi = Gi (t), которые не обла
дают инвариантной плоскостью (тогда С = О). Действительно, 
§ 378 показывает, что эти решения всегда существуют, и мы при
ходим именно к той элементарной задаче, которая рассмаТрИВiI

лась в §§ 268-269. 
Доказательство (и) будет дано в §§ 422-424. Будет показано, 

что пр произвольно заданных значениях mi существуют решения 

"" 
Gi (t) = t'I, ~ ain гзn (О < t < const) , (27) 

n=о 

где трехмерные векторы aiO, ан, ai2, . .. при всех i = 1,2,3 веще
ственные и зависят от постоянных интегрирования. При этом не 
псе три аи обращаются в нуль и ряды t-'I'Gi (t), расположенные 
по степеням гВ, имеют отличные от нуля радиусы сходимости. 

Нюшнец, s - отрицательное число, зависящее лишь от заданных 
зпачений трех масс m; и представляемое алгебраической фУНRЦИ
ей mi. Таким образом, число s < О является рациональным лишь 
при исключительных значениях mi. Тот факт, что из существова
ния решений (27) вытекает справедливость (и), основан на сле
дующих соображениях. 

Очевидно, что инерциальные барицентрические позиционные 
векторы (27) стремятся при t-+ +0 к нулю, так что при t-+ +0 
имеет место одновременное СТОЛRновение всех трех тел. Выберем 
три массы ml, т2, тз, так что отрица тельное число s = s (ml, m2, тз) 
иррациональное. Тогда, поскольку не все три ан обращаются 
в нуль, по Rрайней мере одна ·из аналитичеСRИХ :beKTOP-фУНRциii 
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(27) имеет при t = О изолированную, но существенно особую 
(логарифмическую) точку. Таким образом, Р~1шение (27) являет
r,л вещественным при t < О и обладает бесконечным числом не
·посредственных аналитических продолжений при t < О, но каж
дая из получающихся ветвей оказывается комплексной при t < О 
(см. §§ 269-271). 

§ 4218. Таи как ряды типа (27) можно дифференцировать по
членно, то очевидно, что для таких решений затруднение, упомя

нутое в § 3G8, т. е проблема возможных спиралей, возникнуть не 
может. Однако, по-видимому, весьма трудно доказать, что лю
бое решение ~i = Gi(t), которое соответствует одновременному 
столкновению, можно получить по методу характеристических по

ЩJзателей S, примененному ниже в § 423 при доказательстве су
ществования частных решений вида (27). 

§ 422. Пусть Gi = Gi (t) - некоторое решение уравнении 

lIрИ 0< t < CODst. Положим, как и в (181) § 364 и (151) § 363, 

t = -lg t. (282) 

6i = t-'/'Gi, (28з) 

Тогда уравнения (281) запишутся согласно (191) - (192) § 364 
1$ виде 

l'де 

U= ~ .• т;т1l. 
'16;-611.1 

и точнами обозначается дифференциропание по t. Если t ~ +0, то 
t.- +00 согласно (282). 

Пусть Gi = Gi (t) - гомотетическое решение уравнений (281)' 
Выберем это решение так, чтобы постоянная энергии h была рав
на нулю. Согласно § 378 такие решения существуют при произ
вольных значениях mi и могут быть (см. § 367) как коллинеарны
ми, так и треугольными. В любом случае они приводят (см. § 378) 
Ii одновременному столкновению при некотором t = to, напри
мер, при t ~ + о Так как h = О, то сравнение § 378 с (22)
(222) § 268 показывает, что ~i (t) и t пропорциональны второй 
и третьей степени локально униформизирующей переменной lJ 
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ссответственно. Таким образом, Si (t) = t'I'6i (1). Обозначая Трll 
постоянных трехмерных вектора 6i (1), образующих треугольную 
или коллинеарную треугольную конфигурацию, через Cl1, а2, аз, 
получим, что согласно (282) 5i равно ai, т. е. что 5i (t) = ai, 
~i (t) = О Другими словами, 6i (t) = ai, i = 1, 2, 3, есть равновес
ное решение уравнений (291). 

Поэтому из § 89 следует, что если через ~i = ~i (t), i = 1,2,3, 
обозначено смещение (см. § 86) для этого частного решения (291), 
то уравнения Якоби (см. § 86), определяющие ~i, имеют постоян
ные коэффициенты. Так как С = О, то согласно § 326 третьи ком-
поненты шести трехмерных векторов 5i, 5; можно выбрать равными 
тождественно нулю. Тогда порядок уравнений Якоби понижается 
с 6n = 18 до 4n = 12. Таким образом, уравнения Якоби имеют 

вид (41) § 381, где n = 3, штрих ( =!-) надо заменить на 
" dt 

точку ( = ~t) и А = (ajL) - постоянная матрица 12-го поряд

ка. Если s - один из 12 корней уравнения det (sE - А) = о для 
ха рактеристических показа телей (см. § 89), то уравнения Якоби 
имеют решения вида ~i = E~; ехр (st), где векторы ~; - постоян
ные и не все равны нулю, а Е - произвольный скалярный коэф
фициент пропорциональности, lЮТОРЫЙ будем считать положи
тельным. 

§ 423. Выбирая Е малым и применяя результаты, изложенные в 
§§ 85-86, увидим, что уравнения (29{) обладают решением 
5! = 5i (t), которое в фиксированном ограниченном t-интервале ап
проксимируется формулой 

а, + ~i (t) == а; + E~i ехр (st) , i = 1, 2, 3, (30) 
тем точнее, чем меньше Е. Однако 5i(t) = ai - точка равновесия 
д:ш (~\J1). Следовательно, если какой-либо характеристический 
показатель s для уравнений Якоби отрицателен, то общеизвестная 
теперь "') теорема существования для вещественных нелинейных 
дифференциальных уравнений с аналитическиМ:и правыми частя
ми гарантирует существование семейства ре"шений 5; = 5i (t) 
уравнений (29{), зависящих от малой постоянной интегрирования 
Е, причем эти решения не только аппроксимируются выражения

ми (30) на фиксированном конечном t-интервале, но и представ
ляются на бесконечном интервале const < t < 00 степенными 

*) Этот вопрос является центральным в диссертации Пуанкаре. R мысли 
о существовании рассматриваемых разложений его привело замечание 
Дарбу. 
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рядами вида 

оа 

(31) 
n=:! 

с вещественными коэффициентами, имеющими при любом фикси
рованном малом 8 некотоЮ"ю нонечную область сходимости 
11'1 < const. 

Фиксируем 8 и определим ain при n = О, 1, 2, ... , полагая 
Qin = bin(e)en , n = 2,3, ... , и aiD =.'ai, ан = f!i8. Тогда ряды 
(31) можно переписать в виде 

6; = ~ ain exp(nst) (const < t < + 00) . (32) 
n=О 

§ 424. Решение (32) уравнений (291) эквивалентно в силу (281)
(28z) решению (27) уравнений 

11 
mi~{·= и"., • 

нреобразовываемых с помощью (281) - (28z) к виду (291). 
Следовательно, доказательство утверждения (ii) § 421 будет 

закончено, если только по крайней мере один из двенадцати ха
рактеристических показателей s для уравнений в вариациях ока
жется при соответствующих значениях масс m. отрицательным и 
иррациональным. Удостовериться в последнем можно путем ис
следования корней уравнения det (sE - А) = О. Эти громоздкие 
n элементарные исс.тrедованиЛ аналогичны тем, о которых указы
валось в § 381. Выполняя их в данном случае, найдем, что если 
точка равновесия 6, = а. уравнений (291) соответствует треуголь
ному решению, то восемь корней уравнения det (sE - А) = о из 
Дliенадцати принадлежат, как и в § 382, к устойчивому типу. 
Если исключить эти корни, то остающееся биквадратное уравне
ние легко разрешимо. Один из его корней s = S(m1, mz, тз) ока
зывается отрицательным при произвольных mf, m2, тз и его зна
чение зависит от масс т. (входящих в ноэффициенты уравнения). 
Нроме того, этот корень s =, s (т1, т2, тз) принимает иррацио
нальное значение, так как он является алгебраической, а следо
вательно, непрерывной функцией mi. 

Аналогичная ситуация имеет место и тогда, когда рассматри
ваемая центральная конфигурация не треугольная, а коллинеарная. 

§ 425. Очевидно, что метод, примененный в § 421-424, можно 
распространить на случай одновременного столкновения (§ 335) 
n =f=. 3 тел. Метод же, примененный в §§ 415-420, распространя
ется на случай парного столкновения (§ 349) при n> 3, если 
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только использовать вместо (142) аналогичные n - 2 тождествен
ные подстановки. 

Предположим в более общем случае, что в барицентрической 
инерциальной системе координат ~ существуют q « n) точек 
01, ... ,0/, ., ., ОЧ таких, что именно n/ из n тел mt, ... , m n стре-
мятся при t- +0 к точке 0/. При этом n/ ~ 1 и n1 + ... + nч = 
= n > q, тю{ что во всяком случае' n/ ~ 2. Тогда легко заметить, 
что для тех l, для которых n/ > 2, соображения, изложенные в 
§§ 361-368 и в §§ 421-424, можно црименить к группе n/ тел, 
с-талкипающихся в точке 0/. Для тех же l, для которых n/ = 2, 
соображения, изложенные в §§ 349-350 и в §§ 415-420, приме~ 
нимы к паре тел, сталкивающихся в точке 0/. 

Затруднение (см. § 411) состоит в том, что если только n > 3 
(см. §§ 412-413), то неизвестно, всегда ли существуют указан
ные точки 01,"" оч, когда удовлетворяется условие r(t) -+ О 
«(;м. §§ 409-410). 

ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ 

§ 426. Назовем столкноиение в задаче трех тел продолжаемым, 
если оно не принадлежит к одновременному столкновению типа 

(ii) § 421, т. е. если оно не при водит к появлению трансцендент
ной особенности. В частности, любое парное столкновение продол
жаемо. 

Рассмотрим некоторое определенное решение ~; = ~i(t) зада
Чи трех тел. Пусть в начальный момент t =, to все три Pjk > О. 
Проследим это решение, начиная с t = to, например, при t < to. 
Тогда возможны три случая: 

(1) ни при каком t величина (1) § 407 в нуль не обращается, 
и тогда § 409 показывает, что движение совершается без особен
Ностей до момента t = -00 или согласно § 413 происходит стоЛI{
новение, а тогда одно из двух: 

(II) в некоторый момент происходит продолжаемое столкно
мние; 

(III) в некоторый момент происходит непродолжаемое столк
nовение. 

Предположим, что имеет место случай II, пусть [(1) - момент 
столкновения, ближайший к начальному моменту to. Тогда, рас
сматривая аналитическое продолжение данного решеНИН~i = ~(t) 
в точке [(1), придем к вьшоду, что при t < (!.1) возможен любой 
из трех случаев (1), (11), (111). Следовательно, повторяя, пока 
это возможно, аналогичные рассуждения далее, можем заклю

ЧИТЬ,что 

а) либо мы придем после конечного числа случаев II к слу
чаю 1 или III, так что по(;ледовательные аналитичеСRие продол-
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жения даююго решения Si = 6i (t) при t < to мы получим с по
мощью конечного числа шагов; 

б) либо мы никогда не придем к случаям 1 или III, так что 
г<роцесс аналитического продолжения в последовательные момен

ты столкновений повторяется бесконечное число раз и приводит 
к бесконечной последовательности t(l) > ~) > ... > t(1II) > ... 
моментов продолжаемых СТОJIкновениЙ. 

Но тогда ниже будет показано, что в поеледнем случае 
t(m.) ~ -00 при т ~ 00. 

§ 427. Предположим, что бесконечная последовательность 
[(1), t{2), ••• существует и не стремится к -00. Тогда, поекольку 
[{т) > t{m+l), существует конечное t" такое, что [{т) ~ t" при 
т ~ 00. Выберем начало на оси времени так, чтобы t* = О. Пусть 

знаки lim, Нт, lim относятся к предельному процессу lim t = +0, 
когда t изменяется непрерывно, проходя, в частности, все дискрет
ные моменты столкновений [{т), имеющие точку сгущения t = +0. 

В этом смысле lim r(t) = О, если r =·min (РI2, Р23, Р31), Дей
ствительно, из предположения, что lim r(t) > О, вытекает суще
ствование последовательности tl, t2, ... такой, что tm лежит меж
ду [{т) И [<т+1), а r(tm ) превосходит при любом т фиксированное 
положительное число, равное, например r"'. Тогда, поскольку 
tm -+ +0, можно использовать неравенство (42) так же, как это 
было сделано в § 409, и прийти к тому же противоречию. 

Так как lim r(t) = О, то' рассуждения, приводившиеся в 
§ 411а, сохраняют свою силу. Таким образом, lim 1" (t) = +00, 
11 существует не отрицательный lim l(t) ~ +00. 

Из существования Нт l(t) ~ +00 вытекает далее, что усло
ние lim r(t) = О можно заменить более сильным условием стрем
ления к нулю по крайней мере одного из трех Pjk (t). В ином слу
чае можно было бы выбрать последовательность моментов t 1, t2, ... 
таких, что tm удовлетворяют тому же условию, о котором гово

рилось В § 412, и расположено между [<т) И [<т+l). Но зто ведет 
1, тому же противоречию, что и в § 412. 

Следовательно, можно выбрать обозначения так, что 
Нт PI2(t) = О при lim t = +0. 

§ 428. По определению моментов [<т) по крайней мере одно из 
трех Pjk (t) обращается в нуль при любом фиксированном t(m), 

причем t{m) -+ +0 при т -+ 00. Как при парпом, так и при одно
временном столкновении в фиксированный момент [<т) производ
ная ]' (t) остается, как показывает последнее замечание в § 414а, 
непрерывной при любом [<т), хотя J" (t) станоlSИТСЯ неограничен
ной (положительной). Кроме того, из условия lim J"(t) = +00 

27 А. Уинтнер 
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вытекает, что J' (t), а также и сама функция J (t) монотонны в 
достаточно малой е-окрестности справа от момента t = о. 

Так как J(t) > О в интервале между t = t<m) и t = t<m+1) и так 
как t<m) -+ +0 при т-+- 00, то J(t<m» =1= О при любых достаточно 
больших т. Другими словами, столкновения, происходящие при 
t =, t<m), являются, начинал с HeKoToporo т, парными. 

Поскольку Нт P12(t) = о, то либо все три lim pjk(t) = о, 
либо обращается в нуль при t = t<m) и различных и достаточно 
больших т одно и то же расстояние Р jk, а именно Р12. НО мы те
перь покажем, что оба эти случая, не исключающие друг друга, 
ведут к противоречию. Это противоречие доказывает отсутствие 1>0-

нечного t", о существовании которого мы предположили в § 427. 

§ 429. Предположим сначала, что все три lim pjk(t) = О при 
t -+- +0. Тогда, хотя моменты t<m) столкновений имеют точку сгу
щения t = +0, ничто не препятствует повторить рассуждения, 
приводившиеся в §§ 335-338а. Эти рассуждения необходимо 
лишь очевидным образом видоизменить с учетом того факта, что 
все промежуточные СТО;IIКновения являются парными столкнове

ниями между т1 и т2 (см. § 428). Таким образом, применима 
формула (181) § 337 (если считать, что Нт t = +0), и, следова
тельно, Нт J" (t) 1] (t) существует и отличен от нуля. Но J (t) не 
может обращаться в нуль в моменты t, достаточно БЛИЗlше к 
Нт t = = +0, поскольку столкновения при t =, t<m) не являются, 
начиная с некоторого т, одновременными. Следовательно, J" (t) 
lюнечно при любом t, достаточно близком к Нт t = +0. Мы при
шли, таким образом, к противоречию, поскольку, как было указа
но в § 428, J"(tm) = +00 при любом т, а t<m)-+ +0 при т-+-оо. 
Этим самым исключается первый из двух случаев, упомянутых 
в ко.нце § 428. 

Для того чтобы доказать невозможность BToporo случая, мож
но, очевидно, предположить, что хотя лишь P12(t) из всех трех 
pjk(t) стремится к нулю, но P12(t<m» = о при всех достаточно 
больших т. Вместе с тем то же самое доказательство, которое 
приводилось и § 412, показывает, что существует общий отлич
ный от нуля предел lim Р1з(t) = Нт Р2з(t) ~ +00. Следователь
но, если момент t достаточно близок к Нт t = +0, то оба расстоя
пия Р}3 (t) превосходят некоторое фиксированное положительное 
число, и ничто не препятствует повторить рассуждения, приво

дившиеся в § 349а. Надо лишь учесть тот факт, что все промежу
точные столкновения - парные столкновения между т1 и т2 (см. 
§ 428). Таким образом, применима формула (82) § 413. Однако 
из замечаний в § § 336-337 видно, что (~) § 413 влечет за со
бой (81) § 413. Формула же (81) § 413 показывает, что t'I' P12 (t) , 
а также и P12(t) положительны при любых достаточно малых 
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t> О. Следовательно, условие P1Z(t<m) = О не может иметь мес
rA. при' достаточно больших m. 

Это противоречие завершает доказательство факта, указанного 
в конце § 426. 

§ 430. Таким образом, моменты продолжаемых столкновений 
(§ 426) не могут иметь конечную точку сгущения t*. Поэтому из 
альтернативы, сформулированной перед последним утверж
дением § 426, следует, что если решение ~i = Si (t) задачи трех 
тел не может быть аналитически продолжено до t = -00 (или до 
t = + 00), то это решение перестает существовать лишь при ко
нечном t, представляющем собой изолированную трансцендент
ную (логарифмическую) особую точку и соответствующем второ
му из двух случаев (i), (ii) § 421. 

Сравнивая этот результат с § 413, видим, в частности, что если 
решение обладает инвариантной плоскостью (т. е. еели это реше~ 
ние неплоское), то оно существует при всех t О'Г t = -- 00 до 
t = + 00 при условии, что оно аналитически продолжаемо в мо
менты парных СТОЛЮIOвениЙ. Разумеется, число таких столкнове
ний может быть конечным: (;::: О) или бесконечным. 

По существу, пример, упомянутый в конце § 346а, показы
вает, что решение, не обладающее инвариантной плоскостью, мо
жет и не приводить к одновременному столкновению. Наконец, 
выбирая h < О и рассматривая гомографическое решение, исполь
зуемое в § 421 для доказательства утверждения (i), увидим, что 
решецие может существовать при всех t от t = -00 до t = +00 

даже и тогда, когда имеет место бесконечно большое число одно
временных столкновений. 

§ 431. Следует упомянуть, что, если существует инвариантная 
плоскость, т. е. если С =1= О, то не толы<о сам полярный момент 
Иllерции J = ~-1~*mjmkРjk положителен (это утверждение экви
валентно условию Min (Р12, Р23, рзz) = r> О при любом t (§ 335», 
по также liт J > О, т. е. Нт r > О при t--+ ±оо. Доказательство 
DТОЙ теоремы, основанное на неравенствах, приведенных в § § 333-
334а, слишком длинное, и мы его приводить здесь не будем *) . 

§ 4318. Обычно доказательство утверждения, сформулированного 
в § 426 (и доказанного как при С =1= О, так и при С = О в 
Н 427-429), основывается в случае С =1= О на теореме, рассмот
ренной в § 431. Заметим, однако, что эта теорема неприменима 
при С = О к тем решениям, которые если и соответствуют столк
новениям при -00 < t < 00, то толы<о парным. 

*) Труден лишь случай h < О, так как при h ~ О теорема легко дока
аывается простым методом, ~рименявmимся в § § 332-332а. 

27~ 



420 ГЛАВА v. ЗАllAЧА многих ТЕЛ 

§ 432. Из сформулированного в конце § 426 вытекает, что если 
р()шение задачи трех тел не обладает непродолжаемыми особен
ностями (т. е. если С =1= О), то регуляризующая переменная и, оп
ределяемая согласно (26) § 420а, стремится монотонно к ±оо 
при t -+ ±оо. 

В случае, когда С =1= О, теорема предыдущего параграфа дает 
всю дополнительную информацию. Действительно, если приме
нить непосредственное аналитическое продолжение вдоль веще

ственной оси и, то тогда из примечания в § 408 следует, что три 
барицентрических вектора положения ~o, рассматриваемых как 
функции переменной и, являются регулярными аналитическими в 

полосе I R (u-у -1) I < const вдоль вещественной оси на комплекс
ной плоскости и, причем R(z) обозначает вещественную часть z. 

§ 432а. Если эта полоса I R (u1 - 1) I < const отображена взаим
но однозначно и IЮНформно на внутреннюю часть круга с единич
ным радиусом на комплексной плоскости *) Ш, то, l\онечно, мож
по разложить ~. в степенные ряды по ш, сходящиеся при I w I < 1. 
В силу'преобразований w = ш(и) и u =,u(t) МЫ приходим К не
I\ОТОрЫМ разложениям координат 6, = ~. (t), справедливым при 
-00 < t < 00. Этот факт, представляющий собой тривиальное 
повторение чисто теоретико-функционального результата, указан
ного в § 432, часто служит источником той неправильной форму
J!ИРОВКИ, что если С "* О, то задача трех тел разрешима, по сколь
ну координаты 6о могут быть разложены в ряды. 

Оказывается, однако, что упомянутые ряды ввиду их крайне 
медленной сходимости совершенно бесполезны для практических 
целей даже в таком простом случае, как треугольное гомотетиче
ское решение. 

§ 433. Из § 430 видно, что решения задачи трех тел ЯВЛяются 
вообще (например, всегда, когда С =1= О) неограниченно продол
жаемыми в указанном в § 119 смысле. Но тогда возникает вопрос 
о том, что фактически означают полученные выше результатЫ 

(; точки зрения <<Проблемы интеграцию> уравнений движения. Для 
того чтобы сформулировать ответ на этот вопрос, необходимо воз
вратиться к исключению кинетичеСl\ОГО момента и количества 

движения (центра масс). 

§ 434. Приведение уравнений (91) § 384 к виду (32) § 394 оспо
вывалось на использовании интегралов площадей и движения 

пентра масс, но не интеграла энергии. Поэтому функция Гамиль-

*) Если const = те / 2, то это отображение описывается формулой 
е " -1 

W=--. 
е" + 1 
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тона (33) § 394 содержит постоянную I с I (модуль кинетическо
ro момента), но не постоянную энергии h. Используя же допол
нительно интеграл энерг;и:и Н = h, где Н определяется согласно 
(33) § 394, можем исключить одну из 8 переменных I, P i , L, pi, 
так что система (32) § 394 восьмого порядка сводится к системе 
вида 

k = 1, ... ,7, 

rдe известные функции ZI1. переменных Zi зависят от обеих посто
RННЫХ I С 1, h. Так как эта система 7 -го порядка не содержит 
явно t, то ее можно привести к сиетеме В-го порядка, содержащей 
невависимую переменную, причем роль последней будет играть 
одно из ZI1. (при условии, что не все ZI1. (t) =1 const). Если же при
м.енить к (32) § 394 метод, изложенный в § 181, то данная не
J\онсервативная система В-го порядка запишется в виде гамильто
вовой неконсервативной системы с тремя степенями свободы. 

§ 435. В частности, если L = L(t) не остается постоянным вдоль 
рассматриваемого решения, то согласно (18) § 181 

1\ = -Крр Р; = K pi , i = 1,2,3, 

где 

к = K(P t , Pz, Рз , Pt, Р2, Рз, h, ICI) 
и точками обознач!шы производные по L. Эта гамильтонова (не
консервативная) система с тремя степенями свободы является 
натуральной формой уравнений движения в задаче трех тел, так 
как координатами служат взаимные расстояния Pi, а независи

мой переменвой - наклонение переменной плоскости П (t) трех 
тел по отношению к фиксированной плоскости П*, определенной 
в § 394 независимо от выбора системы координат. 

§ 436. Остается определить те решения задачи трех тел, для ко
торых предположение L(t) =/= const для натуральных гамильтоно
вых уравнений предыдущего параграфа нарушается. Это обяза
тельно будет в случае плоского решения, так как тогда L(t) = 
= const = о. Однако плоские решения можно не рассматривать, 
так как для них можно получить (см. § 399) гамильтонову систе
му в том же виде, но где роль независимой переменной играет t, 
а не L, и функция Гамильтона консервативная. Однако равенство 
L(t) = const может иметь место также и для некоторых неплос
ких решений. Действительно, на основании изложенного в § 346 
легко установить, что наклонность L постоянна и равна 1/2'Л для 
обоих типов (i), (ii) пространственных равнобедренных реше
ний. Насколько можно судить по известным в настоящее время 
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данным, других таких случаев, когда L(t) = const, возможно, не 
существует. Однако вопрос о выделении всех решений, для кото
рых L(t) = const, является, по-видимому, сложным (хотя ответ 
:может быть тривиальным). Возможно, что он связан с теоретико
функциональными соображениями, аналогичными тем, которые 
приведены в § 389. Во всяком случае, не очевидно, что не допу
сн:ается равенство L(t) = сопэt, где const отлична от нуля и 1/2'Л, 
И что const =, 1/2'Л лишь для равнобедренных решений. 

§ 437. Пусть постоянная [СI в (33) § 394 и энергия h фиксиро
ваны. Обозначим тогда через М7 = М7 ( ICI) множество (точнее 
говоря, совокупность точек в 7 -мерном пространстве), которое вы
деляется из 8-мерного фазового пространства переменных систем 
(32) § 394 после изоэнергетической редукции. 

Более точно можно определить М7 как геометрическое место 
тех точек Д о п у с т и м о й области (1, L, ••• , Рз, Рз), в которых 
функция (33) § 394 принимает постоянное значение h, причем 
слово <<допустимой» означает, что структура этой области отвеча
ет некоторым требованиям. Например, наклонность L должна рас
сматриваться как УГоЧовая переменная (mod 'Л), а если требуется 
(как и в § 394), чтобы треугольник ~ был невы рожденным, то 
подпространство трех расстояний Pi должно определяться нера
венствами 0< Pi < Р; + Ph. Фактически полное многообразие 
всех возможных состояний движения в задаче трех тел получим 
лишь в том случае, если также включим, с одной стороны, пре
дельные случаи сизигий и коллинеарных решений, когда 
.1 LlI = о < Pi = Р; + Ph для одной какой-либо системы индексов 
i, j, k и, с другой стороны, предельные случаи парных и одно
I1ременных столкновений, когда по крайней мере одно Pi = О. 
Действительно, в § § 498-500 мы увидим на сравнительно про
стом примере, насколько существенными являются столкновения 

для повимания топологической структуры. Конечно, лишь деталь
ный анализ ПОЗволит решить, какова Д о п у с т и м а я область 
(1, L, Р1 , Р2, Рз ) В случае, когда (Р1, Р2, Рз) соответствует какому
либо из предельных случаев. 

§ 438. Из всех этих замечаний вытекает, что топология множе
ства М7 = М7 (1 с 1) подразумевается совпадающей с топологией 
тех состояний приведенной задачи трех тел, которые совместимы 
с заданными значениями постоянных 1 с [, h, не меняющимися 
вдоль любых интегральных кривых уравнений (91) § 384. Таиим 
образом, с топологической точии зрения :множество М7 при фик
сированных 1 с 1, h внутренне связано с задачей трех тел (так 
что, в частности, М7 не зависит от выбора фазовых переменных 
и поэтому может быть также определено с помощью (101) - (10з) 
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§ 384 и Н (Т\I, ... ,sз) = h). Описание свойств М7 могло бы иметь 
фундаментальное значение (см. § 227). К сожалению, никаких 
Iюнкретных сведений о топологической структуре М7 мы не 
имеем. 

§ 439. Исключим предельный случай коллинеарных решений, за
полняющих пространство с меньшим числом измерений. Тогда 
легко показать, что множество М7 (1 С 1, h) не содержит интеграль
ных кривых, состоящих из особых и только из· особых точек это
го множества, если только I С 1, h не удовлетворяют условию 
1 + hOlCOl2 = О (упомянутому в конце § 378, где Icol, hO опре
деляются в зависимости от I С 1, h и (тl, т2, тз) по формулам, 
приведенным в §§ 375, 378). С дfУГОЙ стороны, если ICI и h 
удовлетворяют условию 1 + hO I со 2 = О И определяют, таким 
образом, либрационные треугольные решения, то эти решения 
соответствуют изолированным точкам (а не кривым) соответ
ствующего множества М7 ( I С 1, h), причем эти изолированные точ
ки оказываются особыми точками М7• 

Доказательство может быть проведено следующим образом. 
Так как нет необходимости рассматривать особые точки р; = О 
и d = О функции (33) § 394, то из примечания в § 394 видно, 
что вдоль рассматриваемых исключительных решений функцию 
(33) можно предположить регулярной аналитической. Но 
тогда множество М7, определяемое соотношением Н = const = h, 
не может иметь особую точку, в которой частные производные 
первого порядка функции (33) § 394 восьми переменных не об
ращаются одновременно в нуль. Следовательно, уравнения (32) 
§ 394 показывают, что все восемь фазовых переменных 1' ...• рз 
не должны зависеть от t вдоль рассматриваемых исключительных 
решений. Так как, в частности, Pi не зависят от t и соответству
ют, следовательно, решению относительного равновесия, то из 

§ 367 и в силу исключения коллинеарных решений следует, что 
три постоянные Р; = Р определяют равносторонний треугольнИI~. 
Этот факт с учетом (32) - (33) § 394 и (ii) § 371 сразу показы
вает, что t, 1, Pi также не зависят от t и определяют вместе с 
р; = Р особую точку множеСТl'Jа М7 • Доказательство закончено. 

§ 440. Как это следует из §§ 200-201, каждое новое поколение 
обычно старается по своему интерпретировать существо <<Про
блем» в задаче трех тел. До тех пор, пока Биркгоф не реализовал 
геометрические идеи Пуанкаре о динамических системах с двумя 
степенями свободы, ответ на вопрос об этих проблемах был обыч
но танов: с одной стороны, задача трех тел не может быть «ре
шена» ввиду установленного факта отсутствия интегралов специ
ального вида (ем. §§ 129, 320а), но, с другой стороны, задачу 
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трех тел можно рассматривать как «решенную» ввиду сходимости 

некоторых рядов вдоль всей оси t (см. § 432а). В настоящее вре
мя существует мнение, что первая часть этого утверждения не 

точна, а вторая бессодержательна и что следует формулировать 
проблему в терминах (<несжимаемого потока» в семимерном мно
гообразии следующим образом. 

Рассмотрим при фиксированной паре постоянных I с 1, h все те 
решения Si = Si (t) задачи трех тел, которые являются непрерыв-
110 продолжаемыми при :всех - 00 < t < + 00, причем последнее 
ограничение необходимо наложить лишь в случае С = о. Как при 
С = О, так и при С =1= О состояние, соответствующее решению 
Si = Si (t), i = 1,2,3, при фиксированном t, представляется точ
~ой в множестве М7 ='М7 (!С!, h). Таким образом, все решение 
Si = Si(t), -00 < t < +00 (i = 1,2,3), целиком представляет
ся в М7 = М7 (!CI, h) кривой, вырождающейся в точку в случае, 
когда Si = Si(t) - решение относительного равновесия. Эти 007 

nривых, не пересекающихся друг с другом, определяют в М7 = 
= М7 (!С!, h) группу преобразований 'tt, -00 < t < +00, ана
логичных тем, которые указывались в § 121 (по крайней мере, 
если случай С = О, соответствующий неограниченно продолжае
мому решению, или, точнее говоря, если все таRие решения из 

М7 (О, h) исключены). ЛеГRО проверить, что (шотою) кривых, оп
ределяемых в М7 (1 С ! , h) группой преобразований Tt = 'tt ( I С I , h) , 
-00 < t < +00, несжимаем в указанном в § 122 смысле, если 
топологическое множество М7 рассматривается в каноническом 
фазовом пространстве (например, в пространстве переменных 
(1, ... , Рз) уравнений (32) § 394). Анализ задачи трех тел при 
произвольно фи~сированных ! С !, h связан, таким образом, с то
пологическим исследованием этого потока. 
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ОГРАНИЧЕННАЯ ЗАДАЧА ТРЕХ TEJ1 

§ 441. Обозначим через РI и Р2 две материальные точки в задаче 
n = 2 тел. Пусть общая масса РI и Р2 равна' единице, так что 
ее-ли масса Р? обо!!начена чере!! JL, то масса РI равна 1 - JL. В со
ответствии с § 343 (и с § 207) уравнения движения РI и Р2 име
ют вид (21) § 241, где х, у - прямоугольные координаты Р2 на 
плоскости (х, у), в которой всегда находится Р2, а РI расположено 
R начале координат с осями, параллельными осям инерциальной 
координатной системы. 

Предположим, в частности, что Р'}. движется вокруг РI по кру
гу. Выберем радиус зтого круга за единицу расстояния. В соот
Dетствии с § 276 материальная точка Р'}. будет двигаться тогда с 
постоянной угловой скоростью n, причем n'l.· 13 = 1, так что мож
но положить бе!! потери общности (см. в конце § 214) n = +1. 
Таким образом, если направление оси х выбрано так, что Р2 рас
положено при t = О на положительном направлении оси х, то 
l\Оординаты Р'}. равны (сов t, sin t) при любом t. 

Рассмотрим теперь третью материальную точку Р, д:вижущую
ся в плоскости (х, у) под влиянием ньютонианского притяжения 
РI и P'l., но не во!!мущающую кеплерово движение Р! и Р2 • Хотя 
это предположение и не находится в согласии с законом притя

)f,ения Ньютона, но оно достаточно хорошо отражает фактическое 
положение в том случае, когда масса «бесконечно малого» тела Р 
ж-rамного меньше массы любого из «конечныю) тел РI и P'l.. Задача 
(1 движении Р в такой схеме называется ограниченной задачей 
трех тел. 

Эта задача имеет две степени свободы. Действительно, если 
через Х, у обозначить к<юрдинатЬJ Тела Р, то :Q соответствии с 
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342 имеем 

"+(1 +0) .~ n ~ - J.L (~2 + у2 )"/' = ~'ж' 

где 

9 = IJ.( 1 2 \ 21'1 . ~co:t+ys:nl~1 ), 
(х - cos t) + У - sin t) • cos t + sin t . 2 

так как О, 1 - IJ., IJ. суть массы, а (х, у), (О, О), (cos t, sin t) суть 
координаты Р, P t , Р2 соответственно. 

Очевидно, что эти уравнения можно переписать в виде 

х" =их. у" = Иjj, 

lле И· неконсервативная силовая функция 

- - 1-1J. 
U=U(x,y,t)= (X2 +Y2),/.+g. 

Следовательно, уравнения движения обладают неконсервативной 
функцией Лагранжа L, определяемой формулой 

L = ..!-(Х'2 + у'2) + И, ~11) 
2 

где 

[j = (х2 + if'!) -,/. + IJ.F (х, у, t). (12) 
F = (х - cos е)2 + (у - sin t)2[-'/. - (х2 + ;r)-'/.-

-(xcost+ysint). (1з) 

§ 442. Ограниченная задача трех тел была рассмотрена впервые 
Эйлером в связи с одной из его теорий движения Луны. Однако 
математическое и астрономическое значение этой схемы было по
нято значительно позднее. 

Прежде всего Якоби указал, что эта задача является, по суще
ству, консервативной задачей с двумя степенями свободы. Чтобы 
это по казать, достаточно заменить (х, у) системой координат 
(6, ТJ), вращающейся вокруг общего начала (О, О) и в которой Р2 
остается неподвижным. Таким образом, 

6 = х cos t + У sin t, } 
1'J = -xsint+ycost, 

(2) 
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причем Р2 будет иметь при любом t координаты (1, О). Подстав
ляя выражения для Х, у череа 6, !I в (12) - (1з), получим, что 
если ПОЛожить в соответствии с § 95 L == L, то 

L = ~ (;'2 + '1'2) + (611' - 11;') + { ~ (;2 + '12) + и}, (31) 

u = (;2 + 112)-'/. + J1F, (3,д 

F = (~ - 1) 2 + '12]-'1. + (;2 + 112) -'/. - ;" (3з) 

Иа (32) - (3з) вытекает, что функция Лагранжа (31) хотя и не
обратима, но консервативна. В соответствии с иаложенным в 
§ 155 лагранжевы уравнения, описывающие движение Р, 

(LJi =0, (Lk = о 
допускают интеграл 

1 
2"(6'2 +11'2) - { } = const. 

Этот интеграл, называемый интеграл()м Якоби, выражает факт 
постоянства относительной энергии, причем член 1/2 (S2 + 112) В 
{ } представляет собой силовую функцию центробежных сил, 
ПОЯВЛЯЮЩИХСЯ благодаря вращению системы (2), а член 
(SТJ' - ТJs') в (31) соответствует кориолисовым силам; 

Такая постановка ограниченной задачи трех тел становится 
основной сначала в теории движения Лупы, разработанной Де
лоне, а затем под ее очевидным влиянием в работах последней 
четверти 19 века. С одной стороны, Хилл развил к этому времени 
свою теорию движения Луны, опирающуюся на уравнения (34). 
Разработанная детально Брауном, эта теория является в настоя
щее время наиболее точной, рассматривавшейся когда-либо в не
бесной механике (как в теоретическом смысле, так и с точки эре
ния численных расчетов). С другой стороны, окааалось, что схема 
ограниченной задачи трех тел также дает приемлемое приближе
ние во многих случаях движения малых планет. 

В то же самое время эта схема привлекла внимание Пуанкаре, 
и центральное место в его работах по динамике занимала именно 
эта задача. Пуанкаре рассматривал еистему с функцией Лагран-' 
жа (31) как прототип тех динамических систем, которые имеют 
две степени свободы и, в отличие от еистем е одной степенью сво
боды, не приводятся к квадратурам. В некотором отношении не
обратимая система, определяемая функцией (3:1), является более 
СJIOЖНОЙ, чем простейшая «неинтегрируемаю) система (обратимая 
и имеющая две степени свободы). Конечно, некоторые данные 
\:видетельствуют о том, что тополог:ия ограниченной задачи трех 
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тел, а также и сама вта задача, хотя и достаточно сложные, явля

ются слишком uростыми, чтобы характеризовать «общую» дина
мическую систему с двумя степенями свободы. Но во всяком слу
чае, почти все математически значительные работы, способство
вавшие прогрессу общей аналитической механики в течение 
20 века, в особенности работы Леви-Чивита и Биркгофа по ди
намике систем, были связаны в той или иной мере с исследовани
ем ограниченной задачи трех тел. 

В частности, анализ ограниченной задачи трех тел часто (хотя 
и не всегда) позволял догадываться о некоторых результатах для 
общей задачи трех тел. Например, регуляризация в ограниченной 
задаче (Тиле и Бурро, Леви-Чивита, см. §§ 446-452) предшест
повала регуляризации в общей задаче трех тел в случае парных 
столкновений (3ундман, Леви-Чи:iшта, см. §§ 415-420). 

§ 443. В соответствии с § 442 тела Р! И Р2 находятся соответст
пенно в точках (О, О), (1, О) вращающейся координатной системы 
(~, ТJ). Тю, как массы Р1 и Р2 равны 1 - f.J. и f.J. соответственно, то 
центр масс имеет координаты (f.J., О). Целесообразно заменить си
стему (~, ТJ) новой координатной системой (х, у) *), являющейся 
барицентрической, так что 

G = х + f.J., ТJ = у, (4) 

причем (-f.J., О) и (1 - f.J., О) - новые фиксированные координа
ты Р! и PZ• Новая координатная система (х, у) вращается равно
мерно вокруг центра масс Р! и Р2 • 

Подставляя (4) в (31) - (32), сразу получим 

L=~ (х'2+ у'2)+(ху'-ух')+и(х, у), (51) 

f.J. + ---:-----'-----,.-:-с-I (х - 1 + f.J.)2 + yZI'/. ' 

ссли отбросить аддитивные члены f.J.ТJ' и 1/2f.J.2. Это отбрасывание 
Dполне оправдано, так как (см. § 156) f.J.fJ' равно производной G' 
функции G = f.J.ТJ, а 1/2f.J.2 = const. 

По причинам, которые будут ясны позднее (см. § 517), вра
щающаяся барицентрическая система координат (х, у) носит 

*) Следует отличать эту КООРДlIнатную систему от системы (х, у) § 441, 
которая обозначается теперь через (х, у). 
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название синодической. Если f.A. = О, то (51) - (52) сводятся К (51) 
§ 300, так что используемая терминология такая же, !{ак и в пре
дольном случае, рассмотренном в § 300. 

Ось х синодической координатной системы называется осью 
сизигиЙ. Такое название согласуется с определениями в § 327, 
так кан два из трех тел P I , Р2, Р всегда расположены на этой оси. 

В соответствии с (51) - (52) уравнения Лагранжа 

[L]x = о, {L]y = О 
JI их интеграл энергии можно записать в виде 

х" - 2у' = их, у" + 2х' = иу, 

:с,. + у" = 2и (х, у) - с. 

если через _1/zC обозначить (кю{ и в предельном случае в § 300) 
постоянную энергии. Сама постоянная С называется постоянной 
Яlшби. 

Если через Х, У обозначить импульсы, а через Н (Х, У,:с, у) 
I'амильтонову фУННЦИЮ, соответствующую (51) - (52)' то В соот
ветствии с § 229 

х = х' - У, У = у' + :С, 
1 

Н = 2(Х2 + Y2)-(хУ - уХ)- V(x, у}, (72) 

1 
V(x, у) = и(х, у) - _(х2 + у2), (7з) 

2 

H=h, (74) 

1 
h = --с. (75) 

2 

§ М3а. С помощью биполярных координат (33) § 56 функцию 
(52) § 443 для двух произвольных масс f.A., 1 - f.A. можно записать 
в симметричной форме 

где 

поскольку 
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§ 444. Если отбросить последнюю сумму, соответствующую ценТ'" 
робежным силам, то U примет вид 

и= 1-11 +~. 
Г1 Г2 

Если же пренебречь таRже кориолисовыми силами, представлен-. 
ными в (51) членами (ху' ..:- ух'), ТО мы придем к задаче двух не
ПОДВИiIЩЫХ центров (см. § 203), интегрируемой в эллиптических 
функциях. 

§ 4448. Если две массы равны, то для того чтобы задача приводи,
лась к квадратурам (выражаемым также с помощью эллиптиче
ских функций), необходимо пренебречь лищь кориолисовыми, но 
не центробежными силами. 

Действительно, если 1 - 11 = 11, то (см. § 443а) . 

1 2 2 1 -1 -1 
и=4"(Г1+Г2)+Т(Г1 +Г2 )+const. 

Таким образом, если выбрать переменные так же, как и в § 203, 
то обратимая задача, соответствующая лагранжевой функции 

L = ~ (х'2 + у'2) + и, 
будет принадлежать, как легко видеть, к тому типу, который был 
рассмотрен в § 194. 

§ 445. Единственным (<известным» интегралом для уравнений 
(б1) является интеграл энергии (бz). Отрицательный результат 
для задачи n(~3) тел, упомянутый в § 320а, может быть дока
ван тю{же и для ограниченной задачи. Единстиенный интеграл 
(62) играет в этой задаче ту же роль, что и группа всех десяти 
консервативных интегралов (§ 320). Однако эти отрицательные 
результаты для уравнений (61) не приносят нам никаких кон-
1{ретных сведений, поскольку опять остаются в силе замечания, 
сделанные в § 320а. 

РЕГУ ЛЯРИЗАЦИЯ 

§ 446. Лагранжева функция (51) § 443 имеет вид (51) § 229, где 
f(x, у) = 1, так что ro == 1 в силу (3) § 228. Следовательно, при
меняя (112) - (132) § 230 к произвольному конформному Qтоб-
ражению 

х + iy = z = z(~) = z(~ + iТJ), 
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получим *) 

~ - 2Iz~12~ = и7;" ~ + 2IZtI2.~ = UfJ , (81) 
_, 1 
t = Iz~12' (82) 

где точками обозначены производные по переменной t = t (t) , 
Iюторая находится с помощью квадратуры из (82), И 

1· . -
2 (~11 + 1]2) - и = О, (91) 

u=u(s 1],-~ C)=I ZtI 2 (U- ~c). (92) 

§ 447. Если 1.1. отлично как от О, так и от 1, то конечными веще
ственными особыми точками аналитичеСIЮЙ силовой функции 
(52), . а вместе с тем дифференциальных уравнений (61) будут 
точки (х, у) = (1- /1, О) и (х, у) = (-1.1., О), в которых нахо
дятся две притягивающие массы. Если /1 = О, то первая из этих 
особых точек исчезает, а вторая оказывается такой, которая до
пускает, как и в § § 268-269, регуляризацию с помощью преобра
зования z = ~2 § 259. Этот факт указывает на то, что если 
{, < 1.1. < 1, то вторую и первую особые точки можно регуляри
зовать, положив z = -1.1. + ~2 и Z = (1 -- 1.1.) + ~2 соответственно. 

По причине симметрии достаточно рассмотреть особую точку 
(х, у) = (-1.1., О) и отображение z = -1.1. + ~2, т. е. отображение 

х = -/1 +62 - 1]2, У = 2S1], 

рассмотренное в § 54. Таким образом, можно переписать (81) ~ 
(82) следующим образом: 

.~·-8(S2+1]2)1] = и" } 
~ + 8(62 + 1]2).~ = UfJ , 

i =4(62 + 1]2), 

(11) 

*) Функция и, определяемая ниже согласно (92), не имеет ничего обще
го с функцией и, определяемой формулами (11) - (t з). Последняя фушщия 
ПСПОЛЫlOваться ниже не.будет. 
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Из (11) видно, что при малых 6, 1) 

и = 4(1-/l) + 4 (/l2 + /l- ~ с) (~2 + 1)2) + (6,1)10, (12) 

где (6, 1)" - функция, разложение которой в степенной ряд по 

6, 1) начинается с членов четвертого порядка и имеет веществен
ные коэффициенты, зависящие только от /l. В частности, и сохра
няет аналитичность в точке (6,1) = (О, О), в которую переходит 
особая точка (х, у) = (-/l, О) функции (52) И уравнений (61) пос
ле преобразования х + iy = -/l + ~2. Другими словами, изоэнерге
тический переход от (61), (62) к (101), (91) исключает, как и ожи
далось, особую точку, соответствующую положению массы 1 - 11. 

§ 448. Для анализа поведения траектории х = x(t), У = y(t) в 
момент t =, to столкновения с телом 1 - /l зададим при фиксиро
ванном начальном значении независимой переменной "[, например 
1 = О, четыре начальных значения 60, 1)0, ~o, 1)~ так, что 60, 1)0 
соответствуют положению (О, О) тела 1 - /l, а ~o, ~o удовлетво
ряют интегралу энергии (91). Тогда 

';0 = O~ 1)0 = о, I 
~o = (8 - 8/l) '/. сов y,~O = (8 - 8/l) '/. sin у 

(О ~ t.t <·1) 
(13) 

при выбранной соответствующим образом постоянной у, которая 
остается произвольной. Постоянная энергии (75) является другой 
постоянной интегрирования, поскольку она входит явно в сило
вую функцию (11). 

Координаты траектории 6 = 6 (l), 1) = 1) (t) можно разложить 
D силу их аналитичности в ряды по положительным степеням "[, 
сходящиеся при малых 1 "[1, т. е. для всех моментов, достаточно 
близких к моменту "[ = О столкновения. В силу (13) эти ряды 
Тейлора начинаются с членов 

~ = ( (8 - 8t.t) ,~. сов у] . ~ + ... , } 
1) = (8 - 8t.t) I·siny]·t + ... , (14) 

'l'aK что, поскольку х = -/l + 62 - 1)2, У = 261) (см. § 447), 

х = -t.t + (8(1- .... )соВ 2уЗ·"[2 + ... , } (15) 

у = {8(1- .... )sin2yJ·l2 + ... 
Кроме того, в силу (14) имеем 

62 + 1\2 = 8(1- /l)"[2 + ... , 
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так что в соответствии с (10~) 

32 _ 
t=з(1-I1)t3 + ... (0~11<1), (16) 

ссли положить t = О при t = О. 

§ 449. Из (16) видно, что функция t = t(t) обладает в OKpeCT~ 
ности момента столкновения t = О единственной обратной функ
цией t = t(t), которую можно разложить при малых t ~ О в ве-

щественный степенной ряд по степеням 1Т ~ О. Подставляя это 
разложение Пюизо функции t = t(t) в (15), видим, что особая 
точка длл координа т х = х (t), У =, У (t) в "М9мент t = О столк
новения имеет такой же характер, как и в § 269 (или в § 414). 
В частности, формулы (15)-(16) дают униформизацию коорди
нат х = x(t), у = y(t) при t = О. Такпм образом, движение 
определяется для моментов t, следующих за моментом столкно
вения t = О с помощью вещественного аналитичесного продол
il,ения. 

§ 450. Так как 1 - 11 > О, то из (15) также видно, что траекто
рия на синодичесной плоскости (х, у) имеет в момент столкнове
пия точку возврата. Другими словами, тело Р достигает тела Рl, 
находящегося в точке (х, у) = (-11, О), ДВИl'аясь по определен
ному направлению, и отражается далее от Р1 В том же направ
лении. Это направление определяется произвольной постоянной 
интегрирования 'У, входящей в формулы (13). 

§ 451. Из § § 448-450 видяо, что для отображения х + iy = z (~) яв
ляется существенным не его явное выражение х + iy = -11 + ~2, 
но именно тот факт, что особая точка (х, у) = (-11, О) 
функции (52) отображается с помощью преобразования, обратно
го к х + iy =, z (~), в точку (G, ТJ), в которой производная Zc (~) 
однозначной регулярной функции z(~) = Z(G + i1'J) имеет нуль 
первого порядка (это значит, что отображение z(~) перестает 
быть конформным, причем углы удваиваются). Аналогичное за
мечание относится и к особой точке (х, у) = (1- 11;0) функции 
(52). Поэтому, если преобразование Z = z(~) выбрано в соответ
ствии с (31) § 56, то регуляризируются обе особые точки, и мож
но использовать одни и те же переменные G, ТJ, t в случае столк
новения с любым из тел 11 и 1 - 11. Действительно, производная 
z; функции (31) § 5~ обращается в нуль (имея первый порядок 
малости) тогда и только тогда, когда (G, ТJ) =.(0, О), (+п, О), 
(±2п, О), ... ; и все эти точки отображаются с помощью (31) 
§ 56 лишь в точку (х, у) = (-11, О) или (х, у) = (1- 11, О). 

28 А. УИJmIер 
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Чтобы получить явное выражение для (8,) - (82) в случае 
отображения (31) § 56, заметим, что В силу (322) § 56, а так
же (82.) 

t = Izcl2 
И что подстановка (171) и (52) В (92) 
§ 56 к выражению 

_ 1 
U = -(ch 1) - (1- 2/l)COS~) + 

2 . 

(172) 

привоДит В силу (30) - (34) 

1 1 
+ 16(1 - 2!! + /l2 - С) (сЬ 21) - cos 2~) + 256 (сЬ 41) - cos 4~) + 

1 
+64 (1-2/l)(сh31)соs6-сh1)СОS3~). (18) 

Подставляя далее (171) и (18) в (81), (91), мы И получим в яв
ном виде уравнения движения при любом фиксированном с. За
метим, что функции (171) И (18) - регулярные аналитические 
на всей плоскости (~, 'У\). 

§ 452. В случае двух равных масс (fJ. = 1/2) выражение (18) 
упрощается и переписывается в виде 

_ 1 1 
и = 2" ch'Y\ + 64 (1 - 4С) (сЬ 2'У\ - cos 2~) + 

1 
+256 (ch4'Y\ -cos4~). (18а) 

Численные расчеты, выполненные на копенгагенсrюй обсерва
тории для этого симметрического случая fJ. = 1 - fJ., опираются 
lIа уравнения (8д, (91), где J Z~ I и и определяются согласно 
(171) и (18а). 

§ 453. ИЗ изложенного в начале § 451 видно, что отображение 
(25) § 55 можно использовать для той же цели, что и (31) § 56. 
Представления и и Iz~12 В случае (25) § 55 имеют по сравнению 
с (18) и (171) то преимущество, что они приводят К алгебраиче
ским, а не к трансцендентным функциям. Соответствие между 
(х, у) и (~, 1]) будет тогда двузначным (вместо многозначного в 
§ 451) и может быть, следовательно, использовано для тополо
гического анализа в большом (см. § 500 ниже) . 
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§ 454. В силу изложенного в начале § 451 естественно спросить 
о том, что произойдет, если заменить преобразование z = -/1 + 
-1- ~2 (§ 447) преобразованием z = -/1 + ~n, где n - целое чис
JtO, превышающее 2. Ответ таков, что это преобразование длл цели 
регуляризации бесполезное. __ 

Действительно, если n> 2, то на основании (12) функция U 
в точке столкновения (6,Ч) == (0,0) обращается в нуль (в пер
вом же случае она равна 4 - 4/1 =1= О). Следовательно, из (91) 
I1blTeKaeT, что формулы (13) надо заменить следующими: 

60 =, О, ЧО = О, 60 = О, ~o = О. 

Однако 6 и) = о, ч и) == о - есть одно, а следовательно, и един· 
ственное решение уравнений (8~, у-довлетворяющее этим началь
ным условиям. Действительно, И;, иТj обращаются, как легко ви
деть, в нуль в точке (6, ч) = (О, О) не только в случае n = 2, но 
и при любом n ~ 2. 

В соответствии со сказанным, если n > 2, то особая точка, iJ 

которой находится тело РI, преобразуется в равновеьное решение 
по отношению к независимой переменной Т. Следовательно, если 
столкновение происходит в конечный момент, например в момент 
t = О, то значение Т, соответствующее этому моменту, не будет 
конечным, но t ~ 00. Таким образом, по отношению к независи
мой переменной t это столкновение имеет асимптотический ха
рактер (см. конец § 167). Другими словами, знаменатель в (82), 
рассматриваемый как фующия t, обращается в момент стоЛIШО
Вения t = О в нуль, имея при n > 2 гораздо более высокий по
рядок малости. 

§ 455. Возвращаясь к (51) - (62)' фиксируем постоянные /1, С. 
Пусть координаты х, у инфинитезимального тела Ризменяются 
так, что значенил И остаются ограниченными. В силу (62) это 
будет тогда и только тогда, когда х' и у' остаются ограниченны
ми. С другой стороны, (52) показывает, что ИХ и Иу остаются 
ограниченными тогда и только тоrда, когда таковыми являются 

оба расстояния ri и обратные величины 1 / ri, причем 
r1= {(Х+/1)2+у2}'/., rz= {(x+J.I.-1}2+у2}'/' (19) 

(см. § 443а). 
Следовательно, записав (61) в виде. системы четырех диффе

ренциальных уравнений первого порядка относительно х, у, х', у' 
и полагая вдоль ФИI{сированного решения х = х (t) , у = у (t) 
уравнений (61) 

p(t) = Min(r1 (t), r2(t), _1_, _1_) , 
r1(t) r2(t) 

(20) 

28* 
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мы сразу придем к следующему аналогу леммы, сформулирован
ной в конце § 408. 

Если значение 1.1. и постоянная интегрирования С в (~) фик
сированы, то при любом положительном числе р* существуют два 
положительных числа а" ~. таких, что решение х = x(t), У =, 
= У (t) уравнений (6f ), для которого неравенство р (t) > р * удов
летворяется при некотором t =, to, не только существует, но яв
ляется регулярным аналитическим при всех t в интервале 

I t - to I < а и удовлетворяет неравенствам 
(x(t) - x(to»2 +(y(t) - у (tO»2 < ~., 

p(t» ~p. 
2 . 

при всех t в этом же интервале. Как и в § 408, существенным 
является то обстоятельство, что а·, /3* не зависят от выбора to 
(а только от J.L, С ир·). 

§ 456. Предположим, что решение х = x(t), У = y(t) ограничен
ной задачи трех тел перестает существовать или теряет анали
тичность (по t), если t стремится, например убывая, к фиксиро
ванному конечному t =, t'J, скажем к tO = О. Тогда в силу леммы, 
вырашаемой неравенством (211) - (212)' получим, что lim р (t) = 
= О при t -+ +0. Доказательство такое же, как и в § 409. Фак
тически не только Нт р (t) = О, но также Нт p.(t) = О при 
t -+ +0. Доказательство опять такое же, как и в § 409. Однако 
сравнение (19) с (20) показывает, что условие Нт р (t) = о имее:r 
место тогда и только тогда, когда выполняется одно из трех 

условий 

исключающие ДРУГ друга. В первом и во втором случаях мы 
имеем дело со столкновением с телами 1 - 1.1. и 1.1. соответственно. 
Эти два эквивалентных один другому случая рассматривались в 
§§ 447-449. Теперь мы покажем, что этот случай одиночного 
столкновения движущегося тела с одним из двух покоящихся тел 

Р1, Р2 исчерпывает все возможности, т. е. что третий случай, ког
да lim r1 (t) = +00 не может иметь места. 

§ 457. С целью доказательства предположим, что rf (t) -+ +00 
при t-+ +0. Это предположение эквивалентно в силу (19) усло
виям rz(t) -+ +00 и x2(t) + y2(t) -+ +00 при t -+ +0. Следова
тельно, (52) показывает, что если момент t(>O) близок к момен
ту t = О, то гравитационные члены .в силовой функции И и в век
торе силы (Их, Иу) очень малы. Главную часть вектора (Их, Иу) 
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составляет вектор (х, у), представляющий собой градиент центро
бежных членов 1/2 (х2 + у2) В (52)' Это значит, что при t __ +0 
уравнения (61) и интеграл (62) хорошо аппроксимируются сле
дующими уравнениями и интегралом: 

х" - 2у' - х = О, у" + 2х' - у = О, 
х" + у" = х2 + rr - С. 

Уравнения (221) - линейные однородные с постоянными 
коэффициентами. Следовательно, любое решение х = х (t), У = 
= у (t) этих уравнений является реГУJШРНЫМ аналитическим при 
всех конечных t, так что x2(t) + y2(t) должно стремиться к ко
нечному пределу при t ~ +0. Вместе с тем, рассматривая откло
нение решения уравнений (61) от решений уравнений (221) в 
предположении, что x2(t) + y2(t) -- +00 при t-- +0, и исполь
зуя оценки, получаемые на основании обычного процесса после
довательных приближений, приходим сразу к выводу, что также 
x2(t) + y2(t) __ +00 при t-- +0. Это противоречие и показы
вает, что x2(t) + y2(t) не может стремиться к +00 при t __ +00. 

§ 458. Сравнивая между собой результаты, изложенные в §§ 457 
и 456, и используя опять (20) - (222)' увидим, что не только 
lim {x2 (t) + y2(t)}, но также и Нт {x2 (t) + y2(t)} остаются огра
ниченными при t, стремящемся к конечному to, например к to=O. 
Другими словами, пока t изменяется в конечном промежутке, 
ноординаты x(t), y(t) для любого решения ограниченной задачи 
трех тел должны оставаться ограниченными *). 

§ 459. Рассуждения в §§ 456-458 опираются на молчаливое 
предположение о том, что вну'l'ри рассматриваемого промежутка 

Rзменения t нет столкновении. Однако все остается справедли
вым и без такого предположения. Доказательство заключается в 
следующем. 

Согласно изложенному в § 449 существует единственное ана
литичеСI\ое продолжение движения в момент столкновения. Сопо
ставляя этот факт с другими, упомянутыми в конце § 456, ви
дим, что если моменты столкновений не имеют I\онечную точку 
СI'ущения t = t-, то движение определено при -00 < t < +00. 
Вместе с тем мы покажем, что такое конечное t· не существует, 
т. е. что моменты столкновений, если они вообще существуют, обра
зуют или конечную последова тельность точек на оси t или же беско
нечную последовательность, стремящуюся R ±оо (возможно, 
ТОЛЫЮ R + 00 или только R - 00 ) . 

*) Как видно иа примечания вt § 186, зтот факт сам по себе не очевиден. 
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§ 460. Предположим, что данному решению х = х (t), У =, У (t) 
уравнений (61) соответствует движение, сопровождающееся бес
I;онечно большим числом столнновений в конечном t-интервале, 
причем точка сгущения t* =1= ±оо моментов столкновений на
ходится на конце интервала. Обозначим моменты последова
тельных столнновений через t1, t2., ... , так что tn > tn+l, 
n = 1, 2, ... , и пусть tn ~ О при n ~ 00. Таким образом, t- = О, 
и в интервале между t = tn и t =, tn+1 столкновений нет. 

В соответствии с (19) при любом t = tn обращается в нуль 
ШlИ Г1 (t), или Г2 и), тан что согласно (20) р (tn ) = О. Так кан 
t r , -+ +0 при n -+ 00, то получим, что Нm р (t) = О при непре-

рывном стремлении t к +0. Рассуждая далее так же, нак и в на
чале § 456, увидим, что если Нm р (t) = О, то и Нт р (t) = О при 
непрерывном стремлении t 1\ +0. 

Следовательно, повторяя рассуждения, прииодившиеся в 
§ § 456-458, получим, что если t стремится к +0 непрерывно, то 
или limr1(t) = О, или Jimr2(t) = О. По причине симметрии до
статочно рассмотреть первый из этих двух случаев (иснлючаю. 
ших друг друга в силу (19». Однако если Вт Г1 (t) = о при 
t ~ +0, то уравнения и формулы (101) - (12) ВПОЛlIе примени
мы при t = О. Следовательно, § 449 показывает, что функция 
Г! = Г1 (t) обладает при t = О алгебраической особой точной. По
этому эта фуннция не может достичь нулевого значения в мо
менты t, для которых t = О является точной сгущения. Однано 
этот вывод противоречит предположению о том, что р (tn) = о 
для бесконечно большого числа моментов tn вблизи точни сгуще
ния t =, О. Такое противоречие и доказывает справедливость 
утверждения, сформулированного в конце § 459. 

§ 461. Полученные выше результаты можно резюмировать следую
щим образом. 

Любое решение х = X(t), у = y(t) ограниченной задачи трех 
тел существует при -00 < t < +00, причем вещественные ко
нечные особые ТОЧI\И обязательно соответствуют столкновениям 
IIнфинитезималъного тела с одним из двух тел 1 - /.1. и /.1.. Дейст
пительно, движение допускает (см. § 449) единственное вещест
венное аналитическое продолжение в момент столкновения (если 
тановые имеются). Если же имеется бесчисленное множество по
следовательных столкновений (В моменты tn ), то I tn I ~ 00 при 
n ~ 00 согласно § 460, 

Отсюда вытекает. что при всех - 00 < t < + 00 допустима 
регуляризация произвольного решения х = x(t), у =,у(е) огра
нпченной задачи 'ipex тел с помощью переменных, рассмотрен

ных в § 459 или в § 453. Также видно, что поскольку моменты 
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столкновения t n не могут иметь конечную точку сгущения, то ре

гуляризованное время t = t (t), определяемое согласно (~) с точ
постью до аддитивной постоянной, изменяется от -00 до +00 в 
случае обоих отображений z = z(~), указанных в §§ 451 и 453. 

СИЗИГИйНАЯ ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ КРИВАЯ 

§ 462. Следующие пара графы (до § 473) посвящены изучению 
силового поля, создаваемого совместно центробежными и грави
тационными силами. Это силовое поле описывается 2-вектор
фУНRцией, компоненты которой равны U х (х, у), U у (х, у), причем 
в соответствии с (52) § 443 

U(х,у)= ~(Х2+У2)+(1-Il)Р-1+llо-t, (11) 

р = I (х + 1l)2 +y21'/., о" = I (х + 1l-1)2 + y21'/1. (12) 

"У"добно рассматривать И =. U(х, у) как поверхность, распо
ложенную над плоскостью (х, у) в пространстве (х, у, И). В со
ответствии с (11) - (12) различным Il соответствуют различные 
поверхности И = U(х, у). Мы исключим предельный случай 
Il = О, так что О < Il < 1. 

Из (11) - (12) видно, что координата U рассматриваемой по
верхности всюду положительна и делается равной +00 только в 
точках, занимаемых двумя массами: 

(х, у) = (-Il, О), 
(х, у) = (1-11, О) 

соответственно, а таБже стремится к +00 при х2 + у2 -+ +00. 
Нроме того, эта поверхность симметрична относительно плос
кости у = О, так как И(х, у) =,U(х, -у) согласно (1f)-(12). 

Эта плоскость пересекает потенциальную поверхность И = 
= U(х, у) по кривой И =, U(х, О), располагающейся над осью х, 
т. е. осью сизигиЙ. Ниже (до § 468) мы будем рассматривать 
только эту сизигийную потенциальную кривую (с учетом, что она 
лежит на поверхности, поскольку будет изучаться также функ
пия Uуу(х, О) от х). 

§ 463. С помощью (11) - (12) легко проверить, что 
1 1-11 11 

U(х,О)= 2 х2 + IX+1l1 + ,IX+Il-11 
x+1l X+Il-1 

Ux (x,O)=x-(1-Il) 1-r+IlI З -1l 1Х +Il- 1 I З 
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и что 

1-JL JL 
У.сх(Х, 0)= 1 +'1-+-1-' 

_рЗ -аЗ 
2 2 

1-JL JL 
Иуу(х, 0)= 1--з---з-, 

Р О' 

Иу(Х, О) == О = иху(х, О), 
поскольку (12) сводится к 

Р = IX+JLI, 0'= IX+JL-11. 

( 4.2) 

При этом (4з) является очевидным следствием соотноmенил 
и(х, у) = и(х, -у). 

Заметим, что две точки (21) - (22) делят ось Х на три области 

внутри которых 

соответственно. 

-00 < Х < -JL, 

- JL < Х < 1 - ~L, 

1 - JL < Х < +00, 

P=-(JL+х),О'-р=1, 

Р = JL + Х, О' + Р = 1, 

Р = JL + Х, Р - О' = 1 

(61) 

(62) 

(6з1 

Формулу (32) можно записать в областях (5f), (52) в виде 

1-JL JL 
Ux(x,O)=-JL-Р+-~+ (1+р)2' (71) 

1-JL JL 
Ux(X,O)=-JL+Р- р2 + (1-р)2 (72) 

с()ответственно. Выражение для их (Х, О) в области (5з) получим из 
(71), заменяя 1- JL, Р, 0', их на JL, 0', Р, -ИХ соответственно. 
Н силу такой симметрии всегда достаточно рассматривать лишь 
первые две вместо всех трех областей (51) - (5з) изменения х. 

§ 464. Мы покажем теперь, что при любом фиксированном значе
нии положительного параметра JL ( < 1) функция (32) переменной 
Х имеет в каждой ИЗ трех областей (5h ) один и только один нуль 
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Х = Xk, являющийся, конечно, функцией Xk (/1) параметра /1. 
Кроме того, мы покажем, что 

-1- /1 < XI(Il) < - /1 

-/1 <Х2(/1)< 1-/1, 

1- J.I. < Хз(/1) < 2 - J.I., 

так что расстояние между любой из трех точет, (Х, у) = 
= (Xk (/1) , О) на оси Х и по крайней мере одним из двух тел P t , 

Р2 меньше, чем расстояние между Р1 и Р2, равное единице. Дру
ГИМИ словами, если Pk = Р k (/1), crk = crk (/1) - расстояния (12) от 
точки (Х, у) = (Xk(/1), О) до Р1 И Р2, то все три min (p·k, crk) < 1, 
k = 1, 2, 3, при любом J.I.. 

Во-первых, 0< /1 < 1, так что производная(41) положитель
на при любом Х. Следовательно, функция (32) переменной Х яв
ляется возрастающей при любом х. ОДНaJЮ эта функция обра
щается в беснонечность в двух точнах (2~), (22). Тан как послед
Ime делят ось Х на три области (5k ), то функция их(х, О) являет
ся монотонно возрастающей непрерывной фymщией в каждой из 
этих областей. Вместе с тем их(х, О) стремится к -00 или +00, 
если Х стремится к нижнему или верхнему концу каждого из ин

тервалов (5k ) соответственно. Действительно, (Зz) показывает, 
что 

их(±оо, О) = +00, 

их (-!! + О, О) = +00, 

их (1 - /1, ±О, О) = =t=oo. 

СледоваТАЛЬНО, их(х, О) принимает в каждом из трех интервалов 
(5k) любое значение между -00 и +00, в 1Jастности нуль, один 
и только один раз. Этим самым доказано существование и един
ственность трех Xk = Xk (f.t) . 

Ив этого доказательства видно, что если Х принадлежит како-
1tfу-либо интервалу (5k), то их(х, О) ~ О при Х ~ Xk(/1) соответ
ственно. Отсюда вытекает, что точка Х = Xk(/1) делит каждую 
область (5 k ) на две подобласти, причем силовая функция И(х, О) 
монотонно убывает в первой и монотонно возрастает во второй 
из них. Другими словами, положительная функция (31) , обра
щающаяся в +00 на обоих концах любого из интервалов (5 k ), 

имеет при Х = Xk(/1) минимум и выпукла (снизу) в этих интер
валах. Поэтому для доказательства того, что точка Х = ХI (/1) 
интервала (51) удовлетворяет неравенству (81), достаточно 
покавать, что их(х, О) < О на конце Х = -1 -!.I. интерва
ла (81). Однако это условие удовлетворяется, поскольку п 
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соответствии с (32) 

7 
Uж(-1- J.L. О) = - -4J.L· 

Этим самым (8\) доказано. Условие же (8з ) эквивалентно (81) 
согласно сказанному в конце § 463. Наконец, неравенство (82) 
аlJтоматичеСIШ вытенает из того, что х = Х2 (1-") лежит в интерва
ле (52). Этим самым завершается доназательство трех неравенств 
min (PIi., О"я) < 1, k = 1, 2, 3, которые энвивалентны неравенст
вам (81<), k = 1,2,3. 

~ 464а. Как следствие, получим, что при всех k и 1-" 

иуу (х/< (J.L), О) < О, 

1-!! Р. 
--З-+-3 >1. 

Р1< 0"1< 

Прежде всего (91) в силу (~) эквивалентно (92). Далее, если 
k = 1, то 0'\ = 1 + Р! В силу (61). Следовательно, если k = 1, то 
сумма в левой части (92) болъше чем (1 - J.L) / Р!З + Il/ Р1 3 и та
ним образом больше 1, если Р! < 1. Однано последнее условие 
nытекает из сказанного в нонце § 464. Это ДOIшзывает (92) при 
k = 1 и, следовательно (см. § 463), также и при k = 3. Натюнец, 
при k = 2 имеем Pk + Ра = 1 в силу (62). Поэтому оба положи
тельных числа PIi, 0"1< меньше 1 и справедливость (92) очевидна. 

§ 465. Покажем теперь, что все три PIt(Il) и все три O'k(ll) явля
ются монотонными фУННЦИЯМИ J.L на всем интервале О < J.L < 1. 

В силу сказанного в конце § 463 достаточно доказать это 
утверждение при k = 1, 2. В силу же (61) - (62) 

O"k(J.L) = 1 ± PIt(J.L). 

Следовательно, достаточно доназать, что Pk = PIi.(J.L) имеет конеч

пую и отличную от НУЛЯ производную 

0< Il< 1. 

dPk 
при k = 1, 2 и 

dp. 

С этой целью заметим прежде всего, что в силу (71) - (72) И 
определения Pk 

где верхнпй знак соответствует индексу k = 1, а ПИЖНИII - ИН
дексу k = 2. Дифференцируя тождество (10) по J.L, где 
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Pk = P/i.(/1), получим 

=F1-~± 1 ={1+2(1-/1)+ 2J-L ,}dPk (11) 
P~ (1 ± P/i.)'I, Р3А (1±Рk)З dJ-L . 

Однако 1 ± Pk = O"k > О В силу (6д - (62), так что коэффициент 

{ } при аРА В правой части (11) положителен. Следовательно, 
а!! 

для доказательства существования нонечной и не обращающейся 

в нуль производнойdр/i. достаточно покааать, что левая часть (11) 
dJ-L 

не может обращаться в нуль. Так как 1 ± РА = O"k, k = 1, 2, то 
достаточно доказать неравепства 

f 1 ,1 1 
1--=#:-.:2s 1--=#:-. 

0"2~. р2 0"2 
1 1 2 2 

Следовательно, требуется лишь доказать, что каждое из трех 
положительных чисел 1/0"1, Р2, 0"2 меньше 1. На это справедливо, 
поскольку 1 < 1 + Рl = 0"1 И Р2 + 0"2 = 1 в силу (6{) - (62). 

§ 465а. Результат предыдущего параграфа может быть дополнен 
I1ычислением предельных значений шести монотонных функций 
Pt. (~t), O"k (/1) на Iшнцах интервала О < ~L < 1. Эти значения сле-
дующие: 

Рl(+О) = 1, Рl(1- О) = О, (12д 

Р2(+О) = 1, Р2(1- 0)= О, (122) 

0"з(+0) = О, 0"з(1- О) = 1, (12з) 

0"1(+0) = 2, 0"1(1- О) = 1, ( 1218) 

0"2(+0) = о, 0"2(1- О) =1, (1228) 

рз(+О)=1, рз(1- О) = 2. (12з·) 

Действительно, (12д - (122) получим из (10) при k = 1, 2, 
полагая J-L -+ +0 и /1 --+ 1 - о. Значение (12з) следует согласно 
JIзложенному в конце § 463 из (121). Наконец, значения (12k *), 
k = 1, 2, 3, эквивалентны в силу (6/i.) значениям (12k ). 

§ 466. Определим относительные величины функций Рл (/1), О"л (J.L) 
для любого Финсированного J-L, а именно покажем, что 

О"з(/1);:: Рl(/1), 

0"2(/1) ~P2(/1), 
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(14) 

при 0< JL < 1. В силу упомянутой выше симметрии из соотно
шений (13д и (14) вытекают также и эквивалентные им соот
ношения. 

Прежде всего заметим, что при JL = 1/2 обе массы JL и 1 - Il 
одинаковы. Поэтому (13д и (132) вытекают из определений, дан
ных в § 464 по соображениям симметрии. Действительно, (122*), 
(12з ) И (121), (122) позволяют заключить, что из функций (J2(1l), 
О"з(JL) и PI(JL), P2(JL), являющихся согласно сказанному В § 465 
монотонными, первые две возрастают, а следующие две убывают. 

Для доказательства (14) применим формулу (10), цолагая 
в ней JL = 1/2. Мы получим прежде всего, что p2(l/z) = 1/2 
и что Р1 (1/2) является положительным корнем л. уравнения пя
той степени qJ{1..) = О, где 41'(1..) = 21..5 + 51.." + 41..3 - 1..2 - 21.. -1. 
Поскольку q>(2/з} < 0< <р(1), то это уравнение имеет корень, 
заключенный между 2/з и 1. Этот корень и совпадает с Pt (1/2), 
поскольку коэффициенты полинома <р (л.) имеют лишь одну пере
мену знака, что несовместимо с существованием более чем одно
го положительного корня. Но так }{а}{ Р2(1/2) = 1/2, то неравен
ство (14) справедливо при JL = Ч2. Следовательно, (14) будет 
с.праведливым при любом JL В интервале между О и 1, если ни при 
на}{ом JL в этом интервале не имеет места равенство Р1 (Il) = 
= P2(JL). Предположим, что при некотором Il = Il* имеем 
Pi(JL*) = Pz(Il*) = р*. Тогда, с}{ладывая два уравнения (10), по
лучим, что значение Р· должно удовлетворять условию 

" * 
0= -21l* + (1 ~ р"р + (1 ~ р")2 

или 

чего не может быть, так как Il· > О, р. > о. 

§ 467. В соответствии с § 467 минимум функции и(х, О) в ин
тервале (5,,) достигается лишь в точке Х = X/t (JL). Покажем те
перь, что наибольший из трех относительных минимумов соответ
ствует всегда индексу k = 2. Действительно, 

при О < JL < 1, а 
U(XI(Il}, O}~ U(ХЗ(Il), О) 

при I.L ~ 1/2 соответственно. 
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Фиксируем fJ. и обозначим через 8 некоторое число в интер
пале между О и Рl = Pl(fJ.). Тогда число -8 - /.L лежит между 
--Pl(~t) и -/.L. Следовательно, число -8 - fJ. принадлежит интер
валу (51), но не совпадает согласно (61) с Xl(/.L). Так как мини
мум функции и(х, О)в интервале (5д достигается лишь при 
Xt(/.L), то 

и(Хl (/.L), О) < И(-8 -/.L,.O). 

Кроме того, из предположения О < е < Pi(/.L) вытекает, что 
0<8 < 1, поскольку, Бак было указано в § 464а, PI(Jl.) < 1 при 
любом /.L. Однако' с помощью (31) легко проверитъ, что если 8 -
некоторое число в интервале между О и 1, то разность 

И( -8 -Jl., О) - И(8 - Jl., О) 

равна произведению 

- (1 + tJ2) (1 - 82)-18fJ. 

и, следовательно, отрицательна. Таким образом, 

И(-8 -/.L, О) < И(8.- Jl., О). 

Сравнивая неравенства, выписанные в конце "в ух предыду
щих параграфов, увидим, что неравенс.тво 

имеет место при любом 8 в интервале между О и Рl (fJ.). Следова
тельно, для доказательства (151) при l -= 1 достаточно показать, 
что значение Х = Xz(fJ.) лежит между О и Pl(/.L). Но это гаранти
руется в силу (62) неравенством (14). Отсюда вытекает справед
ливость неравенства (151) при l = 1, а в силу симметрии (см. в 
Бонце § 463) также и при l = 3. 

§ 467а. Покажем теперь, что функция U(Хз(fJ.) , О) аргумента fJ. 
является монотонно убывающей при О < !J. < 1. Отсюда по сооб
ражениям симметрии будет вытекать справедливость неравенства 
(152), поскольку тогда ясно, что функция U(Xl(fJ.), О) аргумента 
fJ. будет (опять-таки в силу симметрии) монотонно убывающей в 
интервале 0< fJ. < 1. 

Таким образом, достаточно показать, что полная производная 
аи 

функции U(Хз(fJ.) , О) нигде не принимает положительного 
dj.L 
значения. Однако эта полная производная совпадает со значе
нием частной производной U ~ (Х, О) при Х = Хз (fJ.), поскольку 
Uж(Х, О) = О при Х = Хз(fJ.) по определению (§ 464) величины 
ХЗ(j.L). Достаточно показать, что U~(Хз(fJ.), О) < О при 0< fJ. < 1. 
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с этой целью положим х равным некоторому значению в интер

Il. \ :1:, 

0,01 -1,0042 
0,02 -1,0083 
0,03 -1,0125 
0,04 -1,0167 
0,05 -1,0208 
0,10 -1,0416 
0,20 -1,0828 
0,30 -1,1232 
0,40 -1,1620 
0,50 -1,1984 

Il. I х. 

0,01 0,8481 
0,02 0,8035 
0,03 О,76Э6 
0,04 0,74ОЭ 
0,05 0,7152 
0,10 0,60JO 
0,20 0,4381 
0,30 0,2861 
0,40 0,141.6 
0,50 0,0000 

IJ. I х, 

0,01 1,1468 
0,02 1,1801 
0,03 1,2012 
0,04 1,2164 
0,05 1,2281 
0,10 1,25Л 
0,20 1,2710 
0,30 1,2567 
0,40 1,2308 
0,50 1,1484 

U:l:х(:I:,.о) , иу,/(х" О) 

3,0174 -0,087 
3,0356 -0,0178 
3,0532 -0,0266 
3,0710 -0,0355 
3,0898 -0,44:) 
3,1834 -О,ОИ7 
3,3856 -0,1928 
3,6086 -0,3043 
3,8584 -0,42J2 
4,1396 -0,5698 

'ихх(х •• о)\ Uуу (Х"о) 

11,1334 -4,0667 
11,7846 -4,3923 
12,2500 -4,6250 
12,6380 -4,8190 
12,9658 -4,812) 
14,1750 -4,5875 
15,5972 -6,2Э86 
16,4154 -6,7077 
16,8588 -6,')2J4 
17,0000 -7,0000 

и =(х" о) I и UIl(а·з, о) 
7,4670 -2,2.335 
7,1264 -2,0632 
6,8J44 -1,9472 
6,7142 -1,8571 
6,55d4 -1,77J7 
6,0134 -1,5067 
5,3308 -1,1654 
4,8488 -0,9244 
4,4640 -0,7320 
4,1434 -0,5715 

вале (5з). Тогда }1 силу (31) 

U=~x2+ 1-f..t J.L 
2 x+J.L x+f..t- 1 

и после вычисления частных 

производных И 11, ИХ функции И 
получим 

1 
иl1 -Uх =-х---

x+1J. 
1 

х+ ~t-1 

Так как согласно (5з) имеем 

О < х, О < х + J.L - 1 < Х + J.L, 

то ИI1 - ИХ < О при всех х J] 

интервале (5з), Этим самым до
н:азатеЛЬСТDО завершается, по

скольку в точке Х = Хз(J.L) ин-. 
тервала (5з) имеем ИХ = о. 

§ 468. В силу (6 k ) любые две 
из трех функций Xk (J.L), Pk (J.L), . 
(Jk (J.L) аргумента J.L определяют 
при .любом фиксированном k 
третью. Условие же (10) вместе 
с (7з) показывает, что каждая 
из трех функций Pk (J.L) аргу
мента f..t определяется уравне

нием пятой степени (коэффици
енты которого зависят линейно 
от J.L). Значения Xk (J.L), приводи
мые в таблице на этой странице, 
были вычислены на основании 

этих уравнений, а соответствующие значения И = И (х, О), 
И=(х, О), Иуу(Х, О) -на основании (31), (4 t ), (~). 

ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ 

§ 469. В § § 463-468 изучал ась симметричная поверхность 
U = и(х, у) §§ 462 при любом фиксированном J.L и вдоль плоско
сти симметрии у = О. в частности, в § 464 было показано, что се
чение этой поверхности плоскостью у = о представляет собой 
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нривую, выпунлую (снизу) В каждом из трех интервалов (5k) на 
оси х, и что функция и(х, О), обращающаяся в +00 на обоих кон
цах каждого интервала (5k), имеет в точках Х = Xk (f.L) интерва
лов (5 k ) минимумы. Относительные величины этих трех миниму
мов определяются неравенствами (151), (152). 

Теперь покажем, что при любом фиксированном D (11) - (12) 
значении параметра fJ., причем О < f.L < 1: 

(i) на плоскости (Х, у) существуют пять и только пять точек, 
11 которых касательная к поверхности U = И(х, у) ПJlоскость па
раллельна плоскости (Х, у). 

(и) эти пять точек на плоскости (х, у) следующие: 

причем три точки (161) - это те, которые были рассмотрены в 
§ 464, а каждая из двух точек (1&l) образует с двумя массами 
1 - f.L и f.L равносторонний треугольник; 

(iii) матрица Гесса для функции и(х, у) в пяти точках (Х, у), 
удовлетворяющих условиям их = О = Иу, равна 

где (Х, у) -

( И:х:х Иху) =(+ ~) 
иху Иуу О 

(Xk(f.L) , О), k = 1,2,3, и 

( И:х::х: 

иху 

-- ( 1 И:х:у ) -У27 -=-
=- -У3 

Иуу 4 
1-2f.L 

1-2~ ) 
13 I • 

rде (Х, у) = (1/2 - fJ., + 1/2 уз) соответственно, причем знаном 
«+» в (171) обозначена ПО.ТJ()жительная, а знаном «-» - отрица
тельная функция f.L и k; 

(iv) поверхность U = и(х, у) .имеет *) в наждой из трех то
чек (161) седло (следовательно, не имеет относительного экстре
мума) , а в точнах (162) - отрицате.ТJьные минимумы; 

(v) функция И(х, у) = И(х, -у), определенная согласно 
(11) - (12), обращается в +00 в обеих точнах (21) - (22) И при 

*) в силу индексовых (:оотношений БИРJiгофа - Морса для критических 
точек факты, укаванные в пунктах (iu)-(v), не являются совсем независи
МЫ-ми друт 0'1' друга. 
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.12 + у2 -+ +00, а абсолютный минимум этой функции на плос
кости (х, у) достигается в точках (162), и он равен 1/2(3 - 11. + 11.2). 

§ 469а. С целью доказать (i) - (и) заметим прежде всего, что 
дифференцирование функции (11) по Х И у приводит К формулам 

Ux=xV+(1-11.)11.(~-~), (181) 
аЗ рЗ 

Uy=yV, 
где 

V = 1 _ 1 -!J. - ~. (18з) 
р3 аЗ 

В утверждении (i) говорится о точках (х, у), в которых функ
ции (181) и (182) обращаются одновременно в нуль. Но функция 
(182) обращается в нуль тогда и только тогда, когда У = О или 
V = О. в первом случае, когда у = О, обращение в нуль функ
ции (181) означает, что х удовлетворяет условию их(х, О). Сопо· 
ставляя это условие с определением Xk (11.) В § 464, придем к трем 
точкам (161)' Во втором случае, когда V = О, увидим, что функ
ция (181) обращается в нуль тогда и толыш тогда, когда р = а. 
В силу (18з) получим, что тогда р. = (J = 1. Но последнее равен
ство приводит согласно (12) к точкам (162), что И доказывает 
окончательно (i) - (ii). 

Формула (171) очевидна в силу (41), (4з ) , (91), а (172) полу
чим, подставляя (162) во вторые производные функции и. Это до
казьmает (Ш). Справедливость же утверждения (iv) вытекает из 
того, что два характеристических числа матрицы (171) имеют 
противоположные знаки, а оба характеристические числа матри
цы (172) положительны, причем их значения равны 

3 "2 (1 ± у{1- 311.(1.:....11.)}). 

lде 11.(1 - 11.) ~ 1/4, так как О < 11. < 1. 
Наконец, (и) вытекает с очевидностью из (i) и (iv). Значение 

ив точках (162) равно 1/2 {3 - 11.(1 - 11.)} (> О) в силу (11) - (12). 

§ 470. В случае двух равных масс 11., 1 - 11. поверхность U = 
=, и(х, У) имеет наряду с плоскостью симметрии у = О плос
I';OCTb симметрии Х = О. Действительно, из (11) - (12) видно, что 
ссли 11. = 1/2, то не только и(х, -У) = и(х, У), но также 
и(-х, У) = и(х, У). 

В ~~ 462-469 были исключены два эквивалентных друг дру
су предельных случая 11. = О и 11. = 1. Если 11. = О, то (11) - (12) 
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СВОДЯТСЯ К 

1 
и= 2" р2 + p-t, 

где р2 = х2 + у2. Следовательно, U = И(х, у) представляет со·· 
бой в этом случае поверхность вращения вокруг оси х = О = у. 
Очевидно, что тогда равенства ИХ = О = Иу имеют место не 
только в пяти точках (161)-(162), но и В каждой точке окруж
ности х2 + у2 = 1. Таким образом, если 1.1. -+ О, то на ос.новании 
(12) и (12д-(12з") можно заключить, что все пять точек (161)
(162) стремятся к то~шам окружности х2 + у2 = 1. 

Ниже MЪJ будем опять предполагать, что 0< 1.1. < 1. 

§ 471. Рассмотрим поверхность (11) в декартовом пространстве 
(х, у, И) при каком-либо фиксированном 1.1.. Тогда множества P!I. 
Zh, Nh (см. обозначения, введенные в начале § 167) представляют 
собой множества тех точек плоскости (х, у), в которых апплика
ты И поверхности И =, И(х, у) лежат выше плоскости И = -h, 
на ней или ниже ее (h - некоторое вещественное число) соответ
ственно. В частности, Zh представляет собой ортогональную про
екцию на плоскость (х, у) сечения поверхности И = И(х, у) 
плоскостью U =, -h при условии, что такое сечение существует. 

Так как поверхность и= И(х, у) является аналитической (и 
п.lгебраическоЙ), то топологическая структура Zh и областей Ph, 
r\h, на которые Zh подразделяет плоскость (х, у), остается без из
ыенений, если h варьируется в интервале, в котором нет значений 
h =. -и(а, Ъ), причем (а, Ъ) - критическая точка поверхяости, 
т. е. точка, где grad И = О. в соответствии с (i) - (ii) § 469 
имеется пять и только пять таких точек (а, Ь). Пусть через 
(ал, Ья), причем ЪЯ = О, а1 < а2 < аз и а" ='а5, Ь,. = -Ь5 обозна
чены три коллинеарные и две треугольные критические точки 

(161) И (162). Предполагая без потери общности, что 1.1. ~ 1 - 1.1., и 
исключая для удобства предельный случай 1.1. = 1 - 1.1. двух рав
ных масс, придем на основании (151)-(152) и (iv)-(v) § 469 
I( выводу, что 

+00 > И2 > Из> И1 > И,. (=И5 = min И(х, у) > О), 

где обшшачено И; =. И(аj, Ьз ), j = 1, ... , 5 . 
• Следовательно, топологическая структура множеств Ph , Nh , Z,,

не зависит от значения '/: пока значение -h лежит внутри че
тырех интервалов 

+00 > -h > И2; И2 > -h > Из; Из > -h > И1 ; 

И1 > -h> И" 
29 А. Уинтнер 
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(третий из этих интервалов не существует в предельном случае 
1. = 1/2, когда И1 = Из). Н'роме того, Ph не существует, еСЛI! 
И~ > -h > -00. ЕСЛl! -h= ИI, = mil1 и(х, у), то кривая Z/, 
вырождается в пару '1"очеl, (162). 

§ 472. Кривая Zh на плоскости (х, у) определяется уравнением 
и(х, у) = -h. Поэтому, если -h равно большому положитель
ному числу, то Zh состоит из трех ветвей, I\Оторые обозначим че
рез B h\ B h2, вhз. При этом Bh1 И Bh2 представляют собой очень 

г) 

Рис. f4. 

малые, БЛIlзкие к окружностям замкнутые 
кривые, окружающие массы /l. и 1 - /l., а 
Bh3 - очень большая замкнутая кривая, 

V близная к окружности с центром в начале 
{/ координат. Область Ph на плоскости (х, у), 

:>пределяемая неравенством И(х, у) > -h, 
будет состоять из трех отдельных подобла
стей, занлюченных внутри Bh\ Bh2 и вне 
ВhЗ соответственно. Согласно § 471 опи
санная топология не изменяется, если -lt, 
не будучи очень большим, превышает зна
чение и2 , соответствующее седловой точке 
с наибольшей апплинатоЙ. 

11 рименяя н данному случаю соображе
ния, изложенные в § 372, можно сразу 
сделать вывод *) о том, что произойдет 
при прохождении -h через последователь
ные нритичесние значения И2 , Из, И1 , 
и4 (= И5). Ситуация иллюетрируется схе
матичесни рисуннами 14, а, б, в, г, которые 
соответствуют четырем упомянутым в нон

це § 471 интервалам значений /z. За-
штрихованные области - это области Nh, 
а их границы - кривые Zh. Область Ph ис
чезает в симметричном случае /l. = 1/2. 

§ 473. Сопоставляя (62) § 443 с изложен
ным в § 167. видим, что Z_'/,c представляет собой кривую нуле
вой скорости, соответствующую задашюму значению постоянноr: 

энергии (75) § 443, и что N-,,:,c = область на плоскости (х, у), 
запрещенная для любой интегральной кривой, соответствующей 
заданному значению постоянной Яноби с. Если h = _1/2С мень
ше положительного числа 1/2(3 -/l. + /l.2), упомянутого В конце 
§ 469, то N_, с - пустое множество (см. конец в § 471), так что ' 

*) Дета.lIИ анаШ13а те же, которые даны ниже в § 496. 
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область возможного движения, если судить по интегралу энер
гии, охватывает всю ПЛОСIШСТЬ (х, у). 

Здесь применимы общие результаты, изложенные в §§ 167-
170 и в §§ 238-240 (надо сказать, что они были впервые уста
новлены именно в связи с ограниченной проблемой трех тел). 

§ 474. Легко исследовать равновесные решения ограниченной за
дачи трех тел, т. е. решения вида x(t) = а = const, y(t) = Ь = 
=, const. Очевидно, что необходимые и достаточные условия, ко
торым удовлетворяют две постоянные а, Ь, следующие: 

Uж(х, у) = О, иlI(х, у) = О, 

если (х, у) --=- (а, Ь). Поэтому из (i)-(ii) § 469 следует, что не
аависимо от значения JL (О < fL< 1) существует пять и только 
пнть равновесных решений, причем соответствующие пять пар 
точек (х, у) = (а, Ь) - это точки (161) И (162)' 

Заметим, что эти равновесные решения представляют собоii 
rr.редельные случаи равновесных решений в неограниченной зада
че n = 3 тел (§ 380), получающиеся при стремлении массы од
ного тела к нулю. В частности, три уравнения пятой степени, со
ответствующие (10) и (7з), получаются из (11) § 358, если 
положить одно из mi равным нулю. Аналогичным образом рас
суждения, приводимые ниже в §§ 475 и 476, соответствуют §§ 381 
и 382 соответственно. 

§ 475. Если обозначить через (а, Ь) одну из пяти точек (161)
(1~), а череа 6 = 6(t), 1] = Тj(t) - смещение по отношению к 
решению x(t) = а, y(t) = Ь уравнений (61) § 443, то соответст
вующие уравнения Якоби (см. § 86) запишутся в виде 

где 

s" - 2Тj' = UЖЖS + UжIlТj, } 
Тj" + 26' = Uжll6 + иlIlI1], 

Uжll (а, Ь) ) 
иlIlI(а, Ь) 

(19) 

= const. 

Для того чтобы получить в каком-либо из пяти случаев четыре 
характеристических показателя s с помощью процедуры, упомя
IIУТОЙ в § 89, требуется определить такие числа s, что уравнения 
(19) допускают решение вида 

6 = Аеаг , 1] = Везг , 

29* 
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l'де А, В - выбранные соответствующим образом постоянные, не 
равные обе нулю. Следовательно, четыре характеристических по

казателя s определяются из уравнения 

0= хх 
1

82- U 

28- иху 

(20) 

представляющего собой квадратное уравнение относительно s2. 
()бозначая через (-) некоторое отрицательное, а через (?) неко
торое вещеетвенное число (каждое из которых зависит от фикси
рованного значения J.L), перепишем (20) на основании (171) -
(172) в виде 

s!o+ (?)S2 + (-) = о, (21 t ) 

27 
sf. + 82 + 4 J.L(1-J.L) = О. (212) 

нричем (21 t ) относится к случаю, когда точка (а, Ь) представляет 
собой одно из коллинеарных либрационных решений (161)' а 
(212) - к обеим тре}тольным точкам либрации (162). 

§ 476. Расематриваемые два елучая отличаются друг от друга: 
1) Для любого из трех коллинеарных равновесных решений 

(161) и для любого J.L четыре характеристичееких показателя S = 
= 8(J.L) имеют вид 8 = +а, 8 = ±i~, где а и ~ - положитель
ные функции J.L. Таким образом, четыре числа s всегда различны 
и никогда не бывают все устойчивого типа (см. § 89). 

П) ДЛЯ любого из треугольных равновесных решений (1~) 
возможны три елучая, имеющих место тогда, когда масса одного 

из двух тел составляет: а) больше, б) точно и в) меньше чем 

100(t/2 + i/t81'69) процентов общей массы 1 - J.L + J.L = 1 обоих 
тел соответственно. (Указанный предельный процент, хотя и 
ниже, чем в (П) § 382, но вее же несколько превыmает 96%.) 
В первом случае все четыре 8 = S (/l) устойчивого типа и различ
ны. В третьем случае все s =, 8(J.L) неустойчивого типа, причем 
псе четыре показателя имеют вид s = ±а + i~ и ни одна из по
Jюжительных функций а, .~ аргумента J.L не обращается в нуль. 
Во втором случае четыре s имеют вид s = ±i~o, 8 = ±i~, где 
~a - одно и то же положительное число. В этом предельном слу
чае общее решение уравнений (19) содержит веновые члены. 

Чтобы доказать (1), достаточно показать, что один из корней 
82 квадратного уравнения (211) положительный, а другой отрица
тельНый. Однако этот факт очевиден, поскольку свободный член 
в (211) меньше нуля. 
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Чтобы ДОКШJать (11), заметим сначала, что оба корня 82 квад
ратного уравнения (212) отрицательные или комплексные (но не 
чисто мнимые), если дискриминант 27f..L(1 - f..L) -1 меньше или 
больше нуля соответственно. Кроме того, условие 27 f..L (1 - f..L)
- 1 = О для предельного случая эквивалентно, как легко прове
рить. случаю б) в (11). Следовательно, для полного доказательст
ва (11) достаточно удостовериться в появлении вековых членов 
в предельном случае 27f..L(1 - f..L) - 1 = О. Однако такие члены МЬ1 
получим, если учесть (172), при непосредственной интегра
ции (19). 

§ 477. Хотя неравенство (f..L, 1 - .f..L) < 0,03852 ... является в со
ответствии с (11) § 476 достаточным (и необходимым) для того, 
чтобы уравнения в вариациях для треугольных равновесных ре
шений (162) были устойчивого типа, но § 136а показывает, что 
нельзя быть уверенным в устойчивости этих решений, если пони
мать УСТОЙЧИВОСТЬ в указанном в § 131 смысле. lIроблема об ус
тойчивости (в смысле § 131) этих решений осталась до настоя
щего времени неретенной *»). Можно лишь сказать, что если 
имеет место устойчивость, то она обязана присутствию кориоли
совых сил. Другими словами, решения (162) ограниченной задачи 
трех тел оказались бы обязательно неустойчивыми в указанном 
в § 131 смысле, если в уравнениях (61) § 443 были бы опущены 
члены -2х', 2у'. 

§ 477а. Для того чтобы это доказать, рассмотрим .точку равнове
сия обратимой динамической еистемы 

х" =. Их, у" = Иу• (22д 

Iiез потери общности можно предположить, что эта точка совпа
дает с началом координат (х, у) = (О, О) и что И(О, О) = О. Тогда, 
поскольку grad И (О, О) = О, существуют три постоянные а, Ь, с 
такие, что 

1 
И(х, у) = 2" (ах2 + 2Ьху+ су2) + ... , 
ИХ = ах + Ьу + ... , И у = Ьх + су + ... , 

I (22,) 

где точками заменены члены более высокого порядка. Предполо
iJiИМ, что не только сама функция И(х, у), но и ее квадратичная 
часть имеют в начале координат (х, у) = (О, О) изолированный 
минимум, т. е. что ас - Ь2 > О И а + с > О в (222). Мы покажем, 
что ЗТО условие (ноторое согласно (172) удовлетворяется в задаче, 

*) Эта задача в последнее время решена положительно на основании 
результатов В. И. Арнольда. (ПРUJrl. перев.) . 
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рассматриваемой В § 477) является достаточным для того, чтобы 
равновесное решение Х (t) == О, У (t) == О не было устойчивым в 
указанном в § 131 смысле. 

Прежде всего из ограничений, налагаемых на постоянные 
а, Ь, с в (2~), вытекает существование достаточно малого числэ. 
а > О такого, что 

хих(х, у)+ уи •. (х, у) > о 
со всех точках (х, у) круга Г (а): 0< х2 + у2 < а2. :Кроме того, 
можно выбрать а таким малым, что и(х, у) > и(о, О), т. е. 
и(х, у) > о в любой точке (х, у) круга Г(а). 

Предположим теперь, если это возможно, что равновесное ре
шение x(t) == О, y(t) == о устойчиво в указанном в § 131 смысле. 
Тогда при любом достаточно малом е> О существует /3 = {)е та
l;oe, что если (Ха, Уа) - какая-либо точка "руга Г(/3), то инте
гральная кривая х = x(t), У = y(t), определяемая начальными 
}словиями х(О) = Ха, у(О) = Уо, х'(О) = О, у'(О) = О, сущест
вует и остается при всех -00 < t < 00 внутри круга Г(е). Мож
но, конечно, предположить, что /3 < 8 < а. Однако предположе
Ime о существовании такого () = бе сразу приводит к противо
речию. 

Действительно, для решения х = х (t), У =, У (t), определен
ного начальными условиями (Ха, Уа, О, О), постоянная энергии 

f 
h = - (х'2 + у'2) - и(х, у) 

2 

равна h = -и(Ха, уа). Следовательно, уравнение кривой нулевой 
екорости запишется в виде 

и(х, у) = И(Ха, Уо) 
If интегральная кривая никогда не может достичь точки (х, у), 
в ноторой и(х, у) < и(хо, Уа). Тан нан функция и(х, у) имеет 
n точке (х, у) = (О, О) изолированный минимум и так как 
(Ха, Уа) = (О, О), то МО)КНО утверждать о существовании достаточ
но малого числа 'У) > О, меньшего чем /3 11 такого, что внутри 
Г('У) нет точек интегральной кривой. Следовательно, интеграль
Пая кривая заключена при всех t в нольце 1]2 ~ х2 + у2 ~ /32. ПО·· 
скольку это кольцо содержится в Г (а), ТО из определения а вы
текает, что функция 

имеет в этом кольце положительный минимум, равный, напри

мер, л. Тан кан уравнения 

х" = U:r, У" = иу 
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влекут за собой соотяошение 

то 

(х2 + у2) 11 = 2 (х'" + у") + 2 (х ИХ + У И у) , 
(х2 + у2)" ;;::: 2 (х" + у") + 2i, 

при любом t. Следовательно, 

(х2 + у2)" ~ 2" = const > О 
при любом t. Однако отсюда следует, что х2 + у? -+ + 00 при 
t-+ +00. 

Очевидно, построение доказательства, эквивалентнш'о приве
денному выше, могло бы опираться на непосредственную проверку 
того факта, что условие, указанное в § 133, не удовлетворяется. 

ПРОСТРАНСТВЕННАЯ ОГРАНИЧЕННАЯ ЗАДАЧА 

§ 478. Рассмотрим ту же самую схему, что и в § 441, но не будем 
OI'раничивать начальное положение и вектор начальной скорости 
Т<1ла Р плоскостью кругового движения конечных тел P1, Р2 • Та
ким образом, Р не будет всегда оставаться в указанной ПЛОСiЮСТИ 
и имеет, следовательно, три С,тепени свободы вместо двух. Очевид
НО, функции (51) - (52) § 443 нужно заменить следующими: 

1 
L = 2: (х'2 + у'2 + Z'2) + (ху' - ух') + U(х, у, Z), (11) 

1 1-!! 
и='2(х

2

+ у2)+ J(X+/l)2+ y2+ Z2J'" + 
JA. + , ·(Ь) 

J (х - 1 + JA.) 2 + у2 + Z2J'/' ' 

где через (х, у, z) обозначены барицентрические сиподичеСIше н:о
ординаты Р, а вращающаяся плоскость (х, у) совпадает с НЕШО
движной плоскостью, содержащей в себе круговые траектории Pi 
и Р2• Три уравнения Лагранжа, соответствующие (11) - (12), за
пишутся следующим образом: 

31' - 2у' = их, (21) 

у" + 2х' = иу (22) 

z" = и" (2з) 
а интеграл энергии пмеет ВИД 

1 
_ (X'2+ y'2+ Z'2)- U(x,y,z)= const. 
2 

(3) 
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§ 479. Если потребовать, чтобы x(t) = О, y(t) = О, т. е. чтобы 
движение Р происходило вдоль оси z, то мы придем к элементар
ному типу движенин. Для такого движенин 

их(о, О, z) = О, Иу(О, О, z) = О 

н силу (2f ), (22). Отсюда получим согласно (12), что поскольку 
0< Il. < 1, то 11 = 1 - 11. Таким образом, тела Р1 и Р2 имеют 
одну и ту же массу 11 = 1/2, а их координаты равны (х, у, z) = 
= (+1/2, О, О) при любом t. Так как Р движется, по предположе· 
нию вдоль оси z, то треугольник, образованный тремя телами, дол
жен быть при любом t равнобедренным. 

Для того чтобы найти координату z = z(t) тела Р, надо ре
шить уравнение (2з ) при x(t) = О, y(t) = О и 11 = 1/2. Это урав-
нение примет тогда соглас.но (12) вид . 

"-и __ z 
z - z - (Z2 + 1/,,)1'. 

Мы придем к уравнению, соответствующему динамической систе
ме с одной степенью свободы, допускающей интеграл энергии 

1 
2"1/2 - U(z) = const. 

Отсюда мы и получим z =.z(t) после обращения квадратуры 
(приводящей к эллиптическим функциям). 

§ 480. Пусть х = x(t), У = y(t), z =·z(t) - некоторая инте
гральная кривая, не принадлежащая !{ типу кривых, рассматри

вавmихся в § 479 (x(t) = О, y(t) = О) или JJ §§ 441-477а 
(z(t) = О). Предположим, что 

x(t)y'(t) - y(t)x'(t) =1= О, (4) 

и через Р = P(t) обозначим при заданном t оскулирующую плос
I<ОСТЪ интегральной кривой в пространстве (х, у, z). Обозначим че
рез L = L(t), е =·8(t) эйлеровы углы ПЛОСН:ОСТИ Р = P(t) по от
ношению к плоскости (х, у), так что L - наклонность Р, а 8-
увел, т. е. угол между осью х и прямой, по которой Р пересеRает 
(если sin L=I= О) плоскость (х, у). 

Выбирая соответствующим образом направление отсчета этих 
)'тлов и обозначая через R = R(t) векторное произведение венто
ров (x(t), y(t» и (x'(t), y'(t), z'(t», получим 

yz' - zy' = IRI sin L siп е, 
zx' - xz' = -1 R 1 sin t cos 8, 
ху' - ух' = IRI cos L. 

(5) 
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Действительно, с одной стороны, величины - sin L sin В, 
sin L cos в, -сов L представляют собой направляющие косинусы· 
нормали к плоскости Р по отношению к осям х, у, Z соответетвен-
1(0. С другой стороны, вектор R перпендикулярен к плоскости Р 
n силу определения Р, как оскулирующей плоскости. 

Если сов L =F О, то из (5) вытекает в силу (4), что 

z = (-xsin в + усов O)tg t, } 

z' = (-х' sin 8 + у' 'СоВ О) tg t. (6) 

§ 481. Решения, найденные в § 479, не представляют интереса 
для астрономии. Заслуживает внимания в приложениях другой 
Iiрайний случай, когда тело Р движется вблизи плоскости (х, у), 
тик что координата z =, z (t), не обращаясь тождественно в нуль, 
остается всегда малой по абсолютной величине. 

Для анализа этого случая предположим, что дано плоское ре-
тение 

х = x(t), У = y(t), z ='z(t) = О (7) 

уравнений (2д, (22), (2з) или, точнее говоря, уравнений (21)
(22). Пространственные решения, весьма близкие к этому плос
кому решению, можно получить приближенно после замены (2з) 
соответствующим уравнением Якоби относительно решения (7). 
Действительно, если обозначить через ~ = ~(t) смещение для 
z(t) = О в указанном в § 86 смысле, то уравнение Якоби полу
чим, прнебрегая в правой части (2з) членами выше первого по
рлдка относите.1JЬНО z и заменяя х, у, z на х (t), У (t), ~ соответст
венно. Таким образом, это уравнение, определяющее приближен
но t; (t), запишется в виде 

ь" =. -f(t)~, (8) 
где 

-t(t) = Uzz (х (t), У (t), О). 

Ес.ли ~ = t;(t, - некоторое решение линейного дифференциаль
ного уравнения (8), отличное от тривиального ~ (t) = О, то при
ближенное пространственное решение уравнений (21) - (2з) пред
ставится функциями х = x(t), У = y.(t), z =·Цt). Точный смысл 
прилагательного <<приближенное» достаточно ясен Мв § § 84-86 
(см. также § 136). 

§ 482. Очевидно, что при предположении, сделанном в § 481, на
нлонность L = L (t), введенная в § 480, должна быть очень малой. 
Поэтому, заменяя z на Ь, можем также заменить (6) следующими 
формулами: 

ь= (-xsin8+ycose)t, ь'= (-x'sine + y'cOS8}L, (9) 
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где х, у и, следовательно, х', у' - функции t, определяемые со
гласно (7). 

Отсюда вытекает, что, исключая тривиальное решение ~(t) = О 
уравнения (8), можно заменить дифференциальное уравнение 
nторого порядка (8) относительно ~ системой двух дифференци
D,JЬНЫХ уравнений первого порядка относительно 8 и L. Действи
тельно, из (9) и (4) видно, что якобиан перемепных (~, ~') по от
ношению к (8, L) обращается в нуль тогда и только тогда, когда 
L = О. Однако если функция L = L(t) обращается при некотором 
1 = ео в нуль, то в силу (9) таl\же ~ = О, ~' = О. Но решение урав
ш'ния (8), отвечающее нулевым начальным условиям ~ (to) = О, 
~' (to) = О, равно ~ (t) === О. 

§ 483. Для TI)IO чтобы перейти от (8) к уравнениям относитель
но эйлеровых yr.'lOB 8, L, целесообразно заменить 8, L их I\омбина
ЦИЯМИ 

и = (ху' - ух') '/. L cos 8, v = (ху' - ух') '/. L sin 8 (10) 

при условии, Ч'I:> отличная от пуля непрерывпая функция (4) 
от t положительна. Изменения, которые следует ввести в (10), 
если функция (4) отрицательная, очевидны. В соответствии с 
(10) можно записать (9) в виде 

р = (ху' - ух')-'/.(уn - хи), } 

q = (ху' - ух')-'/'(у'n- х'и), (11) 

где ~ = р, ~' = q. Однако последние Формулы определяют линей
ное преобразование (и, и) в (р, q) с коэффициентами, равными 
согласно (7) заданным функциям от t, и определителем, равным 
единице при любом t. Из § 40 следует, то формулы (11) выража
ют каноническое преобразование с множителем, равным 1. Вместе 
с тем можно переписать (8) в виде линейной канонической 
системы с одной степенью свободы и функцией Гамильтона 

f 1 
В(р. q, t) = -? q2 -? f(t)p2. (12) 

нредставляющей собой нвадратичную форму. Подвергая эту си
стему линейному каноническому преобразовапию (11), получим 
для и, v линейную каноническую систему, фУНI\ЦИЯ Гамильтона 
I:ОТОРОЙ представляет собой квадратичную форму [(и, и, t) = н 
плюс остаточная функция. Наконец, явное выражение этой оста
точной фУНI\ЦИИ может быть получено из (11) и (4) с помощью 
правила (17д - (172) § 38. 

§ 483а. В теории Луны рассмотренное уравнение Якоби (8) или 
~квивалентная каноническая система, в которых опорное плоское 
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решение (7) является периодическим, представляет особый инте
рес (см. ниже § 517). Этот случай будет исследован в последую
щих параграфах. 

§ 484. Анализ будет опираться на теорему относительно комп
лексной функции и + iv = w = w(t) вещественной переменной 
t, принимающей комплексные значения и являющейся почти пе
риодической в смысле Бора. Предположим, что фунтщия w (t) 
удовлетворяет при всех -00 < t < +00 условию j w(t) 1> с, где 
с - некоторая положительная постоянная. Тогда фУНRция 
u,(t) / 'ши) 1 будет почти периодической, равной по модулю 1 при 
всех t и с частотами, содерщащимися в полном спектре частот 
функции ши). Положим 

IW(t) 1= expi8(t), (13) 
w(t) 

так что е и) - вещественная функция, которая может быть BЫ~ 
брава непрерывной и которая определяется после нормализации 
н: некоторому промежутку, например О ~ 8 (О) < 2л:, единствен
ным образом. 

Таким образом, 
8(t) = arg w(t), (14) 

где w = и + iv, так что (u2 + и2) '1. и е суть полярные координа
ты на ПЛОCRости (и, и). Упомянутая выте теорема утверждает, 
что существует единственная вещественная постоянная roи един

ственная вещественная почти периодическая функция Ф (t), для 
которых 8 (t) = rot + 1\J (t), и что частоты функции 1\J (t) содер
жатся в полном спектре частот почти периодической функции 
~xp i8 (t) =. w (t) / 1 w (t) 1. Доказательство этой известной общей 
теоремы мы приводить здесь не будем. 

Коэффициент ro (<вековой» части rot функции 8 (t) называет
ся средним движением *) 8 (t). Разумеется, ф, а также 'Ф могут 
обращаться иногда в нуль. Очевидно, что если 'Ф (t) - некоторая 
вещественная почти периодическая функция и ro - некоторая 

*) Происхождение этого пазвания объясняется тем, что если 6 = 6 (t)
абсолютно непрерывная фУIШЦИЯ и если 6 и' / t стремится при t -+ 00 

R понвчному пределу ы, то, поскольпу 

Т 

1 ~ 6(Т)-6(О) 6(1) 
lim т 6'(t)dt = Iiт т = Нт т= Ы, 
т ->00 Т ->00 Т --юо 

О 

(t) предстапляет собой среднюIO спорость изменения угла 8(t). По термино
логии же, применлвmейся в 17 и 18 столетиях, под движением подразу:м:е
ваn:ась спорость. Таким образом, «среднее движение» = «средней скорости •. 
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постоянная, то ехр i8 (t), где е (t) = rot +"ф (t), также представля
ет собой почти периодическую функцию. 

§ 485. Рассмотрим произвольную линейную систему 

и' =аи (t) u + aI2(t) и • . } 
и' = а21 (t) u + azz(t) и, . 

(15) 

!'де заданные коэффициенты a(t) - непрерывные вещественньro 
функции, имеющие общий период, например т. Предположим, что 
оба характеристических показателя для этой системы принадле
жат к устойчивому типу, т. е. что они равны ±iO', где о' - вещест
ненная постоянная, определяемая n зависимости от a(t). Тогда 
l'руппа монодромии не имеет кратных элементарных делителей, 

и общее решение системы (15) запишется (см. § 144) в виде 

u = СIАн (t) eiat + CzAf2 (t) e-iat , } 

v = С1А21 (t) eiat + CzA22(t)e-iаt , 
(16) 

где Аи (t), . .. ,A22 (t) - периодические функции с периодом т, не 
зависящие от постоянных интегрирования СI , С2• Так как требу
ется рассмотреть лишь вещественные решения системы (15), то 
можно записать (16) в эквивалентной матричной форме (после 
выделения вещественных частей произведений СА (t) e±imt) 

(
u{t») (aH(t) aI2(t) xcosO't -SiПО't)(СI) , (17) 
v(t) = a21(t) a22(t) sinO't cosO't С2 

где a(t) - вещественные периодические функции с периодом т, H~ 
зависящие от постоянных интегрирования СI, С2. Заметим, что про
IПiведение матриц в первой части (17) не является вообще перио
дической функцией t, так как два положительных числа 2п I т и о' 
не обязательно соизмеримы. Тем не менее вектор (17) не может 
приближаться сколь угодно близко к нулю при t--+ ±ОО, если 
только исключить из рассмотрения тривиальное решение u(t) == О, 
v(t) = О (соответствующее нулевым значениям постоянных ин
тегрирования Ct, С2). 

ДЛЯ доказательства заметим, во-первых, что второй сомножи
толь В правой части (17) представляет собой матрицу вращения 
B~1КTopa (el, е2) и им МОЖНО, следовательно, пренебречь постольку, 
I10СКОЛЬКУ нас интересует только длина (и2 + и2) '/. вектора (и, и). 
Но-вторых, первый сомножитель в правой части (17) представля
ет собой непрерывную периодическую функцию t. Следовательно, 
функция u2 (t) + v2 (t) имеет при -00 < t < + 00 нижнюю гра
ницу, равную произведению е12 + с·} на число ~, причем ~ = о 
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IIJJИ ~ > о соответственно тому, обращается или не обращается 
непрерывная периодическая функция det аn m (t) при некотором 
фиксированном to в нуль. Однако первый случай невозможен. Дей
ствительно, det anm(t) совпадает тождественно с определителем 
фундаментальной матрицы, равной произведнию двух матриц в 
правой части (17), так что det anm(t) =1= о при всех t в силу § 138. 

Следовательно, существует постоянная .~ > о такая, что 
2 2 

u2 (t) + и2 (t) ~ (С! + C2)~. 
§ 486. Из сказанного выше вытекает, что если и = и (t), v = 
= v(t) - некоторое вещественное решение уравнений (15), от
ЮIчное от тривиального u(t) = О, v(t) = О, то для функцци 
ш(t) = u(t) + iv(t) удовлетворяется условие I ш(t) I > const > О, 
Уliазанное в § 484. Таким образом, полярный угол 8 = 8 (t) на 
декартовой плоскости (и, v) допускает разложение 8 (t) = 
= rot + ф(t) на вековую и почти периодическую компоненты 
(1J (t), Ф (t). Кроме того, среднее движение (j) и частоты функции 
1jJ (t) - однородные линейные комбинации с целыми коэффициен
тами двух чисел 2л: / L", а (которые могут быть IШК соизмеримыми, 
так и несоизмеримыми). Действительно, ив (17) видно, что этот 
факт имеет место для частот функции ш(t) =, u(t) + iv(t), по
СJЮЛЬКУ функции a(t) имеют период L". 

§ 487. Возвращаясь к проблеме, поставленной в §§ 482-483а, 
о'rождествим (15) с канонической системой, найденной в конце 
§ 483. Тогда угол 8 = 8(t), определяемый в § 484 по формулам 

и = (u2 + v2 ) 1/. cos 8, 

v = (u2 + v2 ) 1/. sin 8, 

совпадает с углом 8 = 8 (t), определяемым согласно (10) § 483, 
где 

(u2 + v2 ) 1/. = ± (ху' - ух') 1/. L" • 

Аналогичным образом результаты, изложенные в § 486, отно
сятся к узлу е = 8 (t) (см. §§ 480-483а). 

§ 488. Можно упомянуть, что с формальной точки зрения пробле
ма интеграции уравнений (15) упрощается после введения поляр
ных координат 

v 
Н = arctg-, r= (u2 + V2)1/1. 

и 
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Действительно, IIОСIЮЛЫ\~' 

uи' - иu' = rZ8', 

uu' + ии' = rr', 

то (15) можно переписаТh в виде 

8' = а21 (t)cos2 8 + {a22(t) - ан (t)} соэ 8 sin 8 - aI2(t)sin2 8, (181) 

(lg Т)' = ан (t) cos2 8 + {aI2(t) + а21 (t)} соэ 8 sin 8 + а22и) sin2 0.(18z) 

Заметим, что правая часть каждого ИЗ этих дифференциальных 
уравнений является периодической как по 8, так и по t, и поэтому 
ее можно рассматривать как непрерывную функцию положения 
на торе (О, t). 

Если решение 8 = O(t) дифференциаJIЬНОГО уравнения (181) 
известно, то r = r(t) найдется согласно (182) с помощью квадра
туры. Заметим, что (181) можно записать в виде дифференциаль
ного уравнения Риккати относительно e2 i6 • 

Нетрудно обнаружить, что если уравнения (15) канонические, 
например 

и' = Кu, 

где К =. К(u, и, t) - квадратичная форма относительно и и и, 
то (181) сводится К уравнению 

о' = 2К (соэ О, sin О, t). 

СПУТНИКОВЫЕ СИСТЕМЫ 

§ 489. В соответствии с изложенным в § 443 ограниченная зада
ча трех тел может быть представлена уравнениями 

х" - 2у' = их, у" + 2х' = UII• (1t ) 

где 

и_ 1 (2+2+ 1-J.I. 
- '2 х у ) I (х + J.I.)2 + y2 1'/2 + 

+1(x+J!-~)2+У21'/2' (12) 

причем начало вращающейся системы координат (х, у) находится 
в центре масс двух тел J!, 1 - J!, имеющих координаты (1 - J!, О), 
(-J!, О) соответственно. Следовательно, если начало координат
ной системы перенести в точку, где ЩIХОДИТСЯ масса J!, то коорди
наты х, у третьего тела надо замР,питf, на ~ = х - (1 - J!), 1] = у. 
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Выполняя та.кую подстановну в (11) - (12) И обозначая опять пе
ременные через х, у (вместо ~, 1]), увидим, что уравнения (11) 
сохранят полностью спой вид, а фун.кция (12) заменится сле
дующей: 

и = ~ (1- ~)2 + (1- ~)x + ~ (х2 + у2) + 
2 2 

+ (1. -~) (1 + 2х + х2 + у2)-'/2 + ~(x2 + у2)-'/2. (2) 

Тела с массами ~, 1 - ~L будут иметь теперь Iюординаты 
(х, у)= (О, О), (х, у)=(-1, О) 

соответственно. 

Следующие ниже соображения относятся .к случаю, .когда по
ряд.ки встречающихся расстояний и масс та.кие же, .ка.к и в зада
че, в I\ОТОРОЙ ~ обозначает Землю, 1 - ~ - Солнце, а третьим те
лом с .координатами (х, у) является Луна. 

§ 490. Предположим, что третье тело движется в области, точ.ки 
};QТОРОЙ более или менее близ.ки .к неизмеННО1<!у положению (О, О) 
тела ~, и что поэтому можно пренебречь в (11) всеми членами, 
имеющими по .крайней мере второй порядо.к относительно 
(х2 + у2) '/2, т. е. относительно Ix 1 + 1 у 1. Тогда мы должны отбро
сить в (2) те члены, .которые имеют по .крайней мере третий по
рядо.к относительно 1 х 1 + 1 у 1. По формуле для бинома мы полу
чим тогда, что 

1 3 
(1+2х+х2+у2)-'/. = 1-2 (2х + х2+ у2)+"8 (2х+ .. . )2_ ... 

Подставляя это выражение в (2), увидим, что с требуемой точно
стью аппро.ксимации 

1 3. I 

и = const + 2 ~ (х2 + у2) + 2 (1 - ~) х2 + ~ (х2 + у2) -''', (3) 

1 
const = (1 - ~)2 + 1 - ~. 

2 

§ 490а. Выбор единиц в §§ 489-490 та.коЙ же, .ка.к и в § 441. Эти 
епиницы связаны, одна.ко, с третьим за.коном Кеплера (см. § 276). 
Пос.коль.ку этот за.кон теряет свою силу после перехода от (12) 
пли (2) .к приближенному выражению (3), необходимо рассмот
реть этот вопрос непосредственно. 

С этой целью изменим единицы расстояния, массы и времени 
в пропорциях 1 : а, 1 : ~, 1 : 1 соответственно, причем а и ~ - про
""Нзвольные положительные постоянные. Другими словами, подста-
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ним (3) в (11) и заменим х, у, "", 1 - j.L на ах, ау, ~j.L, ~(1 - /l) 
соответственно. Разделив после этого все члены на а, придем 
1\: уравнениям 

х" - 2у' = ~/lX + 3~(1- ",,)х - а-З~х(х2 + y2)-'/2, 

у" + 2х' = pj.Ly - а-Зf:3у (х2 + у2) -'/'. 
§ 491. Эти уравнения эквивалентны, конечно, уравнениям (11) 
в случае (3) I и поэтому В § 490а сохраняется предположение, 
сделанное в § 490, а именно то, что третье тело движется в обла
сти, более или менее близкой к первому телу, находящемуся в 
точке (х, у) = (О, О) и имеющему в выбранных единицах массу 
~/l. Предположим теперь, что масса р"" очень мала по сравнению 
с массой f:3 (1 - ",,) второго тела. Тогда, поскольку I х I и I у 1, по 
предположению, малы, уравнения, выписанные в конце § 490а, 
аппроксимируются следующими: 

х" - 2у' = 3f:3(1- ",,)х - a-ЗРх(х2 + y2)-'l., 

у" + 2х' = -а-Зf:3у (х2 + y2)-'/2. 

Очевидно, последние уравнения можно записать в виде (11), 
ее ли положить 

3 
и = 2" f:3(1- ",,)х2 + а-Зf:3(х2 + y2)_1/2. 

Определяя далее единицы расстояния и массы, оставшиеся после 
введения в § 490а множителей а, р произвольными, с помощью 
условий 

запишем и в виде 

(4) 

§ 492. Используя интерпретацию, данную в конце § 489, можно 
сказать, что дополнение в § 491 к условию, принятому В § 490, 
эквивалентно в силу третьего закона Кеплера предположению 
о том, что расстояние между Землей и Солнцем очень велико. 
В то же время согласно предположению в § 490 расстояние меж
ду Луной и Землей относительно мало. Следовательно, исполь-
2УЯ терминологию теории Луны, скажем, что при переходе от (3) 
:к приближенному выражению (4) пренебрегают параллаксом 
Солнца и что это не имеет места при аппроксимировании функции 
(12) выражением (3). При переходе от (3) к (4) пренебрегают, 
однако, вторыми и более высокими степенями этого параллакеа. 
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Разумеется, параллакс может быть грубо определен как отноше
ние между расстояниями Луна - Земля и Земля - Солнце. 

§ 493. "У"равнения (1д, где И определяется формулой (4), лежат 
в основе современной теории Луны. Эта задача с двумя степенями 
свободы называется задачей Хилла и представляет предельный 
случай ограниченной задачи трех тел. 

С аналитической точки зрения различие между уравнениями 
nида (11), в которых функция И выражается формулой (3) или 
(4), едва ли ощутимо. Вместе с тем единственное формальное раз
личие межд.у (3) и (2) состолт в том, что (2) имеет две особые 
точки (х, у) = (О, О) и (х, у) = (-1, О), а (3) имеет лишь одну 
особую точку (х, у) = (О, О). Поэтому uольшинство из главных 
математических проблем общего характера, которые возникают 
ДЛЯ уравнений (11) в случаях (12) или (2), остаются также и в 
случае (4). В последнем случае 

х" - 2у' = И;t, у" + 2.х' = ИII (5i) 
и 

где соотношение (52) представляет собой интеграл энергии урав
I.IениЙ (51), причем постоянная С называется, как и в случае, рас
смотренном в § 443, постоянной Якоби. 

Тот факт, что функция (4), выписанная в (51) и (52), имеет 
лишь одну особую точку (х, у) = (О, О), соответствующую поло
жению Земли, позволяет исключить особенность в (51) (обуслов
ленную членом (,х2 + у2) -'/, И его производными) с помощью (52). 
Действительно, с учетом (4) и с помощью (~) нетрудно записать 
(51) в виде 

ху" - ух" + 2хх' + 2уу' + Эху = О, J 
1 1 9 1 (6) 

хх" + уу" + 2ух' - 2ху' + - х'2 + - у'2 - - х2 + - с = О 
2 2 2 2 ' 

где левые части не содержат особых точек. Соотношение (52) яв
ляется инвариантным соотношением (§ 80) не только для (51), 
I.Iо И для (6). 

§ 494. Из вывода выражения (4) видно, что в предельном случае 
(2) тело с большой массой 1 - J.L можно рассматривать располо
женным на оси сизигий у = О в бесконечности (х = -00). 

н силу этого замечания ясно, что третья из коллинеарных то
чек (161) и обе треугольные точки либрации (162) § 469 исчезают. 
Действительно, из (4) легко найти, что ИХ = 0= ИII лишь 'В _ 

30 А. "VИП'l'Вер 
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иаре точеI, (х, у) = (+3-1/" О), соответствующих, очевидно, пер
вым двум из трех точек (161) § 469. Функция и(х, у) имеет в 
каждой из этих точек седло, тю{ как матрица Гесса для (4) пред
ставится при (х, у) = (±3-'/', О), как нетрудно видеть, в виде 
(171) § 469, причем + =9, - =-3. 

Подставляя 3T1I значения в (19) - (20) § 475, УВИД1lМ, что 
уравнение (211) § 475 сохраняет свой вид, причем (?) = -2, 
(-) = -27. Таким образом, четыре характеристических показа
теля s для двух существующих равновесных решений x(t) == 
== +3-'/', y(t) = О равны s = +11 + 217, s = +i1-1 + 2)'7. 
Это соглае}ется с (1) § 476. 

§ 495. Функция (4), принимающая всюду положительные значе
ния, стремится к О при стремлении х2 + у2 К +00 вдоль оси у. 
Вместе с тем (4) стремится к + 00 при х2 + у2 -+ + 00 вдоль лю
бой полупрямой, отличной от оси У, причем равномерно для лю
бого замкнутого множества таких полупрямых на плоскости 
(х, у). Кроме того, (4) обращается в +00 н начале координат 
(:1:, у) = (О, О), а поверхность U = и(х, у) н пространстве 
(х, у, и) симметрична по отношению к обеим плоскостям х = О, 
У = о. в соответствии с § 494 касательная плоскость к этой по
верхности параллельна плоскости (х, у) лишь в двух точках 
(х, у) = (±3-'/', О). В этих точках поверхность U =, и(х, у) име
ет седло, а матрица Гесса в них неопределенна. Согласно (4) ап-

з _ 
llJшката U в этих точках равна 3/213. 

§ 496. Обозначим, как и в § 471, Р/" Zh, Nh множества тех точек 
па ПЛОСIШСТИ (х, у), где аппликата U поверхности U = и(х, у) 
больше, равна или меньше аппликаты плоскости U =' -h соот,
ветственно (I~ - фиксированное вещественное число). 

Если О ~ h < +00, 1'0 Р" И Zh - пустые множества (Nh сов
падает со всей плоскостью), так как функция (4) всюду поло
жительна. 

Если -00 < h < О, то топологическая структура областей Р", 
N" и их границы Zh зависит лишь от того, будет ли постоянная 

3_ 

-h меньше, больше или равной критическому значению 3/213. 
8_ 

Действительно, значение 3/213 является согласно § 495 единствен
ным, совпадающим с аппликатой критических точек поверхности, 
Т. е. точек, для которых касательная плосt\ость параллельна пло

скости (х, у) и где grad U = о. 
Во всех трех возможных при - 00 < h < О случаях 

З_ 

-h §ji 3/213 мы увидим из § 495, что кривая Z,,: и(х, у) = -h 
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симметрична относительно обеих координатных осей и что она 
должна обладать асимптотами, парал.тIeЛЬНЫМИ оси у. Согласно (4) 
асимптотами являются две прямые х = + (-2/зh) '/'. Из (4) также 
видно, что во всех трех случаях, возможных при - 00 < h < О, 
нривая Zh пересекает ось У в двух точках: (х, у) = (О, +h-1) и 
(х, у)=(О, _h-1). В то же время пары точек (+Ixal, О) кривой 
Zh на оси х определятся кубическим уравнением 

2 2 
IхаI3+зhIХIJI+з= О, 

где I ха I > О. Так как дискриминант 
-4(~h у - 27(~ У 

3_ 
имеет тот же знак, что и число -h - 3/213, то количество пар 

1-
(± Ixol, О) точек Z/, на оси х равно О, 1 или 2 при -h ~ 3/21/3 со-
ответственно. 

§ 497. Эти три случая схематически представлены на рис. 15, а, 
б, в *). Через С обозначена постоянная, равная -2h, а веществен
ные ветви алгебраической :кривой Z-"/2C: и(х, у) = 1/2С представ
лены границей между заштрнхованными инезаштрихованными 

областями, представляющими множества Р -'(,с и N_,/,c соответст
венно. 

В силу (52) ветви кривой Z_'/,c, где О < С < +00, представля
ют собой кривую нулевой скорости, соответствующую фиксиро
ванной постоянной энергии h = -ч2с. Незаштрихованные же об
ласти, т. е. N_,.',c, устраняются в соответствии с интегралом энер
гии (см. § 167). 

И3 § 492 видно, что в силу предположений, лежащих в основе 
замены (2) на (4), астрономическое значение имеет лишь случай, 
в котором траектория х = x(t), у = y(t) Луны всегда располага
ется в окрестности Земли, находящейся в начале I<оординат (О, О). 
В соответствии с рис. 15, а, б, в это будет лишь тогда, когда С ве
лико и, кроме того, начальное положение Луны выбрано внутри 
той из трех заштрихованных на рие. 15, а областей, которая о:кру
жена областью Р -'/, с (т. е. внутри заштрихованной области, окру
жающей начало координат). Эта область приближенно совпадает 

*) Рис. 14, а, б, в, г § 472 соответствуют ЛИШЬ рис. 15, а, б, ПОСКОJIЬКУ 
рис. 15, б соответствует трем предl.'ЛЬНЫМ случаям при переходе от одного 
к другому из четырех типов, представленных на рис. 14. а, б, в, г (предель
ные случаи на рисунках в § 472 не иллюстрируются). 3аштрю:ованные 06-
ласти: представляют собой на рис. 15, а, б, в допустимые области, а на 
рис. 14, а, б, в, г - запрещенные области. 

30" 
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В силу (4) с внутренней частью круга (х2 + у2) -'/. = 1/2С радиуса 
2С-1 (-+ О) с центром В Земле. 

§ 498. Для того чтобы регуляризировать (51) - (~) при .каком
либо фиксированном С (-00 < с < +00), (6) можно заменить 

i 
~ 

i 
r 
-i! 

r 
о) 

J 
i 
I 

б) 

Рж:. f5. 

= = 

= 

уравнениями, получающимися после применения к силовой фуНI\
ции (4) параболического отображения, использовавшегося в § 446, 

х + iy === z = ~2 = (6 + i'Y])2 (7) 
или 

Х=62 -1)2, у=26'У] (см.§54). 

Действительно, тогда (91) - (92) § 446 запишутся В виде 

62+ ~2= 2U(S,'Y],-;C), (81) 

U = 4 - 2(62 + 'У]2)С + 6(62 - 'У]2)2(62 + 'У]2), (82) 

а (81) - (82) § 446 сведутся В соответствии с (101) - (102) § 447 к 

.~ - 8(62 + 1)2)~ = ~;. } 
1) + 8(s2+ 1)2Н = иТJ , 

(9:д 

где точками обозначается дифференцирование по переменной 
t = t (t), определяемой из (92) обращением интеграла. 

Сравнение (В:!) и (12) § 447 показывает, что формулы, приве
денные в § 448, остаются справедливыми и при J.L = О. Таким 
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образом, если столкновение Луны (~(t), 1') (t» с Землей (~, 1') = 
= (О, О) имеет место при t =, О и если начало отсчета t выбрано так, 
[11'0 оно соответствует значению t = О, то в силу (13) - (16) § 448 

~=(8'/·cosV)t+ ... , Т)=(8'/·siПV)t+ ... , (101) 

_ 32-з + (10 ) t- зt ... 2 

где V - постоянная интегрирования и l ~ О достаточно мало. Вы
воды, сделанные в §§ 4.48-450 на основании такой униформиза
ции особой точки в момент столкновения t = О, сохраняют свою 
силу. С соответствующими очевидными изменениями (и упроще
ниями) могут быть также повторены рассуждения, приводивmие
ся в § § 4.45-461. 

§ 499. В силу изложеннOl'О в § § 180 и 231а взаимосвязь между 
(51) и (91) СВОДIlТСЯ К тому, что если исключить пару равновес
ных решений x(t) = +3-'1" y(t) == О (§ 494), то решения х = 
= x(t), У . y(t) уравнений (51)' соответствующие фиксирован" 
ному значению постоянной энергии (52), эквивалентны в силу 
(7) и (92) тем решениям ~ = Ht), т) = т) и) уравнений (91), ко
торые удовлетворяют инвариантному соотношению (81)' Другими 
с~овами, вместо того чтобы рассматривать четырехмерное прост-

ранство (~, ~, ~, Т), т. е. фазовое (в Уl\азанном в § 16 смысле) 
пространство, можно рассматривать трехмерную изоэнергетиче

скую гиперповерхность F = F С, соответствующую фИl\сированно
му значению С. Эта поверхность определяется в Уl\азанном фазо
вом пространстве уравнением (81) или (если учесть (82» урав-
нением 

~2 + тj2 + 4(~2 + 1')2) {С - 3(~2 _1')2)2} = 8. (11) 
Поскольку параболическое отображение (7) таково, что точки 
(~, 1') и (-6, -Т) соответствуют одной и той же точке (х, у), 
при определении «точею) гиперповерхности F с подразумевается, 

что если (~, 1')', 6, 1') - точка на F c , то координаты (-~, -Т)', -6, -1') 
соответствуют той же самой точке поверхности F с. 

ТаТ{ I\ак начальные значения скоростей могут быть выбраны 
произвольно, то из (7) видно, что изоэнергетическое трехмерное 

множество Fc в четырехмерном пространстве (6, ~, 5, Т) состоит 
иа такого же числа не связанных друг с другом частей (компо
нент) , как и двумерная область (х, у), обозначавшаяся в § 496 
через Ph , где h = -1/2 С. 

§ 500. Предположюr, что рассматривается случай 3'/, < С < +00, 
соответствующий рис. 15, а. Обозначим через F с' ту из трех компо' 
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нент РС , которая имеет астрономическое значение В указанном 
n § 497 смысле. Тогда множество возможных изоэнергетических 
сnстояний (~, ~, ~, 1) движения, представллемых точками Ре ·, то
пологически эквивалентны трехмерному (вещественному) ПрОeI{
'l'ивному пространс"гву. 

Для того чтобы это доказать, заметим прежде всего, что при 
всех С > 3'/· топологическая структура F е" остается одной и той 
,nе. Это сразу вытекает или из соответствующего замечания, сде-

33-
ланного в § 472 по поводу критического значения 2"1'3 (§§ 495-

496) постоянной -h = Ч2С, или же более непосредственно из 
анализа ранга матрицы частных производных (11). Таким обра
зом, можно считать, что фиксированное С не только больше 3'/3, 
н() равно большому положительному числу. Но тогда применимо 
последнее замечание, сделанное в § 497, из IЮТОРОГО в силу (7) 
вытеБает, что множество тех точек плоскости (6, Т), для которых 
ТОЧI{а (6,~, 6, 1]) четырехмерного пространства принадлежит при 
подходящих (6,~) трехмерному многообразию Fc *, представляет 
собой ОДНОCJшзную область, приближенно совпадающую с неболь
шим кругом 62 + Т)2 ::::;;; 2С-1 (-+0) вокруг начада координат на 
плоскости (6,1]). Таким образом, если С - большое положитель
ное число, то I 6 I и 111 I равномерно малы для всех точек F е·, а 
поатому выражение { } в (11) превосходит на F с" положитель
ный нижний предел. Следовательно, полагая 

fJ = 2~ {С - 3(62 _1]2)2}'/', } 

1" = 2Тj {С - 3 (62 - 1]2) 2J'/., 
(12) 

где { } '/, > const > О, увидим, что уравнение (11) для F с· можно 
записать в виде 

62 + 1]2 + а2 + .2 = 8. 

~Tы пришли, таким образом, к уравнению трехмерной гиперсферы 

S в четырехмерном пространстве (6,~, а, т). Однако соответствие 
между ТОЧIШМИ гиперповерхности Ре• и гиперсферы S не ОI\азы
пается взаимно одпозначньш. J\ю\ было уназанn в § 4!)9, изоэнер-
гетические состояния (6,~, 6, Тj) и (-~, -~, -6, -1]) изобража
ются одной и той же точкой на рс •. В соответствии с (12) зто 
приводит К отождествлению двух различных точек (~,~, а,.), 
(-~, -~, -а, -.) на s. 

Таким образом, точки F е· находятся в непрерывном .взаимно 
однозначном соответствии с точн:ами многообразия S·, которое 
получим при условии отождествления диаметрально противопn

~O;кHЫX точен: гиперсферы S. Одна но это многообразие S· сонпа.-



§§ 489-502. СПУТНИКОВЫЕ СИСТЕМЫ 471 

дает с многообразием всех прямых, проходящих через центр S. 
Так как S представляет собой трехмерное проентивное простран
еТJЮ, то на этом доказательство полностью заканчивается. 

Можно упомянуть, что в силу непрерывности доназательство 
и результат остаются без изменений, если заменить (4) на (2) и 
не иснлючать предельный случай /! = О (§ 300). 

§ 501. Отождествляя (61) - (62 ) § 229 и (8д - (9f ) § 498, а так
же (21) § 232 и (11) § 499, увидим, что результаты § 232 при-
менимы. Следовательно, те решения '~ = ~ (t), ~ = 'Тj (t), ~ = 
= ~ ([), тj =, 1] (t) уравнений (91) § 498, которые образуют трех
мерное многообразие F c*, можно получить при рассмотрениИ си
стемы 

~ = 8 (~, Тj, (й, С), ~ = Н (~, Тj, (й, C)~ ~ = Q (~, Тj, (й, С). (13) 

трех дифференциальных уравнений первого порядна для трех пе-

peMeHHЫX~, Тj, (J) = arotg~ (см. (24) § 232). s 
В силу (25) § 232 эта система удовлетворяет условию несжи

маемости, приведенному в § 122. Так нак (13) получено из (91) 

В результате ИЗ0энергетичесной реДУнции, то из § 81 видно, что 
Fc* представляет собой для (13) инвариантное множество. Послед
нее же замечание в § 498 позволяет сделать вывод, что все реше
ния можно рассматривать нан неограниченно продолжаемые в 

смысле, уназанном в § 119. Поэтому F c* является для уравнений 
(13) инвариантным неограниченно продолжаемым множеством. 
Итак, (13) удовлетворяют всем условиям, указанным в §§ 120-121. 

§ 501а. Нанонец в существенном для астрономии случае F с * удов
летворяется также и остающееся предположение, указанное в 

условии эргодической теоремы (§§ 123-124). 
Действительно, это предположение занлючается в том, что мера 

(евклидова) объема пространства (~, Тj) для (13) должна быть 
Бонечна. Однако OJ - угловая переменная, приведепная н rnоа 2n:, 
так что достаточно показать, что допустимое двумерное простран

ство (s, Тj) имеет нонечную евнлидову площадь. Однан:о в сущест
венном для астрономии случае это условие удовлетворяется, по

скольну в этом случае, ню{ это видно из § 497, допустимое про
странство оказывается пранти:чески равным небольшому нругу 
:r2 + у2 ::::;;; 4С-2, соответствующему согласно (7) двум кругам 
;2 + Тj2 ::::;;; 2С-1 на плоскости (~, Тj) • 

§ 502. Заменяя огрпниченную задачу трех тел пространствен
ПОЙ схемой, рассмотренной в § 478, и rrOl~ТОряя :рассуждения, 
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которые привели в §§ 489-492 к (4) - (51), легко найдем, что (4) 
следует заменить функцией 

3 f 
и = 2х2 + 2Z2 - (х2. + у2 + z2)-'f2, (14) 

а (51) - уравнениями (21) - (2з) § 478. 

ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ОРБИТА ЛУНЫ 

§ 503. Исходной точкой современной теории Луны является не
Iюторое решение х = х (t), У = У (t) уравнений (51) § 493. Это 
rешение, найденное Хиллом, представляет движение, симметрич
ное по отношению к обеим координатным осям х = О, у = О и 
I,ериодическое относительно t с периодом 1:, который является 
постоянной интегрирования уравнений (51) § 493. Если выбрать 
начало отсчета t так, что Луна расположена при t = О на оси х 
IIправо от начала координат н, следовательно, х(О) > О, у(О) =0, 
то требуемые условия симметрии представятся четырьмя равен-
ствами 

x{-t)= x(t) = -х (t + ~'t), 

-y(-t)= y(t)= - y(t +},;). 
(1) 

Согласно этим равенствам разложения периодического реше-
ния в ряды Фурье "" 

x{t) = ~. (аn СО'3"nе + ~n sin"nt), 
n=о 

у (t) = ~. (уn cos "nt + 6n sin "nt), 
n-О 

I'де " = 2n /1:, должны быть таковы, что не только ~n = уn = О, 
нn также а2n = О, 62n =. О при всех n. Таким образом, если 
a.L-.+t = Аn , ~2n+1 = Вn , то 

!'Де 

"" t 
x(t) = ~Ancos(2n + 1)-, 

т 
n=о 

со t 
y(t) = ~ ВN sin(2n + 1) -', 

т 
11=0 

't = 2юn, rn = 1/ ". 

(2) 
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3ам()Няя Аn , Вn их линейными Iюмбинациями 

(2а) 

где n = О, 1, 2, ... , запишем (2) в виде 

.t<x> t 
x(t)= ~ Qkcos(2k+1)-, 

т 

(3) 
t<x> t 

y(t)= ~ aksin(2k + 1) -., 
т 

k=-DO 

т = ~:2Jt;. 

Нонечно, с.ущество проблемы заключается в нахождении ре
шений х = x(t), у = y(t), имеющих вид (2) или (3), где период 
't" = 2л:m есть постоянная интегрирования, определяющая ам
плитуды 

ak = ak(m), k = О, ±1, +2,... (4) 

Эти решения уравнений (51) § 493 образуют искомое однопара
метрическое семейство решений. 

§ 504. Операции, приводящие к этому семейству периодических 
решений, подчиняются непосредственно программе, УI{азываемой 
вполне четко, поскольку ее можно описать следующим образом. 

Подставляя ряды Фурье (3) в дифференциальные уравнения 
(5!) § 493, придем после приравнивания коэффициентов при 
сов (kt / т), sin (kt / т) при всех k в бесконечной системе алгеб
раических уравнений для неизвестных коэффициентов (4). Обоз
начим эту бесконечную систему через (8), так что (8) содержит 
все неизвестные функции {4} и параметр т, который вводится 
вместе с производными х', у', х", у" рядов (3). Поскольку урав
нения {5!} § 493 нелинейные, то такова же и система (8). Нро
ме того, система (8) не является рекуррентной, так как каждое 
из уравнений системы содержит все неизвестные (4). 

Тем не менее оказывается возможным показатъ, что сис~гема 
определяет функции (4) единственным образом, во всяком слу
чае, при условии, что период 2:n:m, рассматриваемый как незави
симая переменная, не превышает некоторого предела. Rоне,чно, 
для полного доказательства существования периодического се

мейства (3) необходимо показать, что в решении (4) системы 
(8) величины а/.{m) стремятся при k-+ +00 к нулю настолько 
быстро, что формальные тригонометрические ряды (3) сходятся 
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к периодическим (аналитичеСI\ИМ) функциям t при любом фикси .. 
рованном т в рассматриваемом промежутне. 

На:конец, этот промежуто:к, :которому может принадлежать по
стоянная интегрирования т, должен содержать танже чиоленные 

значения т =. то, соответствующие наблюдаемому движению 
Луны. Пос:коль:ку это значение то мало (то = 0,08084 ... ; см. 
ниже § 518), интересующий нас промежуто:к для значений т 
охватывает небольшую окрестность вблизи т = О. 

§ 505. Непосредственное составление системы (8) облегчается 
d 

после замены ноординат х, у, времени t и оператора' = - на 
dt 

u=x+,iy, v=x-iy, 

( it) ~ = ехр -;; ~ 

d 
D=~-

d~ 
(5з ) 

соответственно, где i = J' -1. Прежде всего, используя (51), от
l'уда uv = х2 + у2, u/v' = х'2 + V'2, И учитывая (4) § 491, пред
ставим лагранжевы уравнения (51) § 493 и их интеграл энергии 
(52) § 493 в виде 

"+ ' 3 ( u II 2iu - - и + v) = - - З' 
2 (uv) " 

" 2' 3( v v - iv -- u+v)= ---
2 (uv)~' 1 

3 2 
u'v'-_(U+V)2- = -с. 

4 (uv) '/, 

d 
В соответствии же с (52) - (5з ), где' = - можно переписать 

dt I 

(61) ~ (62) следующим образом:, 
3 и 

D2u+2mDu+-m2(u+ и)= m2--_ 
2 (uv)~ 

3 v 
D2V -2mDv+-m2(u+v)= т2 __ _ 

2 (ии)~ 

3 т2 

PuDv+-m2(U+V)2+2_ с. 
4 (ии)~ 
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Разумеется, через D2 обозначается двукратная операция DD, так 
что, например, 

посколы{у 

D2(uV) = uD2V + 2DuDv + vD2u, } 
D(Dv - vDu) = uD2v - VD2u, 

D (f + g) = Df + Dg, 

D(fg) = fDg + gDf· 

(8) 

Из (51) - (52) видно, что формулы (3) для искомого семейства 
периодических решений можно заменить следующими: 

+са +00 
~t = .~ ak~2k+t, V = ~. a_k_162k+1• (9) 

k=-oo k=-oo 

Следовательно, первый пункт программы, изложенной в § 504, а 
именно, построение системы (S), требует сравнения коэффициен
тов при различных степенях 6 в пра:еой и левой частях уравне
ний, получающихся после подстаНОВRИ (9) в (71)' Хотя ввиду 
наличия в (71) квадратного I{ОрНЯ и знаков деления такая опе
рация представляется весьма мало доступной, можно преодолеть 

эту трудность благодаря замене (ии)-'/, в (71) кубом полинома, 
который можно выписать для (ии) _.(. на основании (7&). 

Действительно, используя (8) и (72), .'1егко найдем, что два 
уравнения движения (71) можно записать при любом фиксирован
ном значении постоянной энергии С в виде 

D2(uV) - DuDv - 2m(uDv - vDu) + ~ m2 (и + и)2 = С, ] 
3 (10) 

D(uDv - vDu) - 2mD(uv)+ _m2 (и2 - и2 ) = O~ 
2 

где уже нет раДИl,алов и дробей. Между прочим, переход от (71) 
К (10) с помощью (72) Эl{вивалентен переходу от (51) § 4931{ (6) 
§ 493 с помощью (52) § 493. 

§ 506. Из (52) - (5з) видно, что формальная производнал Df ряда 
Фурье f = f(~), имеющего вид 

~ ak1"2k+l 
~ '" '. 
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!J8BHa 

Вместе с тем ив самого определения (52) вытекает, что если g = 
= g (t) - другой ряд Фурье, имеющий такой же вид 

~~h~2k+\ 

то проивведение fg представится рядом Фурье 

~, Yh~Zh~ 
где 

Yk = .~ aj~h-j-1 

(индексы k и j пробегают значения от -00 до +(0). Применяя 
эти два правила конечное число раз, увидим, что после подстанов

ки (9) в (10) придем!{ соотношениям 
+00 +00 

,~ J.Lh~2h = С, ~ 'Vk~Zh = О, (11) 
h=-oo А=-оо 

где (J.h, Vh не зависят от ~ (т. е. от t) и представляют собой поли
номы относительно параметра т И бесконечного числа коэффи
циентов (4). В силу (11) сиr,тема уравнений, которым удовлетво
ряют коэффициенты (4), записывается в виде 

(J.o=C, 'Уо=О, (J.j=O=Vj, j=+1, +2, ... (11а) 

Выполняя непосредственно укаэанные перед (11) подстанов
ки и комбинируя полученные таким путем уравнения (11а), при
дем к следующему результату *). 

Система уравнений (11а) эквивалентна бесконечной системе, 
состоящей, с одной стороны, из двух уравнений 

+00 2 +"" 
{ ~ ui } ,~: {4i2 + 4i + 1 + 4i + 2т + 3m2}ai = т2 (13) 
1=-00 i=-oo 

*) Летали <JТИХ элементарных вычис.тrениЙ можно найти н COOTBI1TCTBYIP. 
щем мемуаре Хилла. 
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Н, с другой СТОрОНЫ, из бесконечной системы 

+00 

477 

~ Ш. i] ai ai-j + т2 И] ai а-нн + т2(j)tLi_j-1} = О, (14) 
i=-oo 

j= ±1,±2, ... , 

где и, i], И, (j) - рациональные функции независимой пере
менной т, а именно 

.. i 4(j-1)i+4j2+4j-2-4(i-j+1)т+m~ (15) 
rJ:~]=-J 2(4р-1)-4т+т2 -~---

. 3 4j2-8j-2-4(j+2)т-9т2 

И]= - 16Р 2(4j2-1)-4т+т2 ' (16) 

. 3 20j2-16j+2-4(5j-2)т+9m2 (17) 
(])= - 16j2 2(4р-1)-4т+т2 ' 

ЩJИчем j =. ±1, ±2, ... , но i = О, +1, ±2, ... 
Очевидно, система уравнений, обозначенная в § 504 через 

I·S), состоит, с одной стороны, из беснонечного числа уравнений 
(14) с коэффициентами, выражаемыми согласно (15)-(17), и, с 
;'-IРУГОЙ стороны, из единственного уравнения (13). Действитель
но, роль уравнения (12) сводится лишь к тому, что оно позволяет 
выразить постоянную Яноби Скан Фуннцию С(т) параметра т 
семейства периодичеСЮIХ решений (3) после того, как соответст
вующее решение (4) уже найдено. 

§ 507. Теперь необходимо доказать теорему существования, кото
рая применима н системе (S) (см. § 504). Чтобы формулировать 
зту теорему, определим степенной ряд F беснонечного числа пе
ременных Zo, Zt, Z2, (безотносительно к вопросу о сходимости) 
выражением вида 

со 

F(zo.Zt, ... )= ~F(n), (18) 
n=О 

где 

n)_ I • '.. • ~. ~ (n) F< - ... a" ... ,nz" ... z,n 

представляет собой форму n-й степени по Zo, Zt, ... При этом n 
неотрицательных индексов it, ... I in (не обязательно различные) 
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выбираются так, что в n-кратном ряде F(n} одночлен по Zi BCTpe~ 
чается только один раз. Обозначим для любого степенного ряда 
(18) через Р- другой степенной ряд 

где 

OD 

F" (zo, Z1, •• ,) = ~,F<n)., 
n=о 

(18а) 

так что F· (zo, ZI, ••• ) == F (zo, Z1, ••. ) тогда и толыю тогда, когда 
все а ~ О. 

Пусть дана бесконечная последовательность 

Fi(X~ Yt, У2", .), ..• ,Fk(X, У1, У2, .•• ) 

степенных рядов (18), где Zo = Х, Zt = У1, ••• , Zk = Yk, ••• , и 
предположим, что существуют две положительные постоянные 

и две последовательности положительных постоянных, например 

а, 'У и ~1, ••• , ~k, ... ; щ, ... , !!k, ... , удовлетворяющие двум бес
конечным последовательностям неравенств 

F: (a~ fi1, fi2, ... ) ~ !!k, 

~k __ 
-~y 
J.Lk 

при любом k (заметим, что ~k > О И !!k> О могут зависеть от k 
произвольным образом, но а > О и 'У > О предполагаются не за
висящими от k) . 

Теорема существования, о которой идет речь, утверждает, что 
если (191) - (192) удовлетворяются, то беснонечнан система урав
нений 

k = 1,2, ... , (20) 

обладает в достаточно малом круге вокруг начала компленсной 
плоскости Х, а именно, во всяном случае, В нруге 

I Х I < Min (а, 'У) (а> О, 'У > О) (21) 

(радиус ноторого не зависит от k) одним и тольно одним анали
тическим решением У1 =, У! (х), У2 = У2(Х) , ... Для этого един
ственного решения 

при 'хl < Min (а,'У), 
Уп (О) = О, (222) 
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!'де k = 1, 2, '" НЮiонец, Yh (х) будет вещественным при вещест
nенном х, если все коэффициенты каждого степенного ряда 
Fk (х, УI, У2, .•. ) вещественные. 

§ 508. Доказательство этой теоремы состоит и следующем. Ис
пользуя обозначения (18) - (18а), рассмотрим сначала 

k= 1,2, ... , (23) 

вместо (20). Сформулированная в § 507 теорема существования 
],l()жет быть применена тан:же и к (23), поскольку предположения 
(191)-(192) одни И те же н:ак для (20), так и для (23). Таким 
образом, необходимо дон:азать существование одного и только 
одного аJiалитичесн:ого решения 

"" 
Yk = Yh(X)=~' C/i.mXm 

m=O 

уравнений (23) в круге (21). Обозначая n-ю частную сумму 
n 

любого степенного (формального) ряда .. 
f(x)= ~' атхт 

т=0 

через и(х) ]", подставляя бесконечное число степенных рядов 
УI (х), У2 (х), '" (еще неизвестные) в (23) иприравниваякоэф
фициенты при х" В 

Yk(x)=xF~(x, УI (х), У2 (х), ... ), 

увидим, что если У/,(х) существует, то частные суммы [Yh(X)}n 
должны удовлетворять соотношению 

[Yk(x)]" = [xF/i. (х, УI (х), У2 (х), ... )].n= 

=~ x[F: (х, УI (х), У2 (х), ... )]n-1 = 

= :l; [Fh
8 
(х, [УI (х) ],,-1, [У2 (х) ],,-1, ... ) ],,-1. 

[{ругими словами, степенные ряды Yh (х) должны быть выбраны 
raK, что если через Yh" = Yh"(x) обозначить полином [Yh(X)]rl 
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степени n, то 

11 • (n-1) (n-1) 
У.: (х) = х [Fk (х, У1 (х), У2 (х), ... ) ],1-1. (24) 

Эта ренуррентная формула и позволяет определить все частные 
СУММЫ; У k n (х) всех рядов У k (х) следующим образом. 

Полагая х = О в (23), увидим, что (222) удовлетворяется при 
Yh = Yk, тан что Yk(O) = О, т. е. YkO(x) = О. Этим самым опре
деляется первый шаг при нахождении Y(~) (х) с помощью ренур-

рентной системы (24). В частности, при n = 1 получим, что 

Yk (х)= xF; (О, О, О, ... ), 

поснольну В силу определения оператора [ ] n имеем 
• О О • 

{Fk (х, У1 (х), У2 (х), ... )]о = [Fk (х, О, О, ... )]0. 

Предположим, что при ненотором n - 1 ~ О и при всех k по
линомы YItO(x) , Yk l (х), ... , y~-t (х) уже определены в соответ-

ствии с (24), причем эти полиномы имеют вещественные, неотри
цательные ноэффициенты и принимают в нруге (21) значения, 
меньшие по абсолютной величине, чем ~k, k = 1, 2, ... Эти усло
пия удовлетворяются при n - 1 = О, тан нан: Ylt°(x) = О. Легно 
lIерейти по методу индунции от n - 1 н n. Действительно, таК 
I:aH / У'Г1 (х)/ < ~It в нруге (21) и тан: l,aH полиномы Y'k-!(x} 
имеют вещественные не отрицательные ноэффициенты (нан и сте
пенные ряды Fk • (х, У1 , У2 , ••• ) по беснонечному числу перемен
ных х, У1 , У2, ••• ), то ИЗ (191) видно, что 

• n-l n-1· 
FIt(x,Y! (Х),У2 (х), ... ) 

определлет в нруге (21) регулярную аналитичесную фуннцию, но
торую можно представить сходящимся степенным рядом по х. 

При этом сумма этого степенного ряда по х не может превышать 
111< по абсолютной величине в нруге (21). Кроме того, ноэффи
циенты этого степенного ряда по х - вещественные неотрицатель

ные числа, тан что значения частных сумм 

n-1 n-l 
[Fk (х, У1 (х), У2 (х), . .. ).1 

в нруге (21) танже не могут превосходить I1k по абсолютной вели
чине. Следовательно, (24) определяет при всех k полиномы ykn (х), 
имеющие вещественные неотрицательные ноэффициеНТLI и удов-
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летворяющие в круге (21) неравенству 

IYkn(X) I ~ Iхlщ, 
или (В силу ( 192)' (21» 

I У:: (Х) I ~ ~k. 
Этим завершается переход от n - 1 К n. 

481 

Так как абсолютные значения частных сумм ykn (Х) степен
ных рядов Yk(X) не превосходят ~k в круге (21), то очевидно, что 
ряды Yk(X) сходятся и удовлетворяют в круге (21) неравенству 
I Yk(x) I < ~п. 

Это завершает доказательство всех утверждений, сделанных в 
§ 507 в случае, если (20) заменено на (23). Однако очевидно, что 
(23) представляет собой по отношению к (20) мажорирующую 
систему. Следовательно, теорема существования, сформулирован
ная в § 507, И формулы (221) - (222) справедливы также и для 
системы (20). Наконец, справедливость последнего замечания, 
сделанного в § 507, вытекает из того, что частные суммы Ykn(X) 
степенных рядов Yk (Х) находятся с помощью рекуррентной фор
мулы, аналогичной (24): 

п n-1 n-1 
Yk(x)=x[Fk (Y1 (Х),У2 (Х), ... )]n-1. (24а) 

§ 509. Имея в виду примснение доказанной теоремы существова
ния, заметим, что в силу (15) и, j] = -1 и и, О] = О при 
j = ±1, +2, ... Следовательно, (14) можно записать в виде 

+ос> 

aOaj = 0+ 2т2 UJ aoaj-1 + 2m2(j)aoa_j_l ~' И, i] аiЩ-j + 
i=-QO 

(25) 
1=-00 1=-")0 

если штрихи у знаIl:ОВ сумм означают, что в ~', ~", ~"г следует 
опустить пары индексов 

i = j, i = О; i = j -1, i = О; i = -; - 1, i = О (25а) 

соответственно. Таким образом, разделив (25) на mао2 и полагая 

а; 
Cj=--, 

тао 
(26) 

п1е j = + 1, +2, ... , увидим, что система (25) энвивалентна 

31 А. Уинтвер 
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следующей: 

+00 +00 

С; = m{ ~'и, i] CiCi-j + т2 [Л ~!' CiC-i+Н + 
1=-00 1=-00 

-t<>o 

+ m2 и} ~'" CjC-i-Н + 2тrл СЗ-1 +2m(j}C-j_t}, (27) 
i=-oo 

Iде j = +1, +2, ... ОI\азывается, теорема существования, сфор
м.улированная В § 507, непосредственно применима к систе
ме (27). 

§ 510. Чтобы это ПОI\азать, обозначим в соответствии с (18)
(1Ва) через f* = г (т) степенной ряд 

ICol+IC!lm +IC21m2 + .... , 
еоответствующий ФУНI\ЦИИ f =, f (т) , которая разлагается при 
малых I т I в ряд Тейлора 

СО + С1т + С2m2 + ... 
Тогда для всего бес!{онечно большого числа рациональных ФУПI\
ций (15), (16), (17) параметра т и при соответствующем числе 
В, не зависящем от i, j и т, справедливы при 1т I ~ 1 нераnен
ства 

в 
I ИУ I < -:;;- , 

/" 
, .. , в 
и) . <~. 

J 

Действительно, если функция j(m} = Со + С1т +. .. яв
ляется регулярной анаЛJ:fтичеСI\ОЙ в круге I т! < R и если 
Ij(m} ! < и = const в этом круге, то, как известно, 

М 
'C~!<Rr> ' 

СJ7.<:щовательно, если R > 1, то 

n = 0,1,2, ... 

1
• , MR 

I f (т) < R -1 

при 1т! ~ 1. Разделив числите.ль и: знаменатель в (15) на 
2(4}2 - 1}, увидим, что для ДОJ\азательства (281) достаточно по
I:азать существование чисел М> О, Л> 1, обладающих тем 
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свойством, что все рациональные функции 

Ij{m) = {1_---:4_т...,.-_т_2_}-1, 
2 (4j2 -1) 

j= +1, +2, ... , 

являются в круге I т I < R регулярными аналитическими и 
остающимися по абсолютной величине меньше М. Но это условие 
удовлетворяется при R = 8/7 И достаточно большом М = const, 
поскольку 

14т - тЗ I < ( 1 + -f-) ( 4 + 1 + f.) < 6 :::;; 2 ( 4j2 - 1), 

j = +1, +2, ... , 

рсли 'тl < 1 + 1/7. 
Таким образом, (281) доказано. Неравенство (282) выводится 

с помощью (16) - (17) точно ТaI<ИМ же путем. 

§ 511. Нам понадобится дополнительно тот элементарный резуль
тат *), что при всех j = ±1, +2, ... имеет место неравенство 

t«> I 

~ i-2(j - i)-2 < Cj-2, (28а) 

где С - некоторая постоянная **), причем индекс i принимает 
при фИI<сировапном j все целые значения, кроме i = О, i = j. 

Кроме того, (28а) остается справедливым после замены любо
го из трех пон:азателей -2 на целые отрицательные числа -3, 
-4, ... , причем значение постоянной С зависит от этих чисел. 

§ 512. Следствием (281) - (28а) является существование доста
точно большой постоянной А такой, что если бесконечное число 
переменных т, CI, С-l, С2, С-2, ••. ограничено неравенствами 

Iml:::;;1, j = +1, +2, ... , (29) 

*) Этот хорошо известный результат играет фундаментальную роль 
в теории Римана тригонометрических рядов, а также в теории У~lНожеНИJI 

таких рядов. 

**) Имея в виду доказательство существования такой постоянной С, за
метим, что если j четное, то, сдвигая индекс СУlIIмирования i на !/2j, може~1 
записать сумму в левой части (28а) в виде 

00 1 -2 1 -2 +сх;. 1 )-2 h' (i +"2 j) (2 i - i) = ~ (i2 - "4 j2 • 
i=::ll- 00 i=--a:J 

Но очевидно, что последняя сумма меньше, чем произведение некоторой по
стоянной на ) -2, так как ~i-2 < +00. Этим самым (28а) доказано для чет * 
нога j. Для нечетного j доказательство такое же. 

31* 
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а в остальном произвольны, то ПрИ j =, ± 1, ±2, 

+00 

~'IU, i]·llcjCHI < Aj-\ 
i=-OJ 

+00 

·1 UJ"I ~~' 1 m2CiC_i+j_11 < Aj-\ 
i=-oo 

-f-<x> 

1 и)"1 ~~" 1 m2CiC_i_j_11 < Aj-4, 

2IИ"' mсн 1 < А;-·, 2! и) "11 тс-н 1 < Aj-~. (30з ) 

Действительно. из (281) видно, что В области (29) выражение 
в левой части (301) меньше, чем произведение постоянной В на 

Но сумма последних двух рядов меньше, чем 

+00 +00 

j-2~! i-2(i-j)-2+ljl-1~' lil-Зli-jl-З, 
1=---<Х> 1=-00 

IШИ же (если учесть (28а) и обобщение этого неравенства, ynо
мянутое в конце § 511) меньше, чем 

;-2 .С;-2 + 1; 1-1. ё Ij I-З = const· j-~. 

Отсюда следует (301). Неравенства же (302) вытекают ИЗ (282) 
точно тап же, naK (301) и (281). Наконец, справедливость (30з ) 
очевидна в силу (29) и (282). 

§ 513. Так как рациональные функции (1,), (16), (17) парамет
ра т могут быть разложены (см. § 510) в ряды по целым неот
рицательным степеням т (при малых 1т 1), то можно записать 
еистему (27) В виде 

Cj = mGj(m, Cf, С-1, С2, С-2, ••. ), j = ±1, +2, ... , (31) 

где С.? - степенные ряды по бесnонечному числу переменных 
т, Cj. 3аl\fетии, что ОТНОСИТРЛhНО бесконечного числа переменных 
С5 (но не т) каждое G представляет собой полином второй степени. 



§§ 503-515. ПЕРИОДИЧЕСКАЯ ОРБИТА ЛУВЫ 485 

Так как Gj СЛУЖИТ коэффициентом при т в правой части (27) и 
так ка" (301), (302), (30з ), где А = const, справедливы в области 
(29), то существует достаточно большое М = const(~5A), удов
летворяющее неравенствам 

G/ (1,1-\ 1---4,2-4.,2---4, ... ) < Mj-\ j = +1, ±2,... (32) 

Если отождествить т, Ci, С-l, ..• и G, G-1, •.. с Х, Уl, У2, .,. и 
F j , F2 , .,. соответстпенно, то (31) совпадает с (20). Вместе с тем 
(32) показывает, что условия (191) - (192) удовлетворяются при 
а = 1, 'у = 1/ М. Таким образом, круг (21) совпадает с кругом 
I т I < М-1, где верхняя граница М не должна быть меньше 1. 

§ 514. Следовательно, теорема, сформулированная в § 507, гаран
тпрует существование одного и только одного решения Cj = 
= сз(т) системы (31) в круге 'тl < М-l, причем сз(т) - ре
гулярные аналитические функции т, остающиеся меньше j-~ в 
этом круге, а Cj(O) = О (см. (221) - (222». Вмеете с тем (31) 
ЭI,вивалентно (25), т. е. (14) в силу (26). Таким образом, беСIЮ
печная система уравнений (14) относительно бесконечного числа 
ноизвестных функций (4) параметра т определяет отношения 
а] / ао в круге I т 1< М-l единственным образом как аналитиче
ские функции т и так, что при I т I < М-l 

а· 
_) = m 2P j (m) , lтРз(т) I < j-""(j = +1, +2, ... ), (33) 
ао 

где Рз(т) - степенные ряды по т с вещественными коэффициен
тами. 

Вычисляя несколько первых членов этих рядов с помощью 
рекуррентной формулы (24а). получим на основании (25) и 
(15) - (17), что 

~= ~m2+~тЗ+.!. m"'+~m5_~0749_т6_... ) 
ао 16 2 1~ 36 21l ·3З 

' 

а-l 1Н 5 43 14 7381 _ = - _. т2 - __ тЗ -- _ т~ - .-т5 - - -- т6 + ... 
ао 111. 3 .36 27 210 ·зq , 

а2 25 4 + 803 5 + 6109 т6 + ~(33a) 
;;- = 256 т 1920 т 25.32.52 ... , 

а-2 23 299 6 + 
-'= О·т'" +--т" L 25.3.52 т ... , 
ПО 640 

аз 833 а-з _ 1 6 а4 _ 
-- --- --1n6 + .. . ,--- ---т + ... ,-- ... 
ао 212·3 ао 192 ао 
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Согласно (33) мы получаем ЛИПIL отношения неизвестных 
функций (4). Это обусловлено тем, что при выводе (33) была ис
пользована лишь бесконечная система однородных уравнений 
(14). Система же (S), о которой шла речь в § 504, состоит из 
(14) и неоднородного уравнения (13) (см. § 506). Поэтому мож
но теперь использовать (13) для определения ао = ао(т). Для 
этой цели достаточно записать (13) в виде 

( 

-/-<х> а. -'/З( -/-<х> - а. )-1/' 
ао = т'!, ~ -' ) ~ {4i2 + 4i + 1 + 4i + 2т + 3т2} -' 

. ао . . ао 
,=-х ,=-<>0 (34) 

И заметить, что выражение в правой части (34) представляет со
uой в силу (33) известную функцию т. Используя, в частности, 
приближенные выражения (33а), получим 

(34~) 

Таким образом, все неизвестные функции (4) параметра т 
р,ыражаются формулами (33) - (34) или приближенно формула
ми (33а) - (34а). 

§ 514а. Из изложенного в § 506 видно, что оставшееся соотноше
пие (12) выражает лишь тот факт, что ряды (3) удовлетворяют, 
по крайней мере формально, не только уравнениям движения, но 
и интегралу энергии. Подставляя в левую часть (12) функции (4), 
ДJIЯ которых уже получены формулы (33) - (34) или (33а)
(34а) , получим постоянную энергии как функцию периода (см. 
§ 100): 

2 ( 8 7 140 ) C=C(m)=m- l • 1+--т+-т2_-тз - .... (35) 
3 18 81 

§ 515. Теперь можно говорить о существовании семейства перио
Дllческих решений (3) при всех положительных и отрицательных 
значениях параметра т, достаточно малых по абсолютной вели
чине. 

Действительно, при условии, что I т I достаточно мало, спра
IIСДЛИВЫ формулы (33)-(35). Вместе с тем величины а; = aj(m) 
(\пределялись в §§ 506-514 так, чтобы ряды (3) при фиксиро
вы.нном т удовлетворяли формально лагранжевым уравнениям 

х" - 2yJ = их, у" + 2xJ = Иу• 

Однако оценка (33) для а; позволяет гарантировать не только 
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сходимость тригонометрических рядов (3) к фУНIщиям х = х (t), 
У =. У (t), но также сходимость рядов, получаемых при почлен
ном дифференцировании (3), к непрерывным вторым производ
ным x"(t), y"(t). 

Действительно, коэффициент Фурье при j-й гармонике для 
х" и) или у" (t) мажорируется согласно (33) числом P'j-4 = j-2, 
1((1 В то же время }:j-2 < +00. Поскольку ряды (3) удовлетво
ряют лагранжевым уравнениям формально, из теоремы единст
венности для рядов Фурье вытекает, что эти ряды представляют 
при фиксированном т решения лагранжевых уравнений. 

ТЕОРИЯ ДВИЖЕНИЯ ЛУНbI 

§ 516. Заметим, что коэффициенты рядов (3) стремятся вместе 
с 1/ k к нулю гораздо быстрее, чем это С,!Iедует из оценки (33), 
использованной в § 515. Действительно, правы е части уравнений 
движения являются регулярными аналитическими по х, у (если 
исключить начало I<оординат х = О, У = О), так что их решения 
х = x(t), У =y(t) должны быть регулярными аналитическими 
по t, если исключить столкновения. Вместе с тем известно 
(О. Гольдер) , что периодический тригонометрический ряд являет
ся рядом Фурье для периодической регулярной. аналитической 
функции тогда и: толыю тогда, когда его коэффициенты стремят
ся к нулю так же быстро, как и члены сходящейся геометриче
СRОЙ прогрессии. Следовательно, коэффициенты а,. (т) в рядах 
(3) должны удовлетворять неравенству lah(m) I < qlhl, где число 
q = q (т) меньше 1 и не зависит от k. 

Однако оказывается справедливым и более сильный резуль
тат. Действительно, вычисляя степенные ряды (33) на основании 
(31), т. е. (27) и (26) с помощью рекуррентной формулы (24а) , 
мы можем установить с учетом (14) - (17) по методу индукции, 
что отношения aj / ао имеют в точке т = О нуль ПОРЯДI\а 2j (этот 
факт уже вытекает из приближенных выражений (33а), получен
ных именно таким путем). Однако, как известно, из принципа 
максимума для регулярной аналитической функции вытекает лем
ма (Х. А. Шварц), согласно которой степенной ряд вида 

где n ~ 1, сходится, а его сумма в круге I z I < р меньше по аб
солютной величине постоянной Il. лишь при условии, что 

!J. 
Ij(z) 1< Izln-

р" 
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D этом круге. Поэтому ИЗ (33) следует, что для каждого положи
тельного числа К, меньшего чем 111-1, существует положительное 
число L такое, что 

I aj(rn) I . _-:..._- < Lm21 ]1, 
I ао(m) I 

j= ±1, +2, ... , 

при 1т I < К. Это неравепство дает явное выражение для q = 
= q(m) < 1. 

§ 517. Теперь легко найти динамичесн:ое значение периодичеС1\О
го семейства (4) при малых значениях постоянной интегрирова
ния т (~O). Действительно, пренебрегая коэффициентами aj = 
= aj(m), j=·+1, +2, ... , имеющими более ВЫСО1\ИЙ порядон 
относительно т, чем ао = ао (т), получим 

где 

t 
Х= ао(m)соэ-, 

т 

t 
У = ao(m)sin-, 

т 

ао(m) = т'!, - ... , С(т) = т-'!, + ... 

(36) 

согласно (34а) , (35). Эти приближенные формулы определяют 
синодическую траекторию х = x(t), у = y(t) Луны, отвечаю
щую равномерному движению по кругу с радиусом ао и центром 

n начале координат (х, у) = (О, О), где находится Земля. Период 
2nm этого движения считается положительным при прямо м CIi
ЛОl1ическом движении и отрицательным при обратном. Формулы 
(36) получены в предположении, что постоянная интегрированиЯ" 
т, а вместе с тем и приближенный «радиус» ао =, т'!· - ... 
очень малы. Но тогда влияние Солнца пренебрежимо мало, и мы 
приходи м практически 1\ схеме задачи двух тел Земля - Луна, 
рассмотренной в § 300 при использовании синодической системы 
координат. В круговом случае применимы результаты § 307. Па
раметр т, если его определить согласно (13)-(141) §§ 306-307, 
равен отношению синодического периода к 2n. В то же время 
формулы (142) - (14.1) § 307 показывают, что радиус ао и пост 0-

ннная Якоби С равны т'!, - ... и т-'!, + ... соответственно. По
скольку это согласуется с (36), можно сделать вывод, что если 
i т I очень мало, то параметр т периодичеСIЮГО семейства (3) 
можно отождествить с (14) § 307. 

В соответствии со сказанным можно дать следующую интер
претацию периодического семейства (3). 

Если бы Солнце не возмущало систему Земля - Луна, то се
мейство (3) совпадало бы с семейством круговых траекторий, рас· 
смотренных в § 307. Полученные в §§ 503-516 результаты cВl"
детельствуют о том, что Солнце возмущает систему Земля-
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Луна таким образом, что во всяком случае при достаточно малых 
! т I семейство периодических движений сохраняется, и оно сов
падает при очень малых I т I именно с тем, Iшторое описывается 
приближенно формулами (36). 

~ 518. В частности, формулы (13) - (141) §§ 306-307 показы
вают, что если пренебречь возмущениями, производимыми Солн
цем, то значение 2лmо постоянной интегрирования 2лт, соответ
ствующей движению Луны вокруг Земли, можно определить Hal{ 

синодический период (месяц) обращения Луны по ее орбите, ко
торая считается тогда точно круговой. Значение то, упомянутое 
в конце § 504, несколько меньше, чем 1/12, и находится в cooтвeT~ 
ствии с фактическим эмпирическим значением синодического пе
риода 2лто. 

Выписывая в явном виде оценки §§ 510-512, можно устано
вить, что это значение то действительно «достаточно мало» с точ
IШ зрения теоремы существования, т. е. что mо(>О) меньше, чем 
число М-1 внеравенстве (33). Поскольку доказательство требует 
,!Ишь непосредственных численных расчетов, воспроизводить его 

здесь мы не будем. 

§ 518а. Ввиду возможных комплексных особенностей степенных 
рядов (33) - (3311.) можно ожидать, что область сходимости этих 
рядов будет расширена для положительных т, если подвергнуть 
параметр разложения т преобразованию, носящему в теории рас
ходящихся рядов имя Эйлера. Это преобразование т представ
ляет собой линейную подстановку 

• т 

m= , 
1-хm 

где х - положительное число, выбираемое подходящим образом. 
Так нак особые ТОЧI\И (комплексные) рациональной функции 
jj(m) (см. § 510) расположены ближе всего к т = О, если j2=1, 
то Хилл считал целесообразным обратить внимание прежде всего 
1Н1 знаменатель 6 - 4m + т2 в формулах (14) - (17). Поэтому 
представляется выгодным принять ностоянную х В преобразова
нии Эйлера равной 1/ З. 

§ 519. Изложенный метод построения в явном виде рядов может 
быть все же полезен при анализе периодических решений (3) 
:JИШЬ тогда, когда постоянная интегрирования 1т! достаточно 
мала. В противном случае следует прибегать I{ механическим 
I.вадратурам. Тогда оказывается, что если при достаточно малых 
I т I периодические орfiиты лежат внутри еоответствующей кри
FОЙ нулевой скорости, то при стремлеяии т к положительному 
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числу 0,56096... (значительно превышающему 1: 12) периоди
ческая орбита достигает своей кривой нулевой скорости. Точка 
возврата, появляющаяся (см. § 238) при этом критическом т, 
лежит на оси у. Наконец, если постоянная интегрирования т 
проходит, возрастая, упомянутое критическое яначение, соответ

ствующее периодической орбите с точкой возврата, то точка воя
врата превращается в небольшую петлю, быстро увеличивающую
ел далее с ростом т. 1\ сожалению, было невозможно про следить 
е помощью механических квадратур поведение периuдического 

семейства (3) до той достаточно далекой стадии, которая позво· 
ляла бы судить об окончательной судьбе этого семейства. 

* 519а. Можно лишь с уверенностью утверждать, что ;>тому се
мейству свойственно то явление, которое Е. Стремгрен на основе 
материалов численного интегрирования эмпирически сформули
ровал как принцип естественного исчезновения. Изложен:ие этого 
общего принципа, строгое математичесr{ое доказательство rюто
рого стало в настоящее время доступным, выходит за рамки этой 
книги. 

§ 520. Рассмотрим решение (3) уравнений 

х"-2у'=и,,(х,у), у"+2х'=иу (х,у) (37) 

при фиксированном т (см. § 493). Согласно изложенному в § 234 
соответствующие уравнения Jfноби имеют впд 

~"- 2тI' = Uxx(t"m)S + Uxy(t, т)Т], } 
(38) 

Т]" + 2~' = U"y(t, m)~ + Uyy(t, m)Т], 

где Uxx(t, т), ... - фуннции, получающиеся при подстановке (3) 
в их" (х, у), . .. Таним образом, ноэффициенты этих уравнений 
нвляются при ФИI{сированном т известными периодичесними 
функциями t с периодом 2пт. Следовательно, линейная система 
(38) определяет четыре характеристических показэтеля 81, 82, 8.з, 
84 (§ 143), которые можно объединить (см. § 149) в две пары 
вида (1,1), (8,1/8). Разумеется, характеристический показатель 
s является фующией 8(т) от т. Мы будем предполагать, что при 
рассматриваемом фиксированном значении т имеем 181 = 1, но 
. ., =1= ±1. Вычисления показыают,, что эти условия удовлетворя
ются при значениях т в промежутке, внлючающем в себя малое 
значение то = 0,0808, ... , которое соответствует наблюдаемому 
движению Луны вокруг Земли. 

§ 520а. Сопоставляя факт двойной симметрии (§ 503) периоди
ческого решения (3) с результатами, изложенными в § 144, лег-
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ко увидим, что уравнения (38) обладают двумя линейно неЗRВИ
симыми и соответствующими паре характеристических показате

лей (s, 1 / s) решениями вида 

+<>а t } S=Е~аkсоs{(2k+1+Л)-;:-+с') , 
R=-OQ 

+<>а t (39) 
1] = Е ~ ~I, sin{ (2" + 1 +л);;- + с')}, 

k=-oo 

где б, Е (*0) - произвольные вещественные постоянные интег
рирования, причем вещественные величины 

л=Л(m), ak=ak(m), ~k=~q(m), k=0,+1, ... , (39,а) 

<Jпределяются в зависимости от т единственным образом. В част
ности, л = Л(m) представляет собой характеристический показа
тель, соответствующий s = s(m) (см. §§ 143-144). 

Так как s * +1, то периодическое решение S = х', 1] = у' 
уравнений (38), получаемое согласно изложенному в § 148, не 
связано линейной зависимостью с ДВУМЯ почти периодическими 
(и периодическими, если л = л(m) рациональное) решениями, 
lюторые выражаются формулами (39). Наконец, применяя к се
мейству (3) правило, уназанное в § 149, найдем, во всяком слу
чае при значениях т, не принадлежащих ,к совокупности изоли

рованных значений, четвертое решение уравнений (38). Это чет
вертое решение содержит согласно изложенному в § 149 вековои 
член. Поэтому, как легко заключить на основании формул, пр иве
денных в §§ 235-237а, три линейно независимых решения урав
нений (38), соответствующие изоэнергетическим смещениям, суть 
решения (39) и тривиальное решение (~, 1]) = const(x'(t) , y'(t». 

Ниже мы будем рассматривать тольно не тривиальные изоэпер
гетические смещения (39). Будем предполагать, что постоянные 
интегрирования б, Е, выписанные в этих формулах, имеют фикси
рованные значения, причем 8 * о. 
§ 521. Прежде всего из нлассической теоремы о непрерывности 
ДJШ системы обыкновенных линейных дифференциальных урав
нений сразу вытекает, что функции (39а) непрерывны по m. 

Так кан л = л(m) зависит от т, то почти периодические 
функции (39) становятся периодичеСI\ИМИ для плотного, но счет
ного множества значений m. Период при таких т тем больше, чем 
выше порядOI~ соизмеримости л(m) : 1. 

Что касается коэффициентов ak(m), ~k(m), то можно пока
зать, что при больших I k I и фиксированных малых 1т I они ведут 
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себя примерно так же, как и величины а" (т) (см. § 516). 
D чаетности, предельные значения а/;.О = lim щ,(m), ~"O =, 
= lim ~,,( т) при т -+- О равны нулю, если только 12k + 11 =1= 1. 
Вместе с тем, если 12k + 11 = 1, т. е. рассматриваются n (39) 
члены с индексами k =' О, k = -1, то вычисления показывают, 
что 

о О О О О О О 
Uo=l=O, ~o=ao, U-1=-3UO, ~-1=3~o, (40) 

хотя ао" = О, ~o" = О, если 2k + 1 =1= +1. 
Заметим, что можно проверить (40) путем сравнения с фор

:мулами для кеплероnого "ругового движения (СМ. § 517). 

§ 522. Полагая и = t / т и· т -+- О в (39) - (39а), а также опус
кая множитель е =1= О (точнее говоря, 2еаоО =1= О), найдем с по
мощью (40) после простой редукции, что если ').,,0 обозначает пре
дельное значение ("л.)m=о харю\теристического показателя "л. = 
= "л.(m) , то . 

(~) 111=0 = - СОБ и СОБ ("л. Оu + б) - 2 sin и siп ("л. Оu + 6) , 

(Тj)т=o = - sin и соs("л.Оu + 6) + 2 СОБ и sin ("л.Оu + 6). 

Сл едова тельно, 

(~2 + Тj2)т=o = соsZ("л.Оu ~ <'1) + 4 siп2 ("л.Оu + <'1), 

так что непрерывная функция (~2 + Тj2)т=O аргумента и ока
зывается положительной, периодической и имеющей при 
-00 < t < +00 положительный нижний предел. Таким образом, 
из соображений непрерывности видно, что если 1 т 1 достаточно 
мало, то для почти периодичес~их (и периодических, если 
л = "л.(m) - рациональное число) функций (39) имеем ~2 + Тj2 > 
> С> О при -00 < t < +00, причем значение постоянной С 33· 
висит от постоянных интегрирования б, в ( =1= О) и m. 

Следовательно, если 1 т 1 достаточно мало, то теорема, упомя
нутая в § 484, применима к почти периодической функции 
G (t) + iТj (t), определенной в соответствии с (39). Это означает, 
что угловая переменная ~ = ~ (t), определяемая формулами 

G = (G2 + Тj2) '{, СОБ ~, 't'] = (G2 + Тj2) '(з sin ~, 

допускает разбиение;;; (t.) = /lt + X(t) на вековой член /lt и поч
ти периодичеСЮIЙ остаточный член Х (t), причем среднее движе
Ime /.1. = f.l.(m) и частоты функции _ X(t) содержатся в полном 
спектре частот функций (39). 

~ 523. В частности, среднее движение ~t = /.1. (т) зависит при 
фиксированном т от характеристического поназателя "л. = "л.(m) 
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Il от целых чисел j, l, с помощью которых Il предстаnимо В виде 

j'A(m) + l 
Il= 

т 

Хилл определял целые числа j, l, полагая m-+ О, что позволило 
свести определение главного ЧJIена Il в среднем движении пери
гея Луны к нахождению характеристического показателя л. 
Вместе с тем сравнение § 530 и §§ 235-237а показывает, что л 
можно определить с помощью уравнения для изоэнергетического 

нормального смещения, т. е. уравнения вида 

n" + x(t)n = О, 

где х (t) - заданная периодическая функция t. 

§ 524. В ходе излрженного выше анализа Хилл пришел к методу 
беСl\Онечных определителей. В то же время Адамс (проделавший 
несколыю раньше Леверье работу, связанную с открытием Неп
туна) также использовал этот метод (раньше Хилла) при рас
смотрении уравнения (8) § 481, служащего для определения на
ЮIQННОСТИ. 

Этот классический метод бесконечных определителей был ма
тематически обоснован в работах ПуаНl{аре и излагается в боль
шинстве учебников применительно 1{ линейным дифференциаль
ным уравнениям в комплексной области. Возможно, будет доста
точно, если мы скажем, что этот метод приводит 1{ удобному спо
собу фактического вычисления характеристичеСIШХ ПОl{азателей 
и соответствующих решений вида (101) § 144. Между тем сообра
Iнения, приводившиеся в §§ 140-144, гарантировали лишь су·
ществование характеристических ПОI{азателей и СОО'l'ветствующих 
решений, но не указыиали на подходящий метод их вычисления. 

Заметим, что хотя мы имеем дело таl{же с беСl{онечным числом 
переменных, но дифференциальные уравнения и алгебраичеСl{ие 
уравнения оказываются теперь линейными, в отличие от нели
нейных уравнений, рассматривавIППХСЯ в §§ 506-514. 

§ 525. Прибавляя (39) к (3), мы получим две почти периодиче
екие функции х + B~, У + В'У) времени t, которые в соответствии с 
изложенным в § 86 представляют приближенное решение урав
нений (37). Естественно задать вопрос о том, можно или нельзя 
найти точное решение этих уравнений в виде двойных почти пе
риодических рядов, для которых функции х + E~, У + Е'У) предста
вили бы собой первые члены. При практическом построении тео
рии Луны молча предполагается, что ответ на этот вопрос поло
жительный. Между тем он представляет собоii весьма сложную 
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математическую проблему, решение которuй до сих пор ускольза
ло при всех попытках анаЛIIТц"lеского и топологического ее 

анализа. 

Очевидно, что положение ЗaIJИСИТ в сильной степени от того, 
llЫПОЛНЯЮТСЯ или не выполняются условия соизмеримости, упо

мянутые в § 521. 
1) Анализ первого случая сравнительно прост,хотя и доста

точно громоздок для того, чтобы его можно было изложить в этой 
книге. Этот анализ случая соизмеримых характеристических по
:казателей связан с общей теорие~ периодических решений дина
мических систем с двумя степенями свободы. 

П) Второй случай несоизмеримых характеристических пока
зателей сталкивается в небесной механике с фундаментальными 
трудностями. 

Анализ этого случая приводит, по крайней мере формально, 
к бесконечному итерациональ:ному процессу квадратур. Мы пока
жем теперь, что в этом процессе каждая квадратура в отдельности 

приводит к сложным и тонким вопросам теории так называемых 

«малых знаменателей». 

§ 526. Каждая из таких квадратур мошет быть проиллюстрирова
на на примере определения функции / ='/(t), для которой 

00 00 

/' (t) = ~ ~ ~tn+m cos(n - а.m) t, (41) 
7'=1 m=1 

где I.t II а. - положительные числа, причем I.t < -1, а а. - иррацио
шшьное. Ряд (41) определяет при -00 < t < +00 почти перио
дическую в смысле Бора (но не периодическую) функцию f' (t). 

Если начальное значение f (О) равно нулю, то в соответствии 
с (41) получим, что 

со со 

I.t n+m 
f(t) =~, ~ sin(n - a.m)t. 

n-а.m 
71=1 m=1 

(42) 

Деirствительно, поскольку 0< f.I. < 1, двойной ряд (41) схо
дится абсолютно и равномерно при - 00 < t < + 00 и почленная 
пнтеграция допустима. По той же причине двойной ряд (42) схо
дится абсолютно и равномерно при -Т ~ t ~ Т, где Т> 0-
нроизвольно большое фиксированное число. Отсюда следует, что 
ряд (42) сходится при -00 < t < +00 абсолютно, но не гаран
'l'пруется равномерная сходимость при -00 < t < +00. 

§ 527. Оказывается, что функция, предстаВlfмая рядом (42). не 
является вообще ограНIIченнnir при - 00 < t < +00. Этот факт 
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имеет историчеСIШЙ интерес, тю, как основатели небесной меха
ники молчаливо предполагали, что если толыю рассматриваемые 

координаты представимы тригонометрическими рядами вида (42), 
то на вопрос об устойчивости можно ответить положительно. 

§ 527а. По-видимому, если понимать устойчивость в указанном в 
§ 131 смысле, то справедливо именно утверждение, противопо
.10жное тому, которое молчаливо принималось (и было, как те
перь доказано, неверным). Другими словами, появление «малых 
делителей» n - аm в (42) может, по-видимому, служить призна
пом обычной картины движения, о которой упоминалось в §§ 127, 
131 (см. также примечание в § 123). 

В этой связи можно заметить, что при формальном подходе к 
проблемам, рассматривавmимся в §§ 487 и 522, мы пришли 
бы автоматически к малым делителям, которые оказались безвред
ными лишь ПОТО~У, что можно заменить формальный анализ 
соответствующим применением общей теоремы, приведенной 
в § 484. 

§ 528. С целью анализа вопроса об ограниченности функции f(t) 
(при -00 < t < +00) заметим сначала, что производная (41) 
функции (42) является почти периодической. Из известной тео
ремы относительно почти периодических фушщий (п. Боль) тог
да следует, что функция f(t) ограничена тогда и только тогда, 
I{QTAa она почти периодическая. 

Вместе с тем необходимое (но само по себе не достаточное) 
условие почти периодичности функции (42) заключается в тре
iiовании сходимости ряда из квадратов амплитуд 

(43) 

Кроме того, если ряд (43) сходится при фиксированиом ~t = 
= ~o > О и при некотором а, то гарантируется не только сходи
мость этого ряда при любом положительном ~ < ~O и Прli том 
же а, но также сходимость при О < ~t < ~O И том же а ряда 

00 00 

'n-аml 
(43а) 

11=1,.,,=1 

Дрйетвипшьно, если ряд (43) сходится при ~ = ~o > О, то, 
выбирая положительное 8 < 1 и полагая ~ = 8~, можем на 
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основании неравенства 

(~IЩЬi,IУ~(~}а~)(~ b~) 
;;аключить, что РЯД (43а) при указанных l-t и а сходится. Наобо
рот, сходимость ряда (43а) достаточна для сходимости ряда (43), 
так как если 

~ ICil < +00, 
то также 

~ С: < + 00. 

Однако из сходимости (43а) вытекает равномерная сходимость 
при -00 < t < +00 ряда (43), сходящегося, следовательно, к 
почти периодической функции. Тан:им образом, рассматривая при 
любом фиксированном а наименьшую верхнюю границу А = 
= А(а) всех тех неотрицательных чисел l-t, при которых какой
либо из рядов (43), (43а) или оба они сходятся, придем к сле
дующему результату. 

Для каждого положительного иррационального числа а суще
ствует неотрицательное число А = А(а) такое, что 

(i) если значение функции А (определенной лишь при ирра
циональных а> О) равно при заданном а нулю, то функция (42) 
времени t при этом а и при СIiОЛЬ угодно малом l-t > О не являет
ся ЛИ ограниченной, ни почти периодичеСIШЙ; 

(ii) если, с другой стороны, а таково, что А = А(а) отлично 
от нуля, ТО функция (42) при этом а ограничена и почти перио
дическая для положительных l-t < А(а), но не будет ограничен
ной и почти периодической для положительных l-t> А(а). В пре
дельном случае l-t = А(а) > О сказать ничего нельзя. 

§ 528а. Конечно, О ~ А(а) ~ 1. Действительно, ряд 

~,~ l-tn+m 

сходится лишь при l-t < 1. Поэтому если 1\.(а) > 1 для некото
рого а, то сходимость ряда (43а) могла бы иметь место лишь при 
условии, что \ n - та\ -+ 00 при n + т -~ 00. НО последнее УСЛQ
вие не выполняется ни при КaIЮМ фиксированном а, тю, как из
вестно, что при любом иррациональном а > О сущеетвует беско
нечное число нар целых чисел nk, mk, для которых 

I nk I 1 а-- <-
т". m2

' 
k 

k= 1,2, ... , 

где tnk -+ 00 при k -+ 00 (см. доr,азательство (ii) § 125). 
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§ 529. Ре:Jультат, указанный в § 528, сводит рассматриваемую 
нроблему к исследованию функции А (а), определенной ДЛЯ всех 
иррациональных а > О Бак наименьшая верхняя граница тех 
~t ;;;:: О, при которых ряд (43а) сходится. Оказывается, что Л (а) 
является вообще разрывной функцией а. Действительно, хотя 
Л(а) = 1 для всюду плотного множества значений а, но при не
I\ОТОРЫХ а это равенство может нарушаться и даже А(а) = О для 
:шачений а, образующих всюду плотное множество. Можно дока
зать это (и значительно большее) следующим образом. 

С одной стороны, те значения а, для которых А(а) = О обра
зуют множество, принадлежащее в каком-либо промежутке изме
нения а IЮ второй категории в смысле Бэра. Поэтому это множе
ство содержит несчетное множество точек в промежутке измене

ния а сколь угодно малой длины и как угодно расположенного 
на оси а. Этот вывод можно сделать на том основании, что ряд 
(43а) представляет собой частный случай рядов, известных в тео
рии фующий действительного переменного как ряды Бореля *). 

с другой стороны, почти всюду А(а) = 1. Другими словами, 
множество тех а, для которых о::::;;; А(а) < 1, имеет нулевую ле
бегову меру. Этот результат **) является прямым следствием тео
ремы относительно диофантовых приближений. Действительно, 
JIзвестно, что не только для любого алгебраичеекого иррациональ
ного числа а, но и почти для любого иррационального а сущест
вует два положительных числа с = с(а), С = С(а) таких, что 

l a-~I>~ т те 

для любых целых чисел n, m. Из существования же такой пары 
чиеел с = с(а), С = С(а) вытю{ает, что ряд (43а) сходится при 
всех IJ. < 1, т. е. что Л(а) = 1. 

*) Интересно, что астроном Брунс пришел к рядам вида (43а) и к до
вольно подробному анализу их необычного поведения гораздо раНЬШt' 
(В 1884 г.), чем была развита матемаТИКf\МИ общая теория рядов Бореля. 

**) Выраженный в терминах «геометрической вероятности» астрономом 
Гюльденом гораздо раньше (В 1888 г.). чсм математики развили теорию 
мсры. 

32 А, Уинтвер 



ИСТОРИЧЕСКИЕ КОММЕНТАРИИ 

И БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЕ ССЫЛКИ 

Последующие страницы содержат ссылки на литературу и дополнения 
к соответствующим разделам основного текста, а также неноторыс сведе

ния историчесного характера, которые могут представить интерес. 

Вопросы, излагаемые в главах 1 и II, хотя и не само их И3.'IOжение, яв
ляются настолько классическими, что не было возможным привести CTO.'lh 

же поJlные сведения о имеющейся литературе,. как в случае оста,'1ыIхx Г.чан. 

ГЛАВА I 

Основными являются следующие монографии (OНlI uтносятся такж~ 
к главам II и III): С. G. J а с о Ь i, Vorlesungen iibcr Dynamik (1866 11842-
1843]; позднее (1884) издано как дополните."Тhllыii то\! Б собранию сочиНt~
ний Якоби); Н. Р о i n с а r е, Le~ Methoaes N"ouyp!lrs de lа Mecanique Celcste 
1 (1892); 2 (1893); 3 (1899); G. D. В i r k h о f f, Dynamical Sуstешs (1927); 
Т. L е v i - С i v i t а - U. А m а 1 д. i, Lezioni ai Meccaniea Razionale (три то~щ 
года иадания нет) *). 

Ссылки на класеическую ЛIlте[Jатуру по теории l\аНОНIIческих систе '1 

можно найти в статье Кзди (С а у 1 е у, 1857. Рарег!'; З, 156-204) и в неlШ
торых учебниках (в частности, в книге Е. Т. \У h i t t а k с г. Treatise оп the 
Rnl.tlytical dynamics of partic]es and Rigid bodies, 3 rd. ed., 1927) .*). . 

Было бы весьма желательным дать подрuбный критический анализ 
псторического развития исследованиii по JНШУ вопросу. Имеющиеся в Ш[
тературе ссылки относительно происхожд~НlIП ФундамеНТ3.ЛhНЫХ математи
ческих ПОНЯТИЙ IJ авалитиqеской динаМJlТ';е почти все 01ТПIбочны. Например, 
(щреобрааование Лежандра» (§§ 5-7) встречается ППСfJВhТе НС у Лежандра, 
а у Эйлера, еc.rrи не у Лейбница (c~[. Р. S t ii с k е 1, ВiЫ. Matll. (3), 1 (1900), 
517). Точно так же ис.ПОЛЬЗ0вание импульсов вместо с.коростеЙ имело место 
.Уже в работах Лагранжа и Пуассона, таБ что название «уравнения Гамил;,
Тl)па» неоправдано. Кроме того, «теория Гюшльтона - Якобю) является 
:IИШЬ частным случаем теории характерис.тик Коши, разпитой ранее. 

Учитывая эти обстоятельства, 'мы стара.'IИСЬ свести в ОСНОВН01ll тексте 
до минимума число определений, связанных с те)! или иным именем. Тем 
не менее терминология, l\ОТОРОЙ мы ПОЛЬЗ0вались, часто нелогична с ист"
рической точки зрения. (Например, (<Лагранжепы произвuдныс» следовало 
бы назвать «аЙ.черовыми» или хотя бы ПрОI!JВОДНЫМИ «Эйлера - Лагранжз».) 

Хотя некоторые пункты в §§ 11-13 связаны с классическим выводо)! 
десяти консервативных интегралов (см. ниже комментарий к §§ З1а-320), 

*) Имеются в русском переводе: R. Я к о б и, ЛеБЦИИ по динамш;е, 
(IНТИ, 1936; Г. Б и р к r о ф, Динамические системы, Гостехиздат, 1941; 
Т. Л е в и - Ч и в и т а 11 У. А м а л ь Д Н, Курс теоретической механиии, ИЛ, 
т. 1, 1952, т. 2, 1951. . 

**) Имеется русский перевод: У и т т е к е р, Аналитическая динамика, 
ОНТИ, 1937. 
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но вся общность применяющегося формаливма стала очевидной благодаря 
теории Ли лишь в свяэи С принципами общей теории относительности. 
В отношении литературы см. Е. Н о 1 d е г, Math. Ztsc}lr, 31 (1930) 198-201 
230-231. ' 

Изложение в тексте теории канонических преобразовапий .следует мо
тодике, применявшейся в линейном с.;ryчае (§§ 57-64) Уинтнером (А. W i n t
n е г, Ann. di Mat. (4) 13 (1934), 105-1.12) и впоследствии перенесенной на 
общий случай Ван Кампеном и А. Уинтнером (Е. В. van К а m реп, 
А. Wintner, Ашег. Journ. of Math. 58 (1936),851-803); см. также Е. R. 
уап К в m реп, А. W i n t n е г, Trans. Ашег. Math. Soc. 44 (1938), 168-195. 

Единственное полярное раэложение (§ 59) неособых матриц содержи'г
сл, во всяком случае неявно, в статье Оттона (L. А и t оп n е, Ра]егша Rend. 
16 (1902), 123-125; см. примечание в цитированной выше статье Уинтне
ра). Что касается особuго случая, то см. J. \Vi J 1 i а m s о п, BuH. Ашег. 
Math. Soc. 41 (1935), 118-123; 45 (1939), 920-922. 

г л А В А 11 

Приводимые ссылки относятся, как и выше, лишь к недавним резуль
татам и исследованиям, не перекрывающимся в работах, упомянутых вна
чале. Что касается исторического развития этой области исследований до 
середины 19 века, то см. статью Кэли. 

По поводу § 100 см. работы Клаузиуса, Больцмана 11 Сили (1870), обэор 
ROTOPblX дан Больцманом в Fortschr. d. Physik 26 (1875), 453-4{jО; см. так
же Е. В е tt i, Ann. di Mat. (2) 8 (1877), 301-311; Р. В о Ы, Ztschr. 
fiir Math. 35 (1890), 188-191; G. Н е г g 1 о t Z" Seeliger Festschrift (1924), 
197-199. 

Доназвтельство Пуанкаре (Acta Math. 13 (1890), 67-73) его теоремы 
возвращения (§ 123а) является вполне корректным, хотя в нем нет непо
средственно ссылки на понятие нулевого множества (понятие лебеговой 
меры относится к более повднему времени). Модернизированная формули
ровка теоремы Пуанкаре была дана Ван Флеком (Е. В. V а n V 1 е с k, Buil. 
Ашег. Math. Soc. 21 (1915), 335). Эргодическая теоре}!а (§ 123) была ДОJШ
вана Биркгоdюм (Proc. Nat. Acad. Wash. 17 (1931), 656-666, 650-655; С}l. 
ВиН. Ашег. Math. Soc. 38 (1932), 361-379). 

Понятие метрическuй транзитивности (§ 124а) было введен() Биркrn
фом и Смитом (Journ. de Math. (9) 7 (1928), 360-368). Что касается фор
мулировки эргодической теоремы с помощью функции асимптотического 
распределения (§§ 123-124), см. А. Wintner, Ргос. Nat. Acad. Wash. 18 
(1932), 248-251; Р. Н а r t m а n and А. W i n t n е r, Amer. Journ. of Math. 
61 (1939), 977-984. В отношении соотв-етствующей формулировки l{.ч:аССJ1-
ческого круга проблем Пуанкаре и Данжуа см. D. С. L е w i Б, Jr., and 
А. W i n t n е r, Amer. Journ. of Math. 56 (1934), 407-410. Понятие распре
деленной устойчивости (примечание к § 123) было предложенu Уинтнером 
(А. W i n t n е г, Nature 145 (1940), 225-226). Относительно результатов, 
упоминаемых в примечании к § 124, см. J. Н а d ~ m а r d, Journ. de Math. 
(5) 3 (1897), 382-·383; G. D. В i г k h о f f, ВиН. Soc. Math. de France 40 
(1912), 305-323. 

Относительно систем с известной транзитивностью см. статью Гедлунда 
(G. А. Н е d J u n d, ВиН. Ашег. Math. Soc. 45 (1939), 241-260). Большая 
сложность всех проблеll1 этого типа проявляется уже в элементарном слу
чае, рассмотренном ФОНСО!\<I и Кершнером (В. Н. F о х, В. В. К е r s h n е r, 
Duke Math. Journ. 2 (1936), 147-150). ПЛОСRИЙ предельный случай пробпе-· 
мы геодезических линий на эллипсоиде (см. ~ 20а) был указан Виртинге
ром (W. W i r t i n g е г, Jahresber. d. D. М. У. 9 (1900), 130-131). 

А. Vинтнер 
32* 
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Что касается § 125-130, см. Т. L е у1- С i v i t а, Ргасе Mat.-Fiz. 17 
(1904), 35-38; Atti del Congr. Intern. Fis. 1927, 1-39; АЬЬ. Math. Sеш. Наm
burg 6 (1928), 326~366. 

Нритерий устойчивости, указанный в §§ 132-133, принадлежит в ос
HOBHO~1 Пуанкаре и Биркгофу (см. их работы, указанные в начале ссылок 
к гл. 1). Нритерий устойчивости в том виде, в каком он дан в тексте, сво
боден от требования, чтобы точечное преобразование сохраняло объем. 
n соответствии с этим предполагается, что устойчивость относится как к бу
дущему, так и к прошлому. 

Пример, приведенный в § 135, был дан в слегка другой форме в статье 
Пенлеве (Р. Р а i n 1 е v е, Comptes Rendus 138 (1904), 1555-1557), а пример, 
приведенный в § 136, имеется в статье Шерри (Т. М. С h е г г у, Trans. 
СатЬг. РЫ1. Soc. 23 (1925), 199-200). 

По поводу примечания к § 134 СМ. Н. В r u n s, Berl. Sitzber, 1890, 543-
545 1I (что касается Ф. Миндинга) Р. S t а с k е 1, Jahresber. д. D. М. У. 14 
(1905), 504-506. 

Линейные канонические преобразования, указанные "Уинтнером (Ann. 
di Mat. (4) 13 (1934), 105-112), можно также определить как веществен
ную подгруппу «КОJlшлексной» (или «симплектической») группы. Алгебра
ичеекие пробле~fЫ, связанные с вопросами, возникающими в линейной ди
намике (см. § 153а, § 154а) , были полностью решены Вильямсоном (J. W i 1-
liашsоп, Атег. Жоuгп. о! Math. 58 (1936), 141-163; 59 (1937),599-617; 
61 (1939), 897-911 {см. также 62 (1940), 881-911]). Н сожалению, в эту 
книгу невозможно было включить его алгебраические результаты. 

г л А В А 111 

§§ 155-158. Исторически исследования в динамике концентрировались во
круг задач с функциями Лагранжа и Гамильтона в виде квадратичных 
форм (1) п (7) не только в силу физических соображений (см. G. D. В i r k
h о f f, Dynamical Sуstешs (1927), 14-32), но также благодаря возможности. 
использования римановой п-мерной дифференциальной геометрии (см. 
§§ И8-179). Вначале рассматривали, как правило, лишь обратимые систе
мы. Однако, как было замечено Леви-Чивита (Torino Atti 31 (1895), 816-
823), еС.1JИ L имеет вид Т + и, но содержит явно время t, то L можно заме
нить консервативной функцией необратимого типа (1) при условии, что t 
вводится как (n+1)-я координата (C~f. § 9а, § 93); соотвеТС"1"НУЮЩИЙ им
пульс OI\азывается циклической координатой в указанном в §§ 182-183 
смысле (классиче.скИЙ переход от (11) - (1з) § 441 к (31) - (3з) § 442 мож
но рассматривать как элемент этой процедуры). См. также Е. С а r t а n, 
I,econs sur les invariants integraux (1922), раssiш; G. D. В i r k h о f {, Dyna
шikаl Sуstешs, 89-96. 

§§ 159-162. Что касается (14), то см. J а с о Ь i (1845), Werke 4, 478-488; 
А. Wintller, Quart. Journ. Math. (OxfOl"d) 7 (1936),214-218. 

Наиболее ранний вариант перехода от (152) к (15s) следует из разде
лов 2 и 9 1-й книги (сНачаш> Ньютона. Интеграл (16) является нющторым 
обобщением интеграла, данного Якоби, который заметил, что соотношение 
(191), найденное Лагранжем для .~ = -2, остается справедливым при лю
бом ~ (см. комментарий к § 321). Факт, упоминаемый во втором примечании 
J; § 159, указал Герглотц (G. Н е r g 1 о t z, Seeliger - Festschrift (1924), 
1!J7-199; см. Р. В о h 1, Ztschr. fiir Math. 35 (1890), 188-191). Боль, а затем 
Герглотц получили результат, указанный в § 160а, с помощью непосред
с'!венного интегрирования, не опираясь на произвольный выбuр коэффи
циента размерности. Что lшсаетсл §§ 160-161, то СМ. А. W i n t n е г, Ашеr. 
1ourn. of Math. 60 (1938), 473-476. 
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§§ 163-164. См. L. Р. Eisenhart, Апп. uf Math. (2) 30 (1929),591-606. 

§§ 165-170. Множество скорости встречается в видоизмененной форме в 
критерии Миндпнга (1838) для устойчивости точки равновесия (см. приме
чание к § 134) и было введено явно Хиллом (1878) при рассмотрении своего 
случая ограниченной задачи трех тел (см. комментарий к §§ 462-476 и 
§§ 489-502). В соответствии с этим общее правило, указанное в § 170 
(СМ. А. W i n t n е т, Атег. Жоигп. of Math. 60 (1938), 471-472) принимает 
стандартную форму в евклидовом случае, рассмотренном в § 238. 

§§ 171-181. Что касается возникновения принципа наименьшего действия, 
см. комментарии Ж:урдена (Р. Е. В. J о u r d а i п, No. 167 (1908), Ostwald's 
Юаss), где дана подробная библиография. Вначале рассматривался только 
обратимый случай в рима новом пространстве (§§ 178-179). Например, 
см. статью Миндинга (1864), перепечатанную в Math. Annalen 55 (1902), 
119-135, предшествующую соответствующим соображениям Белырами и 
JIипшица. По существу переход к общему случаю, рассмотренному в § 171. 
может быть выполнен непосредственно (см. Р о i n с а r е, Meth. Nouv. 3 
(1899),266; Birkhoff, Trans. Ашег. Math. Soc. 18 (1917), 203). Полезное фор
мальное замечание, приведепное в § 180, не является как будто общеизвест
ным, хотя оно и было использовано Леви-Чивита в его теории канонической 
регуляризации (см. библиографию н §§ 398-399,415-420,446-454); см. тан
же G. D а r Ь о u х, Сошрtеs Rendus 108 (1889), 449-450; Р. Р а i n 1 е v е. 
Journ. de Math. (4) 10 (1894), 35-36. Правило, указанное в § 181, которое 
играет фундаментальную роль в теории преобравований поверхностей (см. 
Н. Г о i n с а г е, Meth. Nouv. 2 (1893), 370; Т. L е v i - С i v i t а. Апп. di Mat. 
(3) 5 (1901),274-278; G. D. Birkhoff, Dynamikal Systems (1927),159-162, 
210) и использовалось, например, Брунсом (Acta Math. 11 (1887), 71-73), 
было получено еще Якоби и встречается, возможно, также в работах Гамиль
тона. 

§§ 182-183. Возможность «реДунции с помощью исключения» становитсЛ' 
очевидной после замены функции как JIагранжа, так и Гамильтона тан 
называемой функцией Рауса (см. Т. L е v i - С i v i t а - v. А т а 1 d i, 'Lezioni 
di. Мессашса Razionale 21 [1927], 373-375). Эта функция, существующая 
также и тогда, когда исключение каких-либо координат (или импульсов) не 
является возможным, приводит к комбинации лагранжевых и канонических 
уравнений и сводится к L или Н в двух предельных случаях. См. также 
Е. Н. van К а т реп, А. W i n t n е т, Trans. Атет. Math. Soc. 44 (1938), 
181-182. 

§§ 185-187. Трудно решить, нто первый выписал интеграл энергии (11)' 
который повволяет свести задачу к нвадратуре (он должl';Н был быть изве
стным Эйлеру, но, возможно, относится к более ранней дате). Что каса
ется качественного анализа этой квадратуры, то см., например, G. D i 11-
n е т. Bordeaux Мет. (2) 5 (1883), 291-304; Р. S t а с k е 1, Diss. (Ber1in, 
1885), 13-17. С целью подчеркнуть методическое различие между пробле
мами в малом и в большом, рассуждения в §§ 186, 187 опираются предна
меренно не на эту квадратуру, а на множестве нулевой скорости. 

§ 188. Эта процедура униформивации и разложения приписывается обычно 
Вейерштрассу (1866, Werke 2, 1-18), хотя она имеется не только в, пос
мертной заlllетке Абеля (Oevres, 2 nd ed. 2, 40-42), но также в учебнике 
Миндинга Handbuch der Theoretischen Mechanik (1838). НаиБО.'Iее ранним 
вариантом этой процедуры является введение эксцентрической аномалии 
при анализе эллиптичеСlЮГО движения (см. комментарий к § 259). 
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§ 189. Линейный член, следующий аа постоянным членом - реаультатом 
инверсии квадратного I;ОрНЯ в приближенной формуле (11), был рассмотрен 
Фату (Р. F а t о и, Acta Astr. (а) 2 (1931), 135-139); его вычисления со
держат, однако, чис.-rепные ошибки. Уточнение (11) более общего характера 
было получено независимо Леви-Чивита (Revista Vniv. San Marcos (Lima) 
1937, М. 421). Вариантом (11) является реЗУJlЬтат Ньютона (Principia, 
Book 1. Ргор. XLV) о вековой прецессии перигелия в случае неньютониан
t:IЮГО статистического гравитационного поля; см. также Rомментарий к § 219. 

§§ 194-198. Вначале Лиувилль приmел (Journ. de Math. (1) 14 (1849), 
257-299) к выделению I\ласса проблем, нuсящего его имя, используя метод 
разделения переменных (Якоби) (СМ., например, § 248). Эквива.1JентныЙ под
ход, рассмотренный в § 194, ведет к цели более непосредственно и является 
лишь частным случаем линейного (изоэнергетического) U-преобразованил 
Дарбу - Пенлепе (см. I\омментарий к § 180). Определение систем более 
общего вида, допускающих фа1\тическое разделение переменных, явлнется 
частным вопросом римановой геометрии, так что результаты, имеющиеся 
в обширной литературе относительно обобщения лиувиллевых систе~!, вы
ходят за рамки этой книти. Следует .тIИШЬ упомянуть, что разделение пере
меlIНЫХ само по себе не решает проблем динамики и что остающийся воп
рос об «УНИфОР1lшзации» ВО3НИ1\ающей абеле вой проблемы инnерсlПl 
(СМ. § 196) освещается обычно в литературе совсем неудовлетворительно. 
Однако Адамар показал (ВиН. des Sci. Math. (2) 35 (1911), 106-113), каким 
образом можно преодолеть преплтствия с помощью непосредственного топо
логическоro анализа. Сведение этой нелокальной абелевой проблемы инвер
сии для лиувиллевых систем к теории почти периодических функций, 1\ак 
это изложено в тенсте, было достигнуто Уинтнером (Ашег. Journ. of Math. 
60 (1938), 463-472). Теорема, упомянутая в начале § 198 (Н. В о h г, Medd. 
Danske Akad. 10 (1931), No. 12I v; см. также Н. ВоЬг, В. Jessen, Pisa 
Ann. (2) 1 (1932), 387-398), аналогична теорющ указанной в § 484. 

§§ 200-202. Методическое содержание приведенных замечаний представ
дяется в настоящее время банальным как вследствие развития математи
ческих исследований в течение последних шести - десяти лет, так и бла
годаря тому, чтu можно назвать устной традицией. 

Фундаментальная проблема, сформулированная Эренфестом (Р. Е h г е n
f е s t, Ztshr. fiir Physik 19 (1923), 242-245), еще не решена; см. действи
тельно А. W i n t n е г, Amer. Journ. of Math. 60 (1938), 471. 

§ 203. Все это принадлежит Эйлеру (около 1765 г.); его многие статьи на 
этот счет и последующая литература, выходившая до 1862 Г., обсуждаются в 
статье Кэли (С а у 1 е у, Papers, 4, 524-532); ссылки, охватывающие публика
ЦШ! до 1905 г., даны в статье Штеккелл (Епс. d. math. Wiss. 4,497-498). 

§ 205. См. J. А n d r а d е, Journ. de I'Ec. Polytech. 60 (1890), 55. 

§§ 206-210. В этих и следующих параграфах преследуется цель система
тизировать ряд элементарных фактов, которые, даже ес.'1И они не освеща-
:rись в литературе, можно все же рассматривать как известные. Что каса
ется иэящного результата, связанного с теорией Ли, то см. L е v i - С i v i
t а, Rend. Асс. Lincei (5) 52 (1896), 164-171. Соображения, изложенные 
в § 207, можно, по-видимому, уточнить в том СМЫСJlе, чтu если j > k, то 
интегралы площадей позволяют выполнить редукцию от n до k в случае 
проблемы k тел в пространстве j измерений (k = 2 в § 207; при k = 3 см. 
\у. Е Ь е r t, Лstг. NarJIf. 157 (1902), 229-256). . 
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§§ 211-212. В то время как (12з) имеется в «Началах» Ньютона (Book 1, 
sections 2, 3), интеграл энергии (122) относится, по-видимому, К более 
поаднему времени (см. комментарий к §§ 241 и 185). Вместе с тем диф
ференциальное уравнение второго порядка относительно одного только r 
(см. § 214) было Ньютону известно. Действительно, к этому уравнению 
приводит сравнение (12з) с Principia, Ргор. VI, Book 1. Такое дифферен
циальное уравнение второго порядка (относительно 1jr), в котором неаа
висимой поремеНIIОЙ СЛУlliИТ полярный угол, приводится явно В «Теории 
Луны» Клеро (1765). 

§ 213. Это замечание бы.iо сделано Борелем (Nouv. Апп. de MatIl. (3) 15 
(1896), 236-238). См. таюке о необходимости исключения круговых орбит 
n § 221. В частности, соображения Якоби о вычислении последнего множителя 
(1845, Werke 4, 460) таЮI;е не могут быть применены в круговом случае. 

§ 214. Ссылки на большое lюличес.тво работ, посвященных явному виду 
траекторий в случае СШIОВЫХ функций и ча.стного вида, имеются в стать
ях Кэлп (стр. 516-521) II Штеккеля (СТР. 494-496), УПОМИllаВШIIХСЯ выше 
(§ 203). Динамический OIblc.n второго члена в правой части (162) объяснен 
в «Началах» Ньютона (Book 1, section 9). 

§§ 215-219а. Вопрос, поставленный в § 217 и обобщенный в § 219, был 
сформулирован и решен Бертраном (J. В е г t г а n d, Сошрtеs Rendus 77 
(1873), 849-853). Что касается последующей обширной литературы, то см. 
Р. Stackel, Епс. d. шаth. Wiss. 4 (1905),498-499; Р. LiеЬшапп, ibid. 
33 (1914), 526-528. В стаllдартных изложениях этого материала указыва
ется, что даже дnя упрощенной задачи, раСС}lOтренной в § 217, требуется 
нахождение второго прпб:rижения. Однако непосредственный ана.'lIlЗ, при
веденный в § 218, показывает, что ответ на вопрос, поставленный в § 217, 
зависит лишь от первого Прllближенил, т. е. от уравнений Якоби, так что 
длинные вычислеНIIЯ, упомянутые в § 219, не необходимы. Трудно ска
зать, почему это остаВЛ!lОТ обычно без внимания. Одной нз причин мо
жет служить то, что ТОПО.'lогическая природа проблемы (Cl'>l. § 215) или, 
говоря иначе, связь этой проблемы с существованием дополнительного 
интеграла в болыi.Iо~! (c~!. § 218а) обычно не реализуется. В то же время 
именно этот ДОПО.'I1штельныЙ интеграл налагает ограничения (см. §§ 148-
149, 151) на характеристпческие показатели уравнений Якоби. (Дополни
тельный интеграJI существует также в случае, указанном в § 219а, но в 
этом случае период п характеристические показатели не зависят от по

стоянных интегрирования; см. § 153). Другой причиной является, по-види
мому, ТО, что тривиальное представление кругового движения, данное 

в § 216, оказывается бесполезным, если отказаться от существенного огра
ничения, обусловленного тем фактом, что задача относится не к прои;з
вольным замкнутым траекториям, а только к траекториям, близким к кру
rOBblM. Следует подчеркнуть, что без этого ограничения проблема стала бы 
псключите:IЬНО трудной, поскольку коэффициенты уравнений Якоби будут 
тогда не IlОСТОЯННЬВШ, а неиэвестны~ периодическими функциями t. 
В частности, доказательство, приведенное в § 218, опирается лишь па соот
ветствующую комбинацию круговых условий (§ 216) с формулой Ньютона 
для прецессии, на которую мы ссылались выше (§ 189). Действительно, 
(21) § 218 сводится к ньютоновой оценке вековой прецессии периrелия в 
случае, когда и равно неIЮТОРОЙ степени Г. 

§§ 220-226. ИЗ.!щгаемыII метод отличается лпшь деталями (и оговорками; см. 
(31 t )-(322 ) И § 221) от метода интеграции, применявшегоея Якоби (24 th 
VorI. и. Dyn.) и до некоторой степени еще Гами.'lЬТОНОМ (Phil. Trans. '1834), 
280-281, 1835, 135-139) в случае статического поля с радиа.'lЬНОЙ симметрией. 
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§§ 228-232а. См. G. О. В i r k h о f f, Раlеl'ШО Rend. 39 (1915), 270-275, или 
Trans. Атег. Math. Soe. 18 (1917), 202-216. В обратимом случае некото
рые выводы относятея, конечно, к более раннему времени. См. также 
О.1. К о r t е w е g, Sitzber. Akad. Wien 93 (1886), 995-1040; Lord К е 1 v i п, 
Papers 4 (1891-92), 513-522; Sir G. Н. Da:rw i п, Papers 4 (1897), 12-15; 
'также Н. М о и с е е в, Rend. Асс. Lincei (6) 202 (934), 172-182, 256-261, 
261-265, 321-327. 

§§ 233-233а. См. Lord К е 1 v i п, Papers 4; Е. Т, W h i t t а k е r, М. N. Ноуаl 
Astr. Soe. 62 (1902), 186-193, 346-352. Уиттекер не рассматривал проблемы 
с~-ществования; см. Birkhoff, Trans Amer. Mat'h. Soc. 18 (1917), где име
ются ссылки на А. S i g n о r i n i (1912) и L. Т о n е 11 i (1911). Системати
ческий обзор важных исследований Морса можно найти в его Calculus of 
Variations in the Large (1934). Чтобы убедиться в том, что анализ ряда 
систем с помощью характеристик более сложен, чем с помощью индексо
вых соотношений, см. Birkhoff, Pisa Апп. (2) 5 (1936),31-34; Мет, 
Pont. Acad. Novi Lync. (3) 1 (1936), СЬар. V, В связи с вопросом, затрону
тым в конце § 233, см. попытку Висториса (L. V i с t о r i s, Math. Ztschr. 
19 (1924), 130-135) относительно периодических решений ограниченной за
дачи трех тел (зти решения не являются алгебраическими функциями t). 

§§ 234-235. G. W. Н е 1 1 (t877), Works 1, 244-246; Н. Р о i n с а r е, Meth. 
Nouv. 3 (1899), 280-282. См. таRже комментарий к §§ 228-232а. 

§§ 236-237а. См. W i n t n е r, Siichs. Sitzber. 82 (1930), 345-354, где пока
зано, что уравнения Якоби, выписанные Пуанкаре (Meth. Nouv. 3, 282-
283) как для обратимого, так и для необратимогu случаев в последнем сnу
чае неверны. Другой подход, основанный на применении конформного 
отображения, был указан Биркгофом (см. выше). См. также G. Н. D а r
w i п, ibid., 27-34. Что касается § 237а, то см. А. W i n t n е r, Атет. Jоurп. 
of Math. 53 (1931), 621-622. 

§§ 238-240. Е. S t r о m g r е п, Astr. Nachr. 174 (1906), 33-46, см. G. Н. D а r· 
w i п, ibid., 25-27. 

r л А В А IV 

§ 241. Было бы резонно предположить, что Ньютон вывел (32) как след
ствие (21). Однако целый ряд важных страниц в «Началах» касаются вы
вода (21) из кеплеровых законов длн кругового планетного движения 
(и опираются, следовательно, на операцию дифференцирования, а не интег-

1 
рирования). Первым, кто докааал, что все траектории при U(r) = r явля-

ютея коническими сечениями, был., по-видимому, Иван Бернулли (Opera 
1, 1710, 470). Его вычисления описаны в основном в § 214 и еовпадают с 
теми, которые можно найти сегодня в элементарных учебниках; см. также
комментарий к § 259. Метод, изложенный n § 241 и гораздо более прuстой, 
принадлежит Лапласу (1798, Oevres 1, 183). Сейчас он, по-видимому, по'{
ти забыт, хотя был открыт также Якоби (1842, Werke 4, 282),_ 

* 244. Тот факт, что названия трех типов коничеСКIIХ сечений оказываются 
соответствующими поверхностям, имеюlЦИМ в каждой своей регулярной 
:очке вторую фундаментальную форму с соответствующей сигнатурой (ин
дикатрисой Дюпена), является чистым совпадеmшм, не имеющим истори
ческuго смысла. Действительно, в те времена дифференциальная геОlllетрия. 
этих поверхноетей еще совсем не затрагивалась в литературе. 
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§ 245. На геометрический смысл W указuал Р. G. Т а i t (1865, Рарш'В {, 68-
70). Что касается его статьи, упомяпутои в примечании, то см. Quart. Journ. 
о! Math. 7 (1866), 45 где имеется ссылка на формулу Гамильтона). 

§§ 247-248. В случае параболических орбит (см. (151) § 249) теорема, рас
сматриваемая в этих параграфах, быда получена впервые Эйлером (Misc. 
Bero!.7 (1743),16). Общая теорема была открыта Ламбертом (1761) и опуб
ликована в его монографии Insi.gniores orbitae cometarum proprietates (No. 
133 (1902) в Ostwald's ЮЮiS). J-I,оказательство Ламберта основано на гро· 
моздких геометрических соображениях. Дuказательство, найденное позже 
Лагранжем (1778, Oevres 3, 559-582), является аналитическим, но не бо
лее коротким. Доказательство, помещенное в § 248, было дано Якоби 
(1837, Werke 4, 122); аналогичное, хотя и более длинное доказательство 
встречается в работах Гамильтона (См. Phil. TI'ans, 1834, 280-286). 

§§ 249-257. На два варианта, имеющие место для эллиптического случая 
и рассмотренные в § 249, указал Rэли (С а у 1 е у, 1869, Papers 7, 387-389). 
Представляется затруднительным дать ссылки на литературу относитель
но всех результатов, описанных в §§. 250-257. Фактически все эти резуль
таты, за исключением тех, которые касаются разрывных решений, введен
ных Тодхунтером (1. Т о d h u n t е r, Researches in the Calcu!us о! Varia
tions (1871), Chap. VIII), вытекают из замечания Якоби (Werke, 1837, 4, 
47-48) о сопряженных точках. Rонечно, точная теория рассмотренных ми
нимизирующих орбит связана с позднейшим развитием вариационного ис
числения; см., например, РЬ. Frank, Monatshefte fiir Math. 20 (1909), 171-
185, 189-192. 

§ 259. Этот 'Изящный метод интегрирования принадлежит, по-видимому, Бо
лину (к. В о h 1 i п, Bull. Astr. 28 (1911), 144). Некоторые варианты ОТНО
снтся, конечно, к более раннему времени (см. § § 261, 267). Таким образо]\[, 
из соотношений, пuлученных Ньютоном и в более явном виде Rлера (см. 
комментарий к §§ 211-212), вытекает, что функция 1/ r от t определяется 
в случае и = 1 / r линейным дифференциальным уРавнением второго поряд
ка с постоянными коэффициентами. 

§§ 261-265. В более или менее явном виде все эти соотношения имеются 
в «Началах» Ньютона (Book 1, section 3), где, конечно, анализ трех типов 
орбит скорее синтетический и не всегда :исчерпывает все случаи. 

§§ 268-269. Все это восходит к Бурро (С. В u r r а и, Astr. Nachr. 135, (1894),164). 

§ 271. Траектории, отвечающие силовой функции и = 1 / r 2 , были рассмотре
ны Ньютоном в его «Началах» и позднее дискутировались более детально 
Нотсом: см. С а i 1 а у, 1862, Papers 4, 517. 

Если притяжение обратно пропорционально не второй, а произвольной 
степени расстояния и аналитическая регуляризация оказывается неВОЗllloi!.'

ной, то было бы желательно исследовать топологическую структуру семеи
ства интегральных кривых вблизи (х, у) = (О, О). При таком исследова
нии были бы введены топологические инварианты (которые должны в 
сильной ('.тепени зависеть от пuказатем силы притяжения). 

Что касается дальнейших ссылок на литературу, относящуюся к за

даче двух тел, то см. G. Н е r g! о t z, Епс. d. math. Wiss. 6, 3.81.-390 (1907) 
и в отношении разложений (§§ 274-299) Н. Burkhardt, lbld. 21 (1912), 
827-829, 891-902, 1345-1349, W. F. О s g о о d, ibid. 22 (1901), 44-47. 

§ 278. Lagrange (1771), Oevres 3,113-138; Bessel (1824), Ges. АЬЬ. 
1, 84-102. 
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§§ 279-280. В е s s е 1 (1818, 1824), ibid. 1, 17-20; 100. 

§§ 281-282. См. В u r k h а r d t, ibid., 829-827, 892-895. 

§§ 283-284. Первый корреl<ТНЫЙ вывод (441), т. е. (44а) принадлежит Кар
лини (1817; см. J а с о Ь i, Werke 6 (1850), 188-245), чья работа оставалась, 
однаl<О, незамеченной до тех пор, ПОl<8 Нl<оби (1848, Wcrke 6, 175-·188) не 
исправил имеющиеся там вычпслите.ТJ:ьные ошибl<И. Лаплас (Oe,'res 5, 473-
489) пришел к (441), используя соображения, которые были опуБЛИl<ованы 
(1827) после его смерти и которые были, I<al< он признавал (ibid., стр. 489), 
эвристичес.I<Иl\IИ; действительно, он ДОl<азал асимптотичеСI<УЮ форм)'лу дЛЯ 
МНИМЫХ, хотя требовалось доказать для вещественных значений аргумента 
в этой связи см. А. W i n t n е г, Ргос. Nat. Acad. Wash. 20 (1934), 57-62; 
Р. Hartman, Атег. Jorn. of Math. 62 (1940),115-121). Соотношение (442) 
не столь определенное, l<aK (441), и рассматривалось только Rарлини (но 
не Лапласом); см. J а с о Ь i, предыдущая ссылка. Согласно Коши (1843, 
Oevres (1) 12, 164), I<ОТОРЫЙ вывел (451), обе формулы (441) и (442) могут 
быть просто получены с помощью его метода теории функций комплекс
ного переменного (1843, Oevres (1) 8, 128-133, и 1845, Oevres (1) 9, 75-
83); этот фаю бьш вновь обнаружен Риманом (1863 (1876); \Yerke 2 nd. 
ed., 426-430), I<OTOPOl\lY принадлежит более простой вывод. Что касается 
современного изложения этого (<метода скорейшего спуска», то см. О. Ре г
r о n, мипсь. Sitzenber., 1917, 191-220, где таl<же доказывается (452). Чис
ло 0,6 ... , uпределяемое согласно (48), было введено Лапласом (см. предыду
шую ссылку); что касается его значения (49), то см. письмо (1889) Стил:
тьеса Эрмиту (Correspondence 1,433-434). 

Другие источнИ1Ш, относящиеся к §§ 277-284, можно найти в книге Ват
сона Treatise оп Bessel Functions и в статье Буркгардта (см. Jahres
ber d. D. М. V. 101 (1908), СЬар. III). Значение проблем, затронутых в §§ 283-
299, в историческом развитии теории аналитичеСI<ИХ Функций обсуждается 
в статье Брилла и Нотера (В r i 11 and N о е t Ь е г, ibid. 3 (1894), СЬар. II). 

§§ 285-299. Лагранж получил свою формулу (59) § 289 в 1770 г. (Oevres 
3, 126) и применил ее (1771) к уравнению Кеплера (ibid., 113-138). Имея 
в виду формальную перегруппировку рядов, путь, указанный в §§ 287-288, 
можно рассматривать Kal< модернизацию метода Лагранжа (см. §§ 297-298). 
Стандартным доказательством (53,) и (532) является не это, а описанное 
в §§ 291-292 (см. А. П. Ч е бы ш е в, OevI'es 1,251-270 [1857]) или замечание 
Пюизо в Lagrallge's Oevres 12, 341-346) и полученное Кll.ши (1829, Oevтes 
(1) 2,41-48) в его теории аналитичеСI<ИХ функций (другие ИСТ()ЧНИI<И в этоii 
области см. Hrill-Noether, предыд. ссылка, 176-179, 187-189; Os
g о о d, предыд. ссылка, 46-47). КритичеСl<ое замечание, приведенное в кон
це § 292, относится, I<онечно, к более поздней дате (1906, А. Н u r w i t z, 
Werke 1, 655-659). Результаты, изложенные в §§ 294-295, были получены 
Шарль е (С. L. У. С 11 а r 1 i е г, Lund. Obs. Medd .. .м 22) п Леви-Чивпта (L е v i
Civita, Rend. Асс. Lincei (5) 131 (1904),260-268). Фаюическое неравенство 
(68) было BIIOBb найдено 1\аnтейном (1\ ар t е у п, Лпп. Ес. Norm. Sup. (3) 
10 (1893), 96-99), который также признавал его значение для анализа ре
щения уравнения Кеплера (см. также W а t s о п, предыд. ССЫЛl<а, 268-270 
и Chap. XVII). Что I<асается аналогов раЗJiожений, приведенных в § 295 для 
случая гиперболичеСI<ОГU движения, то см. Н. В 1 о с k. Лгk, fOr Matb. Astr. 
Fys. 1 (1904),467-479. 

Значение соображений, приведенных в §§ 3ОО-312а, заl<.'Iючается в том, 
ЧТО он!! дают грубую аППРОl<симацию решения ограниченной задачи трех 
те.'!. Например, (72) § 300 объясняет замечание Якоби, сделанное им в связи 
с формулой (11) в его 5-м томе VorI. й. Dyn. Аналогичным образом, правило, 
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приведенное в §§ 302-303, ~ожет быть полезным в связи с кольцевым пре
образованием, рассмотренным Пуанкаре (Acta Math. 13 (1890), 171-174; 
Meth. NOl1v. 3 (1899), 196-200, 374-381; Palermo Непд. 33 (1922), 375-407) 
п г,ИРIiГОФО\I (Раlегшо Непд. 39 (1915). 288-295; c~. Тгапв. Аlllег. Math. 
Soc. 14 (1913), 14-22; .Acta. Math. 47 (1926), 297-311; Dynamical Systems 
(1927), СЬар У!). Что касается материала, помещеНН(JГО в §§ 307--309 и 
в §§ 312-312а, ТО c~r. А. Wintner, Math. Ztschr. 34 (1932),367-373. 

§§ 305-307. "Условия, о fiOTOpblX идет речь, требуются в теории периодиче
СfiИХ ретений ограНlIченной задаЧI! трех тел. См. наиБОilее разработанные 
разде,llЫ ТОЛЬfiО что упомянутых работ Пуанкаре, а также его статьи в Вl111. 
Astr. 1 (1884), 65-74; 8 (1891), 12-24; 19 (1902), 117-198; Т. L е v i -С i v i
t а, Апп. di Mat. (3) 5 (1901), 284-289; G. D. В i r k h о f {, PaJermo Непд. 
3!1 (1915),295-313; Pisa Апп. (2) 4 (1935),267-306; В. О. Коортап, Trans. 
Лшег. Math. Soc. 29 (1927), 310-331; Р. S t ii с k е J, Jahresber. д. D. М. У. 
28 (1919), 180-181; А. W i n t n е г, SiicllS. Sitzber. 82 (1930), 3-56; Math. 
Annalen 96 (1926),284-318; 1\1. Martin, Атег. Journ. of Math. 53 (1931), 
259-273; Е. Н о 1 д е т, Siichs. Sitzber. 8з (1931), 179-184; Атег. Journ. of 
Math. 60 (1938), 801-814; Math. Ztschr. 31 (1929), 225-239 (см. L. L i с h t е п
stein. ibid. 17 (1923),62-110); также Т. Uno, Sendai Astr. Нар. 1 (1938), 
149-191. 

§§ 310-3Н. Т. L с \. i - С i v i t а. Апп. di Mat. (3) 9 (1904), 21-25; см. также 
F. Н. М о нl t о п, Ргос. London Math. Soc. (2) 11 (1913), 367-384, гдt' имеются 
ссыЛlШ на работу Бурра (см. § § 268-269 выте). 

ГЛАВА V 

Ссылки lIа fiлассические работы, относящиесн к задаче многих тел, мо
l-УТ быть найдены в слеДУЮЩI!Х учеБНИfiах: О. D z i о Ь е k, Die matl.emati
~("Ilen Thcorien del' Рlапеtеп-Ве,уеgl1пg, 1888; F. Т i s s е r а n д, Traite де Ме
ci1llique Cel!!stc, 1, 1896; Н. С. Р 1 u ш т е г, Ап Introductory Treatise оп 
Dynamical Astronomy, 1918. 

Весыш ПО:Iезные библиографические сведения дает Н. М а r с о 1 о n g о, 
Il ргоЫета dei tre corpi да :'IIev,ton (1686) ai nostri giorni (No. 403-405 (1919) 
of the Manuali Hoelpi). 

§ 313. Этот формальный подход к «физической~ проблеме не принадлежит 
Iюнечно, Ньютону, I! на формулировках лежит печать влияНlIЯ критики 
Маха. АСТРОIlомичеСЮlе выводы обсуждаются Арндтом (Е. А r n д t, Епс. д. 
math. Wiss. 61, (1905) 3-15) и Баутингером (1. В а u s с h i n g е г, там же 
(1919) 843-895). Запись силовой функции { } в виде (1) принадлежит 
Лагранжу ('\773, Оеуге!! 6, 348. также 1777, 4, 408). 

§§ 315-320. Хотя фактическое содержание десяти классических интеграло!! 
было уже известно в конце первой половины 18 века (си. комментарии 
Журдсна в связи с работа1lШ Ньютона, Клер(J, Д. Арчи, Д. Бернулли и Эйлера 
в N2 191 (1914), Ost\\'ald's, Юаss) , но их нынешняя форма и открытие фор
М:рJИрОВКИ (71) интеграла (72) принадлежит Лагранжу (см., например, Оеу
res 9. 386; Oevrcs 6, 240, где (7.) записано для n = 3). Фундаментальное аа
мечание, что интегралы, выписанные в §§ 316-317, вытекают из галилеевого 
автоморфиз~'а уравнений движсния, дано впервые Яfiоби в Vorl. й. Dyn. 
(1842), но оно должно было быть известным также Лагранжу (1777, Oevres 
4, 400) по крайней мере в неявной форме). Связь материала, изложенного 
в §§ 315-317. с общей теорией Ли обсуждается, например, Энгелем (F. Е n
g е 1, Giitt. Nachr, 1916, 270-275, 1917, 189-198). Что касается § 319, то 



508 ИСТОРИЧЕСКИЕ КОММЕНТАРИИ И БИБЛIЮГРАФИЧЕСЮШ ССЫ::ШИ 

см. также J. п. S с 1\ n t z, GOtt. Nacbr. 1897, 110-123. Свойство ПО_1НОТЫ га
J!Илеепой группы, доказанное в § 318, счптаетсл обычно очевидньвr (хо гл 
это не так; А. '\'intner, Атег. Journ. of Math. 60 (1938),473-470). ПРОИ1-
вольность множите.1Я n § 315 (см. J а с о Ь i. \Vcrke 4 (1845), 485-488; явио 
сформу.'Iировано Дзиобеком в цитированной выше кнпге, стр. 64) яв.'rлется 
лишь одной из деталей принципа динамического подобия ГаЛШlея - Нью
тона. 

§ 32Оа. Н. В ru n s, S1iclJs. Sitzenber. 13 (1887), 1-39, 55-82 (-Asta Math. 
11 (1887),25-96); Н. Poincare. Meth. Nou\'. 1 (1892),233-334; Р. Pain
lcve, Comptes Rепdш; 124 (1897), 173-176; Виll. Astr. 15 (1898),81-113; 
Comptes Rendus 130 (1900), 1699-1701. 

Ошибка в работе Брунса была псправлена Пуанкаре, Comptes Rendus, 
123 (1896), 1224-1228. Тuчка зрения на алгебраические интегралы, выскз
занная в § 320а, не яв.l:яется, ·возможно, общепринятой, но она с необходи
мостью вытекает из ГСОl\fетрпческого, Т.е. не.'!окального, понятия неннтегри· 

руемой IIИ1IЮfической системы. 
В этой связи см. Т. L е v i - С i у i t а, УегЬ. des III, Int. Math. Kongr. 1904 

\1905), 407-408 и его статью в Comptes Rendus ди 2 те COn~T Int. de мас. 
AppJiquel, 1926 (1927); см. также J. С h а z у, BulI. Astr. (2) 8 (1933), 403-436. 

§ 321. См. W i n t n е т, предыдущая ссы.л"а. Интеграл (17) был получен 
Якоби (4th. Vorl. n. Dyn.), RОТОРЫЙ также показал, что этот интеграJI позвu
ляет свести за,'1ачу о ПРЮIО:Il!Нейном ДВIIжешш трех тел к квадратура)! 
(1837, 1844, "Terke 4, 481-488, 533-539). 

§ 322а. L а g r а n g е (1772), Oevres 6, 233-240 (где n = 3). 

§ 323. L а р 1 а с е (1798), OeHes 1, 65-69 (см. 3, 173), где случай С =1= О ис
кшочеu. 

§§ 324-331а. Систематического изложении и ilоказзтельств ;ЭТИХ fiинеЩI.ТII· 
ческих результатов в литературе нет. хотя БОJIЫППНСТВО ПЗ них нельзя рас
сматривать как (<очевидные» (см. § 373а. 374а). Формулы в § 325а раСС'Iита· 
ны на КОll!Iшанарпое решение, понятие которого бьmо введено в § 325, 11 ха· 
тя ;\то понятие излишне, если n = 3, оно оказывается полезным при попытке 
обобщить для ПРОИЗВОJIЬНОГО n некоторые результаты, ЯВЛЯЮЩlIеся классп
ческими для n = 3. Это илшострируется результатом, приведенным в § 326, 
КIIТОРЫЙ встречается в литературе лпшь для случая n = 3, вводящего до 
некоторой c-rепени в заблуждение (рассмотрен впервые Дзи{)беком, пре
дыд. ссылка, стр. G3, И более просто 3ундманом n начале статьи, на которую 
мы ссылаемся ниже). Другие результаты даются теорией гомографичес.ких 
решений (§§ 373-374), где основные теоремы связаны неявно с понятие)1 
компланарного решения (хотя утверждаемые в этих теоремах результаты 
встречаются в литературе). Результат, уназанный в § 327, принадлежит в 
астрономии к общеизвестным, по крайней мере при n = 3. То же самое за
мечание можно сделать по поводу §§ 328-329. В то же время результат, 
изложенный в § 331, принадлежит Пицетти (Р. Р i z е t t i, Rend. Асс. Lincei 
(5) 131 (1904), 2"4-25, где n произвольно; представляется затруднительны}! 
указать ссылку на более раннюю работу даже для n = 3). Пример, указан 
вый в примечании к § 325, был сообщен мне недавно ван Кампеном в лич· 
ной беседе. 

§§ 332-332а. Эти фундаментальные следствия из тождества Лагранжа (24) 
были получены Якоби (4th. Vorl. n. Dyn. (1842». 

Ошибочное объяенение парадокса Якоби (предыд. ссылка) относитеш,
но столкновений было дано 3еелигером (Astr. Nachr. 113 (1885), 358), а пра· 
вильное - Фройндлихом (Е. F r е n d 1 i с Ь, там же, 208 (1919), 209-212). 
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Существенные уточнения к соображениям, приведепным в §§ 332-332а, 
содержатся в IIСС.'1едованиях Шази, которые БЫ:1II опубликованы впервые н 
Сошрtеs Rendus, а затем собраны в его статье в Апп. Ес. NOl·m. Sup. (2) 39 
(1922), 29-130. [Соответствующие вопросы в предельном. елучае ограничен
ной задачи трех тел были в дальнейшем рассмотрены Rопманом (В. о. 
Коорmап, TiГi1IlS. Ащег. Math. Soc. 29 (1927),288-304)]. Шази впервью 
показал, Ч'rо если h > о, то отношение наименьшего к наибольшему из 
1/2n (n -1) взаимных расстояний стремится при стремлении t к бесконеч
ности Ii пределу, и что этот предеJ1 является непрерывной функцией на
чальных условий. После этого Шази классифицирует при n = 3 раЗJlИчные 
решения при ПОJIОllштеЛЬН(;~I h в соответствии с порядком величины (при 
БОJ1ЫI111Х t) пзашшых расстолниi1:. R аналогичным результатам он приходит 
таюке в предельном случае h = о. Наконец, он развивает предварительную 
теорию классификации также в СJlучае отрицательной энергии (лвллющем.
зя наиболее трудным; см. замечание в скобках в § 332а). В его статье 
(Journ. de Math. (3) 8 (1929), 353-380) и в его сообщении (ВиН. Astr. (2) & 
(1933), 403-436), касающихся его теории классификации, Шази удалось 
получить в этом направлении дальнейшие результаты. R сожалению, дока
зательства его глубоких результатов слишком Д.тIИНIIЫ, чтобы их МОЖНi) 
было воспроизвести в этой книге. См. таюке комментарий к §§ 431-431а. 

§§ 333-338а. Хотя изложение в тексте слегка упрощено, но все эти резуль
таты и методы ПРИllадлежат 3ундману (к. F. S и n d m а п, Acta Soc. Sci. 
J.\mn. 35 (НЮ9), М 9, где n = 3; его соображения остаются, однако, справед
ЛlIВЫМИ при любом n, как было замечено Блоком (Н. В 1 о с k, Lund. Astr. 
Obs. Mf'dd. (2) 6 (1909), М 6), а затем и ШаЗII (Bull. Astr. 35 (1918), 321-
341; см. COlnptes Rendus, 157 (1913), 688-691). После публикации статьи 
3ундмава оказалось, что еги предварительный результат для С = О (§ 335) 
был известен Вейерштрассу (письмо (1889) к Миттаг-Лефлеру; Acta Math. 
35 (1912), 57-58). Эта фундаментальная работа 3ундмана привлеJша гораз
до меньшее внимание, чем его теория парных столкновений (она не была 
даже прореферирована в Fortschr. а. Math., и позже не была воспроизведена 
в Acta Math. 36 (1913); см. ниже §§ 348-352. 

ПредстаШIШЮСЬ целесообразным от:южитr, ФОР~1УЛИРОВКУ фактического 
содержания этих результатов до §§ 361-364. 

На отчетливый тауберов характер соображений 3ундмана, из которых 
вытекают соответствующие (С, 1)-результаты, относящиеся к несколько 
более поздней дате (Гарди - Литтлвуд), было недавно указано 'Уинтнером 
[ём. Н. Р. В о а s, Jr., Amer. Journ. of Math. 61 (1939), 161-174); позже Н'а
рамата (J. К а r а m а t а, там же 769-770) показал, что тауберовы УСЛОВИIl 
3ундмана относительно односторонней ограничен.ности можно заменить со
ответствующими условиями осцилляции]. Интересно, что одна из наиболее 
ранних тауберовых теорем, а именно теорема, указанная в § 362, была ·при
ведена Адамаром в СВЯЗI1 с одним вопросом динамики (Journ. de Math. (5) 
3, 334); что касается уточнения константы в этой теореме, то см., напри
мер, Е. L а n d а и, P.roc. London Matll. Soc. (2) 13 (1914), 43-49. 

§ 339. См. J. С h а z у, Апн. Ес. Norm. Sup. (3) 39 (1922), 124. Для n = 3 Шааи 
доказал (там же, 124-126; Comptes Rendus 157 (1913), 1398-1400) аналогич
IIУЮ, хотя и более СJIабую теорему отноеительно парных столкновений, п·)
казав, что расстояние между двумя иа трех тел ие может стремиться к нулю 

при стремлении t к бесконечности, если в это же время их расстояния от 
третьего тела превосходят некоторый положительный предел. 

§§ 340-343. Гелиоцентрические уравнения (12) так же стары, как и пер
вые теории возмущения, и стали уже стандартными в J\опце первой поло-

33 А. Уинтнер 
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вины 18 века. Введение возмущающей функцип (112) относится 1\ более 
поздней дате, так как это стало возможным лишь ПОСJ!е введения Л11грап
жем фунrщии (32) § 314. 

§§ 344-347. Эти частные решения принадлежат Франсе ну (А. Е. F r 11 n s е п. 
Ofу. Stockh. Acad. 52 (1895),783-805). См. таиже J. С h а z у' Comptes Rendus 
169 (1919),526-529, Bull. Astr. (2) 1 (1921),171-188. 

§§ 348-352_ Эта теория в ее настоящей форме принадлежит 3уидману (Acta 
Soc. Sci. Fenn. 34 (1907), ом 6; воспроизведена в Acta Math. 36 (1912), 105-
179), хотя многие результаты были известны ранее (Брунс, Пенлеве, Вейер
штрасс) ; см. I{омментарий 1{ §§ 407-412. ПОПЫТl{а Бисконпни (G. В i s с о
п i n i, Acta Math. 30 (1904), 49-91) была неудачной, ПОСI{ОЛЬИУ он сформу
лировал результат, Эl{вивалентный тому, который был доказан в § 352. ХОТ'I 
3ундман рассматривал только случай n = 3, переход к любому n выпол
няетсн непосредственно, во ВСЯlюм случае, если упростить его анализ, юн> 
зто было сделано выше, в некоторых несущественных пунктах. 

§§ 353-354. Эти факты согласуются с астрономической традицией, но впер
вые были докаааны Шази (Comptes Rendus 168 (1919),81-83; Апп. Ес. Nогш. 
Sup. (3) 39 (1922), 127). 

§§ 355-360. Центральные Iюнфигурации при n = 3 были обнаружены в кол
линеарном случае (§ 358) Эйлером (Nova Соmт. Petrop. 11 (1767), 144-
151; Нist. de l'Acad. Beгl. 1770, 194-220), а в случае, изложенном в § 3Ы1 , 
Лагранжем (1772, Oevгes 6, 272-292), который нашел также случай Эйлера. 
В частности, Эйлер получил свое уравнение пятой степени (путем непосред
ственного анализа) таиже для предельного случая ограниченной задачи. 
Общий анализ центральных конфигураций (§§ 355, 357), приведенuый D 

§§ 358-359, принадлежит Дзиобеку (A8tг. Naclbl·. 152 (1900), 33-46). Фак
тически попятие центральной конфигурации было введено Лапласом (17~Щ 
Oevres 11, 553-558; 1805, 4, 307-313), который пришел к этому попятию пу
тем непосредственпого, но неполного анализа лагранжевых гомотетических 

решений (см. ниже). Любопытно, что в большинстве элементарных учеБШI-· 
ков и даже в весьма полезном в остальном историческом обзоре Кэли (1862, 
Papers 4, 540) эти решения приписываются Лапласу (который, со своей сто
роны, не имел привычки давать ссылки). Фундаментальная статья Дзиобе
ка обычно в литературе не упоминается (см., например, Н. А n d о у е г, ВиВ. 
Astr. 23 (1906), 50-59; F. R. М о u 1 t о п, Апп. of Math. (2) 12 (1910), 1-17; 
w. D. М а с М d 11 а n and W. В а г t k у. Trans. Атег. Math. Soc. 34 (1932), 
838-875; см. также w. L. W d 11 i а m э. ibid. 44 (1938), 562-579, где рассмат
·~ивается неноллинеарный ПЛОDКИЙ случай задачи n = 5 тел). В частности, 
JJ.Зиобек пришел к (13) и к нескольким дальнейшим результатам для слу
чая n = 4 и высказал предположение, дискутировавшееся позже детально 
Мак-Милланом и Бартки (предыд. ссылка). Статье Дзиобека предшествu
вала заметка Лемана-Фiшьгеса (R. L е h m а n n - F i 1 h е s, Astг. Nachr. 127 
(1891), 137-144),.09наружившего конфигурацию, указанную в § 359, дюI 

'n = 4 и рассмотревшего случай (i) § 360 при любом n (что касается послед
него .случая, то см. также F. R. М о u 1 t о п, предыд. ссылку, l·де анализ, опп
рающийся на метод, который был описан в § 356, связан с определителем, 
рассмотренным Гильдебрандтом). Вычисления, связанные с известными 
КОНФИГУРIlЦиями, УПОМЯНУ'fЫМИ в (iii) § 360, являются, конечно, тривиаль
ными; см., например, R. Н орр е, АгсЬ. deг Math. 64 (1879), 218-223; Emi
lia В г е g 1 i а, Giorn. di Mat. (3) 7 (1916), 165-168. 

§§ 361-364. См. примечание к §§ 333-338а. 
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§§ 365-368а. На затруднения этого типа (см. также §§ 411, 425) впервьш 
УКUЗЮl ПеЮlеве (см. его Le~ons sur la tllIJorie analytique des equations dif
fегепtiеllеs, Stockholm, 1895, Paris, 1897, 543-577, 587-589, где имеются 
ссылКl[ на соображения Пуанкаре). Заметка Цейпеля (Н. von Z е i р е 1, Агс. 
[ог Mat. AsLr. f'ys. 4 (18ШI), .м 32) содержит рассуждения, цель которых сво· 
дится К тому, что если и обращается в бесконечность при стремлении t 1, 
конечному пределу, то 1 должно стремиться к бесконечности, еели толыю 
все тела не стремятся к определенным предельным положениям. Однако 
предстаl'ляетсл затруднительным заполнить пробел. В анализе ФРОЙНДJIИха 
(Е. F r () u n d 1 i с h, Berl. Sitzber., 1918, 168-188) встречающиеся фактиче
Сlше труднuсти были, по-видимому, просмотрены. Их появление в проблеме 
одновременных столкновений было проанаJlизировано позже ШаЗIf (Bull. 
Astr. 35 (1918), 321-389). Согласно Шази (см. предыд. ссылку, 341-3(4) 
с:хучайное обстоятельство, указанное в § 368 ОТНОСIfТШlЬНО спиралей, не 
имеет, конечно, места при n = 3. Фактически какие-либо случаи, где зто 
обстоятельство имеет место, не известны. 

§§ 369-378. Результат, приведенный в § 373, принадлежит Пицетти (Р i z
z е t t i, Rend. Асс. Lincei (5) 13 (1904), 276-283), результат, указанный в 
§ 374, при любом n также принадлежит Пицетти (там же), а при n = 3-
Лагранжу (1772, Oevl'es 6, 272-292, где подчеркивается, что эта теорема ЛlJ
ляется центральной; Лаплас в своем аuаJIИзе, упомянутом выше, ПQ.1IНостью 
игнорирует эту теорему). n частности, § 377 восходит к работе Лагранжа 
для n = 3; см. Дзиобек, предыд. ссылку. Необходимым является полное под
тверждение результатов, изложенных в §§ 375-377, которое обычно опу
скаетсл в литературе. Иначе едва ли lJОЗМОЖНО доказать, что все случаи, 
переЧИСJlенные в § 378, фактически существуют. Пример, приведенный в 
§ 374а, бы.rr дан Банахевичем (Comptes Rendus 142 (1906), 510-512). Однако 
его анализ довольно сложен, поскольку не упоминается и не используется 

тот факт, что конфигурация тел для этих решений представляет собой рав
нобедренный треуголыuш (см. А. УУ i n t n е cr, Amel'. JourJl. of Math. 60 
(1938),473); по-видимому, по этой же причине не встречается в литературо 
пример, приведенный в § 373а, для которого чисто аналитические выкладки 
без использования какой-либо геометрии гораздо более сложны. 

§§ 379-380. Это - решения, «стационарные в смысле Payca~ (Т. L е v i
С i vi t а, Рг.асе Mat.-Fys. 17 (1906), 1-40). См. также Н. А n d о у е г, Bull. 
AJ;tr.23 (1906),50-59, 

§§ 381-382. Что касается § 381, то см., например, Н. А n d о у е г, там же, 
129-146. Результаты (1) и (1I) § 382 принадлежат Лиувиллю (Journ. de 
Math. (1) 7 (1842), 110-113; (2) 1 (1856), 248-264) и Гаш о (G, G а s с h е а и, 
These, Paris, Bache]jer, 1843; Comptes Rendus 16 (1843), 393-394) соответст
венно. Можно считать, что последующие результаты Гюльдена (Bull. Astr. 
1 (1884), 361-3(9) и Плюммера (М. N. Ноуаl Astr. Soc. 62 (1902), 6-17) для 
предельного случая ограниченной задачи содержатся в результатах Гаша 
и Лиувиллл соответственно. 

§ 382а. J. С. М а х w е 11 (1856), Papers 1, 288-376 (Рап 1I); см. L. L i с h
t е n s t е i п, Math. Ztschr. 17 (1923), 62-110; Pisa Ann. (2) 1 (1932), 173-
213. 

§§ 383-388. Что касается введения подходящих линейных комбинаций ба
рицентрических координат, то см. Р, Р i z е t t i, Atti Асс. Torino 38 (1903), 
954-961. Замечание в § 384 принадлежит Пуанкаре (ВиН. Astr. 14 (1897), 
53-67; перепечатано в Acta Math. 21 (1897), 83-97). Идеальные :массы 

ЗЗ* 
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(§ 385) и соответствующие цепочки координат вместе с их изящными 
следствиями (15,)-(15з) были введены для тt = 3 Яfiобн ("'erke 4, 299-
306) и позднее обобщены для любого n Радау (Н. R а d а tI, Анн. Ее. NOI'III. 
Stlp. (1) 5 (1868),311-375); см. такте }<. Hopfner, Astl'. Nachr. 195 (1913), 
256-262. Геометрическая интерпретация Прllнципа сохранения кпнемати
ческого момента n = 3 тел (§ 388) была также предложена Якоби (там же, 
307-308). О факте, что существуют исключительные случаи, в ноторых эта 
интерпретация оказывается непригодной, в литературо как будто не упоми
налось. Сама проблема в том виде, ках она сформулирована в § 388а, пред
ставляется не про~той. ФундаменталI,НЫЙ факт, указаllНЫП: в § 389, был до
казан Мак-Милланом (в статье Е. J. V\T ,i [с z у n 8 ki, Анн. di M.at. (3) 21 
(НН3), 17-3'1); см. также J. С h а z у, ВиН. Astl·. (2) 1 (1921), 171-188). 
Соотнетствующал проблема для n > 3 в том Вllде, как она сформулирована 
в § 389а, в литературе не рассматриuаласI" поскольку она связана с поня
тием компланарного решения. 

§§ 390-397. Теорин редукции задачи n тел восходит к Лагранжу (1771, 
Oevres 6, 227-331), I\ОТОРЫЙ доказал, что классические интегралы позволя
ют привести общую задачу n = 3 тел к системе седьмого порядха (см. 
§ 434). Статья Лагранжа, l!O-ВИДИМОМУ, ускользнула от вниманин Я1\05н 
(1842, We.rke 4, 295-314), lюторыii пришел [, тому же самому результату 
с помощью соображений, I!злагавшихся выше (§§ 387-388). Знаменитый 
результат Якоби 05 (<исключении узлов» содержитсн, хотн не в такой непо· 
средственной геометрической форме, в формуле Лагранжа (однако ни Лаг
ранж, ни Якоби не пришли к Iшнонической форме редуцированных урав
нений движеНlIЯ). Последующан Jlитера тура по этому поводу весьма об
ширна, и она обсуждается на стр. 29-44 сообщения Марколонго. Последниii 
метод, рассмотренный там и принадлежащий ЛеВИ-ЧИВIlТа (Atti 1st. v'eneto 
74 (1915), 907-939), был позже представлен в иной форме Ронки (там же, 
76 (1917), 122t-1225). См. таRже Е. R. van Кашреп, А. Willtпеl', Ашеl". 
Jонrп. of Matll. 59 (1937), 153-166, 269, где реду!'ция симметрична по от-· 
ношению к n = 3 массам. Геометрический в известной степени подход н 
лагранжевой редукции принадлежит Биркгофу (Dynamica! Systems, 1927, 
283-288); его соображения относятся непосредственно к 18-мерному фазо
вому пространству (см. §§ 390-392 для n = 3), в котором рассматриваеТСIi 
поток, состоящий из интегра.1ЬНЫХ кривых, которые представляют соuой ли
нии пересечения гиперповерхностей, образованных десятью клас(:ическими 
интегралами. По этому поводу см. Е. С а r t а п, I,et;()ns sur les invariants illte
graux, 1922, t 72-181, где проБJlема реДУ1\ЦИИ интерпретируется кинемати
чеС1\И и с точки зрения используемого инФинитезима.JIЬНОГО преобразоваюш. 
В .JIитературе функция l1 ДЛЯ редуцированных уравнений, записаннан в виде 
(33) § 394, не встречается. Однако эта Функцин может быть получена посл~ 
применения к выражению Д.JIЯ Н, данному ван Rампеном и Уинтнером 
(цит. соч.), бинарной подстановки, представлнющей собой каноническо~ 
расширение третьего из их уравнений (51). Применение этой подстановки 
представляется целесообразным по причинам, которые ясны из § 435. По
ток, рассмотренный Биркгофом, тогда записывается (§§ 437-440) более или 
менее явно с помощью дифференциальных уравнений, являющихся симме
тричными по отношению .к массам I[ Jlмеющих натуральную форму. Однако 
этот подход к редуцированной задаче связан с интереснейшей нерешенной 
uроблемой, сформулированной в § 436 (встречающиеся особые случаи явля
ются, конечно, IIскшочительными). 

§§ 398-399. Нроме литературы, у.казанноЙ в г.тт. 2 библиографии Марколов" 
го, см. работы Леви-Чивита (Rend. Асс. Lincei (5) 24 (1915),61-75,235-248, 
421-433, 485-501, 553-569) относительно плоского слyqан длн n = 3, лек-
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ции Картана (предыд. ссылка) и, наконец, заметку Мурнагана (Е. D. М u }"
па g}1 а п, Атег. Journ. of Math. 58 (1936), 829-832), где дан IШрОТКИЙ вы
ВОД (37) § 399. Было бы интересно вычислить (см. W. к ар 1 а п, Composito 
Math. 5 (1938), 327-346), по крайней мере в некоторых случаях (прежде 
всего для n = 3, С = О), основные топологические характеристики алгебраи
ческих множеств, представимых пересечениями клаесических интегральных 

поверхностей. 
Rачественный результат в прямолинейном случае для n = 3 [в ПрИВ.1-

денной форме 7laH Эйлером (Nova Acta Petrop. 3 (1776), 126-141) и затем 
Якоби (1845, WeiI"ke 4, 478-485)] принадлежит Шазп (Bull. Soc. Math. de 
France 55 (1927), 222-268). Этот случай, который в астрономии не вызы
вает большого интереса, является сегодня единственным, в котором МОЖIIО 
пытаться (см. G. D. В i r k h о f f, Dупашiсаl Systems (1927), 288-291) про
вести детальное качественное исследование. 

§§ 399а-4О2. Формальные упрощения, ВШlНикающие при h = О, вытекают 
из общего замечания Якоби (предыд. ссылка, 485-488) и в прямолинейном 
случае при n = 3 были известны еще Эйлеру (предыд. ссылка). Наиболее 
раННИ~l вариантом этого упрощения ЯВJIЯеТСJ! интеграция задачи двух те!! 

в случае параболического движения, более простая чем в б:шее еложпых 
случаях эллиптического или гипербо.rIИчеекого движеНIIЯ. На етр. (j5 cBoeii 
книги Дзиобек приводит реЗУJ/ьтат, насающийся случая, в котором такжа 
С = О. По этому поводу см. С а r t а п, предыд. ссылку, 181-185. Что касает
ся метода, иаложенного в §§ 399а-4ОО, то см. А. W i n t n е г, Quart. Journ. 
Math. (Oxford) 7 (1936),214-218. Замечания, имеющиеся в §§ 401-402, пояс
няют стаrыо Эберта (W. Е Ь е г t, Comptes Rendus 131 (1900), 251-253). 

§§ 403-406. Соображения о существовании центра сил при n = 3 были вы
сказаны в неявном виде Лапласом (Oevres 11, 554-555), но впервые BCTpr)
чаются, по-видимому, в заметке Харграве и. Н а r g r а v о, P!lil. Mag. (4) 
16 (1858), 466-473). Было бы ошибкой ечитать, что замечания, имеющие,'н 
в § 405, сводят проблемы, указанные в §§ 374-374а, к элеМf'нтаРНЫ~l юпю
матическим соображениям. Уравнение пятой степени (§ 406) было вычие
лено лишь ради полноты, но его кинематический С~1ЫС.'I, если он вообще 
имеется, неиавестен. 

§§ 407-412. Все ::JТИ результаты принадлежат Пенлеве (стр. 5(,9-577, 582-
586 его лекций, на которые мы ссылались выше (§§ 365-368а) и Сошрtе~ 
Rendus 123 (1896), 636-639, 871-873; см. также 13!} (1904), 1170-1174). 
Ilекоторые из его результатов при n = 3 были известны, ПО-ВI1ДИМОll1У, Вшi-· 
ерштрассу; СМ. письмо (1889), на которое мы ссылались выше (§§ 333-338а). 
О введении (9) § 414 упоминалось уже Брунсом (Astr. Nachr. 109 (1884). 
219-220). 

§§ 415-420а. На справедливость результата, приведенного в § 420, указа.l 
еще Врунс (предыд. ссылка). Этот результат был известен TaKiI,e Вейер
штрассу (предыд. ссылка). Однако первое опубликованное ДОIшзательство 
принадлежит Зундману (см. комментарий к §§ 348-352). Его вычисления 
весь~ш сложны, по-видимому, по той причине, что не была I1спользована 
каноническая форма дифференциальных уравнений. Фундаментальное ЮI
ноническое преобразование (§ 50), а также изящный подход, изложенный 
в §§ 415-419, при котором не жертвуется динамичеСIЮЙ формой уравне
пий, были обнаружены JIеВИ-ЧИRlIта (Сошрtеs Rendus 162 (1916), 625-6211; 
см. Acta Math. ~2 (1920),99-144). 

§§ 421-424. Все это принадлежит Блоку (Н. В 1 о с k, Ark. for Mat. Astr. 
Fys. 5 (1909), М 9; см. Lund. Astr. Obs. Medd. (2) 6 (1909), М 6). Теория 
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Блока была вновь открыта Шази, RОТОРЫЙ рассматривал (ВIJIl. 
(1918), 341-364) дополнительно вопрос о полноте, упомияаrмый 
Что Rасается примечания в § 423, то см. Н. Р о i n с а r е (1879), 
стр. XCIX-CXXIX; Acta Math. 13 (1890),27-41. 

Astr. 35 
в § 421а. 
Oe\'res 1, 

§ 425. Это распространение на случай одновременного столкновения являет
ся очевидным. Что Rасается остальных случаев, то см. комментарий к 
§ § 365-368а. 

§§ 426-430. В литературе анализ вопроса, о котором идет речь в §§ 427-
429, не излагается непосредственно, поскольку он связывается с более глу
бокой теоремой, сформулированной в § 431 (которая ИСI:лючает, в частно
сти, случай С = О § 431а). Однако с методической точки зрения предетаJJ
ляется целесообразным изложить непосредствепный подход (§§ 427-430) 
к более простому факту, сформулированному в конце § 426, оставляя тео
рему § 431 в стороне. На дальнейшее возможное упрощение, приведенное в 
§ 429, было указано ван Rампеном. 

§§ 431-431а. Результаты, изложенные в § 431а д.ТIЛ С = О вытекают, хотя 
и не совсем непосредственно, из исследований Шази, упомянутых в конце 
комментария к §§ 365-368а; см. действительно предыд_ ссылку, стр. 382-
383. Теорема для С =1= О, упомянутая в § 431, принадлежит 3ундману (см. 
его статьи, на которые мы ссылались в связи с §§ 348-352). Его доказатель
ство содержит ошиБI{)', которая была легко исправлена Адамаром (ВиН. dl)s 
Sci. Math. 39 (1915), 249-264), при сохранении идей 3ундмана. Эти ндеи 
сущеетвенно уточняют соображения Якоби (см. §§ 332-332а). Действитеm,
но, теперь бесполезно устремлять t к бесконечности, поскольку требуются 
явные оценки расстояний в конечных интервалах измерения t, екаШIИваю
щихся при t = 00. в этом смысле можно считать, что теорема, изложенная 
в § 431, имеет тот же самый тауберов характер, что и результат, приведен
ный в §§ 337-338а (хотя та часть соображений, которая имеет лвно таубе 
ров характер, не была выделена в отдельную общую лемму относительно 
вещественных функций). Методы 3ундмана - Адамара для вычисления 
встречающихея оценок были развиты впоследствии Шази (Апп. Ее. Norm. 
Sup. (2) 39 (1922), 109-126) и Биркгофом (Dynamical Systems, 1927, 275-
283) (также 291-292; см. J. L. Н 1 n r i с h s е п, Trans. Аmег. !\Iatll. ~OC. 36 
(1934),306-314). 

Образец реЗУJlьтатов, которые оказываются доступными. благодаря это
му методу уточненных оценок, можно сформулировать следующим образом. 
Если n = 3 массы и постоянные интегрирования h < О, С =1= О фиксирова
ны, то существует достаточно малое положите.rIъное число с тем свойством, 
что если 1 = 1 (t) становится при некотором t меньше, чем это число, то два 
из взаимных рас.стоянИЙ должны стремиться вместе с t R бесконечности, 
а третье расстояние остается меньше некоторого фиксированного предела; 
кроме того, относительно удаленным в процессе вс.его движения ЯВ.rIяеТСJl 

всегда одно и то же тело. . 

§§ 432-440. На методическое содержание этих параграфов большое влия, 
ние оказали lIеоднократные дискуссии с профессором Г. Д. Биркгофом. Освя" 
зц §§ 433-440 с имеющейся по этому поводу литературой можно судить по 
комментарию к §§ 390-397 (см., в частнос.ти, Биркгоф, цит. соч.). Разложе
ния, выписанные в §§ 432-432а, были получены 3ундманом, цит. соч. 
[в этой СВЯЗII см. Пуанкаре «1886), Oevres 1, 181-189); Р. Р а i n 1 о v с, 
Stockholm, Le~ons, 577-582; также посмертные (1857) записки Коши (Ое\'
res ('1) 12, 445-455); наконец, утверждения Брунса и Вейерштрасса, на 1\0-
торые указывалось в связи с §§ 415-420а]. ТИП.И'lНыми замечаниями по по· 
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воду формулировки, упомянутой в § 432а, являются те, которые сделаны 
Пикаром (Е. Р i са г д, ВиН. des Sci. Math. (2) 37 (1913), 313-320). Вместе 
с тем астрономы имели с самого начала весьма скептическое мнение о по

леаности разложений 3ундмана. Что касается конца § 432а, то см. вычисло
ния д. Белорицкого (ВиН. Astr. (2) 6 (1930),417-434). 

r л А В А VI 

§§ 441-!И3. Вторая эйлерова теория Луны, опирающаяся на применение 
вращающейся системы координат и на схему, vкааанную в § 441, была опуб
ликована в 1772 г. в монографии «Theoria шоtum lunae ... ». Якоби, KOTOPblii 

вновь пришел к этой схеме в 1836 г. ('Verke 4, 37-38), по-видимому, при 
знавал ее целесообравность также для теории малых планет, и Уlшаал на 
интеграл (74)' Что касается дальнейших ссылок, то см., наПРIlмер, статью 
Ньюкома, посвященную теории Луны (АШ del IV Congr. Int. !\1at. И08, 1, 
135-143). 

§ 443а. См. G. Н. D <а г w i n «1897), P.apers 4,4). 

§ 444. См. комментарий к § 203. 

§ 444а. Это замечание имеется в статье 3амтера (Н. S а JII t е г, Astr. i\ac)lr. 
217 (1922). 129-152), хотя он не упоминает, что схема двух неподвижных 
центров (Эйлер) здесь фактически уточцена благодаря ВКЛlO'lОншо центро
бежных членов и что в этом отношении случай двух равных масс являеТСfl 
ИСIшючительным. 

§ 4115. Доказательство отсутствия новых интегралов того типа, который был 
ую\зан во второй половине § 320а, дано впервые Г1уанкаре в случае ограни
ченной задачи (Acta Math. 13 (1890), 259-26.5; см. !\fetll. Nou\'. 1 (1892), 
CllRp. V). Недавно Зигель (С. L. Siiegel, Trans. Атег. Math. Soc. 39 (1936), 
225-233) перенес на ограниченную задачу результаты Брунса об отсутствии 
новых алгебраических интегралов (см. § 320а). 

§§ 446-454. Преобразовапие, примененное в § 451, является IIменно тем, с 
помощью которого Эйлер проинтегрировал свою задачу Т\вух неподвижных 
J\eHTpOB (см. § 203). После опубликования фундаментальной статьи Бурр.:J 
(Aslr. Nachr. 135 (1894),233-240; 136 (1894), 161-174; см. также его статью 
р. Astr. r.;es. Vjs_ 33 (1898), 21-23 о вычислениях Дарвина), которая начи
налась с рассмотрения вопроса вычислительного характера, сформулирован
ного Тиле (1892) как тема на приз Датской академии, он же (Тиле) ПОБазал 
(Ast.r. Nachr. 138 (1896), 1-10), что подстановка Эйлера приводит также н 
регуляризаЦИII ограниченной задачи. ФактичеСJШ Тиле рассматривал (цит. 
соч.) TOJIbKO случай равных масс (см. § 452). Распространение его способа 
регуляризации на случай про ИЗ вольных масс (§ 451) Бы!Io выполнено Бур
ро (Astr. Се:'!. y'.15. -11 (1906), 261-266; см. L е v i - С i v i t а, Rend. Асс. Lincei 
(5) 24 (1915), 553-559). Однако Леви-Чивита несколько раньше, чем была 
опубликована ;>та статья Бурро, и не зная uб исследованиях, ВЫIIОJlнеlШЫХ 
ТII.1е в симметрическом случае, нашел (Verll. des III Int. Math. KOllgr. 190ci. 
(1905), 402-408; Acta Math. 30 (1904), 305-327) более простой (и ПрИIIЦП
пиально эквивалентный, хотя и локальный) способ реГУJlяризации. nIшсан
ный в §§ 447-451. Простое описаНllестолкновения пuсредством IШОрДИlIат 
ЛеВI1-ЧIlВlIта упоминается Биркгофом (Pisa Ann. (2) 4 (1935), 272-273). 
Регулнризация, указанная в § 453, была введена fjиркгофuм с целью облег
чить тополuгические ИССJIедования (Раlегшо Rend. 39 (1915), 276--:-288). Ч.то 
касается § 454, то см. Wintner, Math. Ztshr. 32 (1930),691-698. 
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Большинство исследований численного характера, упоминаемых в § 452, 
о семействах периодических (и асимптотических) решений ПРИllадлежат 
Е. Стремгрену и его сотрудникам. Список публикаций с :этими исследованин:
ми весьма обширен и его можно найти в етатье Стремгрена. Наиболее по)!
ная из зтих статей напечатана в ВнlI. Astr. (2) 9 (1933), 87-130, где дан 
иечерпывающий обзор выполненных исследований. См. также ниже НОМ
ментарий к § 519а. 

§§ 455-461. Подробный анализ раег,мотренной здесь важной проблемы в лп
тературе как будто отсутствует. Кан было указано Гамелем (С. Н а m е 1, 
Fortschr. d. Math. 45 (1914), 1175), заметка АрмеЛЛИIlИ (С. А r m е 11 i n i, 
Comptes Rendlls 158 (1914),253-255) ошибочна. См. также Т. Levi-C,ivi
t в, Апп. di Mat. (3) 9 (1903), 1-32. 

§§ 462-476. Некоторые из этих реаультатов можно рассматривать нак уточ
нение фактов, относящихся н ШIOской эадаче трех те.т! в предельном с.лучае 
ограниченной задачи. См., в частности, § 464 и §§ 469, 474-476, сопосташIЛЯ 
их с §§ 358-359 и §§ 380-382 соответственно (литературные ССЫЛНИ см. в 
§ 382). Поэтому представляется затруднительным дать точные ссылки на ли
тературу, насающуюся всех фактов, которые рассмотрены в §§ 462-467а, где 
изложение более простое и более полное, чем то, которое обычно встречает
ся; см. М. Н. МагНп, Аmег. Journ. of Math. 53 (1931),167-174, и Н. Рейн, 
там же, 58 (1936), 735-736. Таблица, помещенная в § 468, была вычислена 
Джени Роаенталь (Jonny Е. R о s е n t h а 1, Astr. Nachr. 224 (1931), 169-172. 
где надписи в двух последних столбцах можно, очевидно, поменять места
ми). Кривые нулевой скорости, составленные Хиллом в его предельно!Vl слу
чае (§§ 495-497), были распространены на случай ограниченной аадвчи 
(§§ 471-473) Болином (к. В О h 1 i п. Bihang Stockh. Akad. 13 (1887), М 1; 
Acta Math. 10 (1887), 1.15-118, где о Хилле не упоминается). Подробное ис
С.'lедопание этих нривых было выполнено ДJfЯ !J. = 1/11 Дж. Дарвином (1897, 
Papers. 4, 6-12). В то же время Кобб (С. К о Ь Ь, Bull. Astr. 18 (1901), 219-
221; 25 (1908), 411-415) применил эти результаты к случаю малых планет,· 
Iде отношение масс соответствует тому, ноторое имеется для Юпитера и 
Солнца. Решения линейных уравнений (19) были рассмотрены в случае ха
рактеристических показателей устойчивого типа Шарлье (С. У. y~. С h а г-
1 i е J:', Ofv. Stockh. Akad. 57 (1900), 1059-1082); см. исправления Н. МоисеlJ
ва, Revista Univ. San Marcos (Lima), 1937, М 421) в С.'lучае неустойчивого 
треугольного типа Е. Стремгрена (Astr. NaclH. 168 (1905), 10~-108). 
Е. Стремгрен изучал тан:же (Medd. Danske Acad. 10 (1930), ;r.,~ 11) вопрос о 
слиянии этих двух типов в последнем случае. Появление вековых членов в 
предельном случае (см. конец § 476) можно считать первым примером та
кого явления в линейной консервативной динамической системе, на что ука
зал Уинтнер (Math. Ztschr. 32 (1930),660-661). Что касается детального arM
лиза решений уравнений (19), то см. также М. М а r t i п, Astr. Nасlп. 224 
(1931), 161-170. 

§§ 477-477а. По причине исключительной просто ты случая, рассмотренного 
в § 477а, проблема, сфьрмулированная в § 477 и представляющаяся очен!. 
трудной, обычно оставалась вне внимания. Коротное, но достаточно специ
dJИческое исследование в § 477а (см. L. F е j е r, Crelle's Journ. 131 (1906), 
216-233), не связанное с общим критерием (§ 133), а также с классиче
сной теорией решений, стремящихся асимптотичеСI\И к положению равнове
сия (Пуанкаре, Ляпунов, Адамар) служит лит!. примером использоваНИ:l 
соображений Якоби (§ 332). 

§§ 478-488. Элементарные решения, ПРИВЕщенные в § 479, были получены 
Леви-Чивита (см. С. Р а v а n i n i, Апп. di Mat. (3) 13 (1906), 184-192). Во-
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прос, упоминаемый в § 483, восходит к «Началам» Ньютона, а спустя два 
столетия он привел Адамса к бесконечным опреде,;rит~лям (см. § 524 ни
же). Изложение в §§ 480-482 следует из Леви-Чивита (Апп. Ес. Norm. Sup. 
(3).}8 (1911), 325-376), которым был получен (там же) результат, указан
ныи в § 487, но в менее четкой форме путем доказательства того, что оста· 
точный член линейного приближения для узла ограничен. Почти периодич· 
нос.ть этого остаточного члена (§§ 485-487) БыJIa замечена "Уинтнером (Anll. 
di Mat. (4), 10 (1932),277-282; см. Атех. Journ. of Math. 62 (1940),49-60). 
Исследования Леви-Чивита были распространены на общую задачу трех 
1ел в статье Тревизани (жены Леви-Чивита) (Libera Т r е v i s а n i, Atti 1st. 
Veneto 712 (1912), 1089-1137). См. также Етmа Т r а рап i, Rend. Асс. Na
роН· (3) 25 (1919), 48-69). Результаты относительно существования средне
го движения и почти периодичности остаточного члена в общей теореме 
(§ 484) были сформулированы в виде предположения "Уинтнером, а впослед
СТВИИ доказаны Бором (Medd. Danske Лkаd. 10 (1930), .N~ 10; Соmm. Matll. 
Helv. 4 (1931), 51-64, где доказано постоянство спектра частот). Изящное 
за~leчание в § 488 принадлежит Леви-Чивита, цит. СОЧ., 352-3,53; см. также 
Acad. Polyt. Ann. do Porto 12 (1912), 193-206. 

§§ 489-502. Фундаментальная работа Хилла (\Vorks 1, 284-33~), где рас· 
сматривается случай (4), появилась в 1878 г. Кривые нулевои скорости 
(§§ 495-497) были введены Хиллом (цит. соч.) С целью доказать, что рас
стояние между Землей и Луной должно оставаться во все времена ограни-· 
ченным, если движение определяется согласно (11) и (4). Характеристиче
ские пока за тели для либрационных решений (§ 494) были рассмотрены 
Пуанкаре (Meth. Nouv. 1 (1892), 159-161). Метод регуляризации, предло
женный ЛеВJl-Чивита (1904; см. §§ 447-450), был применен к предельному 
случаю Хилла (§ 498) Биркгофом (Palermo Rend. 39 (1915), 314-315). Ре
зультат, приведенный в § 501а, был доказан Пуанкаре (Acta Math. 13 (1890), 
74-79; см. К. В о hl i п, там же, 10 (1887), 115-117) с помощью более кос
венных. соображений. В частности, хотя ИЗЛOi.кеннос остается справедливым. 
если (4) заменить на (2), но все рушится в случае общей задачи трех тел 
(см. В о hl i n, ци·r. соч., 118-121; Р о i n с а r е, Мбth. Nouv. 3 (1899), 165-
174). Можно полагать, что зта ситуация связана с вопросами транзитивно
сти. Результат, полученный в § 500 с помощью способа регуляризации Ле
Dи-Чивита, впервые был доказан Биркгофом (цит. СОЧ., 284-285) для (2) 
вместо (4) с помощью его собственного метода регуляризации (§ 453); ему 
удалось при зтом определить (цит. соч.) топологическую структуру изо
энергетического фазового пространства также в оставшихся трех из четырех 
общих типов, описаНIIЫХ в § 472. Применимость эргодической теоремы, под
черкнутая в § 501а (см. W i n t n е r, Math. Ztshr. 36 (1933), 637), обусловле
на тем фактом, что встречающиеся асимптотические распределеНИII 
(§§ 123-124) не подвергаются изменениям при преобразованиях изоанерге
тического фазового пространства и времени, аналогичных тем, которые бы
ли рассмотрены в примечании к § 49. 

Интересно, что в то время, как Пуанкаре сразу признал фундаменталь
ное значение исследований Хилла, другой ведущий авторитет в области ма
тематической астрономии в ту эпоху, Брунс, который реферировал работу 
Хилла в Furtschr. d. Matll. (10 (1878), 782), не обратил на нее серьезного 
внимания. 

§§ 503--515. В статьях, упомянутых среди ссылок к §§ 305-307, применя
!отсл три различных, хотя принципиаЛI>НО ш\ВпваЛСIlТIIЫХ, аналитичеСКlIХ 

~leToAa для доказательства существоваНИJI пеРИО~lIqеских решений просто
го типа в случае общей динаы1ческойй системы: и) метод аналитического 
продолжUlШЯ, опирающийся на теорему Коши о локальном существовании 
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(Пуанкаре); (ii) метод последоватеJIЬНЫХ приближений для интегральных 
уравнений с исполыюванием функции Грина (Лихтенштейн); (Ш) MeTOlI 
сравнения коэффициентов рядов Фурье, IШТОРЫЙ связан с теоремами суще
ствования решения бесконечных систем нелинейпых уравнений, определя
ющих неявные функции. Этот третий метод и является методом Хилла (цит. 
соч.), рассмотренным в §§ 505-50Б, хотя сам Хилл и подчеркивает (см. цит. 
СО'!., с,тр. 287, абзац: «Н сожалею, что ввиду трудности вопроса ... ничто в 
г.очинеНlIЯХ Коши не поможет нам, по-видимому, выяснить условия сходп
МОСТЮ»), что он не смог дать необходимое доказательство существованин 
(сходимости). Такое доказательство СХОДИМОСТИ (§§ 507-515) было дано 
ВПОСJШДСТВИИ Уинтнером (Math. Ztschr. 24 (1935), 259-265). Следует упомя
нуть, что в соответствии с весьма элементарными соображениями Биркгофа 
(цит. соч., 316-317) вопрос о существовании периодическпх решений в слу
чае обратного движения (т < О) является гораздо бшше легким, чем в слу
чае Хилла (т > О). Наеколько можно судить по нороткому реферату н 
Fortschr. d. Math. 26 (1895), 1103, доказательство сходимости тригопометри 
ческих рядов Хилла было дано ляпуновым (опубликовано в русском жур· 
нале в 1895 г.). 

§ 51Б. Что касается подробностей полной инцукции в отношении т-множи
телей для aj/ao, то см. Н. Poincal'e, Ler;ons de мес. СЫ. 22 (1909),35-36. 
Критерий Гольдера (О. Н о 1 d е r, Siichs. Sitzber, 6з (1911), 388-393) может 
быть доказан тем шо путем, что и его аналогия (или, скорее, обобщенио) 
для случал преобразований Фурье - Стилтьсса, Д,IЯ которого ::ITOT критерий 
был применен- совсем подавно при доказате.lьстве mаДКОСТll НeIЮТОРЫХ рас
пределений. 

§ 517. НеСll10ТРЯ на почти круговой харюпер орБIlТЫ, анализ этого главного 
неравенства в движении Луны (называемого в JlУННОЙ теории (<вариацией» 
и рассмотренного еще n «Началах» lIьютона) Яllлялея до работы Хилла од
ним из главных препятствий для удовлеТDорительного аналитического опи
сания движения Луны. 

§ 518. См. W i n t n е г, Math. Ztschr. 30 (1929), 211-227. Связь (шйлеровых 
преобразований» (§ 518а) с более ранними теориями двищенил Луны рас
ематривалась Хиллом, цит. соч., 315-31G, 

§ 519. Сначала Хилл (цит. соч., 326) сделаJ! любопытное не корректное ут
верждение о продолжении своих орбит с точками возврата (цит. СОЧ., 328-
335). Впоследствии он упоминает в СоП. \Vorks (ЦИТ. СО'!., 326), что пра
вильное утверждение было сообщено ему Адамсом (по-видимому, не опуu 
ликовано) до Пуанкаре (Meth. Nouv. (1892), 105-109). Траектория, в кото
рой небольшая петля, 'рошдающаяся из ТОЧКИ возврата, становится значи
тельной, была вычислена в 1892 г. Кельвином (f,ord К е 1 v i п, Papers 4, 520). 
См. также К. М а t u k u т а, Proc. Imp. Acad. Jap. 6 (1930), 6-8; 9 (1933), 
364-366 (и 8 (1932), 147-150, где были рассмотрены траектории с обраТIIЫМ 
движением) . 

§ 519а. Что касается подробного ана.тrиза эмпирических ПРИНЦIIПОВ Стрем
грена, то см. \Vin tner, Die Naturwiss. 19 (1931),1008-1017; Ви!!. Astr. (2) 
9 (1936), 251-253. Тот путь, которым Стремгрен пришел к этому принципу 
анализируется ИI\I самим, например, в статье HHll. Ast.r. (2) 9 (1933), 87-
130, где даны подробные ссылки на численные IfсслсдоваlПНI, провр;,еННhIL' 
на КопенгаГСНСlюii обсерватории. Математическое ДOlшзательство ('праве;\-
ливости эмпирического llринципа Стремгрена было дано УинтнерОIl1 (Math. 
Ztschr. 34 (1931), 321-349). Что касается краткого изложения фактичеСЮI 



ИСТОРИЧЕСRИЕ RОММЕН'I'АРИИ И БИБЛИОГРАФИЧЕСRИЕ ССЫЛИИ 519 

того же доказателr..ства, то см. G·. D. В i r k h о f, Pisa Апп. (2) 5 (1936), 39-
42. Справедливость ПРИRципа исчезновения можно вьшести явно для интег
рируемых случаев (см. Р. S t ii с k е 1, Math. Аппаlеl1 42 (1893), 537-563); 
11 то же время некоторые утверждения, содержащиеся в общей формулиров
ке Стремгрсна, встречались в литературе и раньше при анализе ряда не
I1нтегрируемых случаев (см., в частности, В i r k h о f f, Trans. Аl11СГ. MaLh. 
Soc. 18 (НН1), 257-2.58, где пмеются ссылки на работы Пуанкаре). 

~ 520. В принципе. хот!! и не в деталях, все эти резулыаты восходят к Хи.тI
лу(1877, Works 1, 244-2.51); см. Н. Р о i n с а r е, ВиВ. Astr. 17 (1900), 87-
101; А. \У i n t n е г, Атег. Joнrn. of Math. 53 (1931),611-616. 

§§ 521-522. А. \У i 11 t n е г, Атег. Jоuгп. о! Math. 59 (1937), 795-802. 

§§ 523-521. с;.. \У. Н i 11, цит. соч., 252-270; J. С. А d а m s, Papers 1, 181-
188 (1877); 2, 85-103 (посмертно). Математическое обоснование MeToi\a 
Ai\aMCa - Хилла беСI\онечных опреД!'ЛlIтелей принадлежит Пуанкаре (Ви]]. 
Soc. Math. де France 14 (1886), 77-90; Meth. Nouv. 2 (1893), 260-267, где 
используется теория Адамара целых ФУНI\ЦИЙ, и Bull. Лstг. 17 (1900). 134-
143, где дано, пожалуй, слишком сжатое ИЗJlOжение; см. также Lecons de 
мес. ce! .. ~ (1909), 44-57). Что касается да.ТIьнеЙших CCЪJ.1ТOK, 'Го см. 
Н. Burkhardt, 11Id. Math. Congr. Chicago (1893), Pape.rs, 189fj, с'Гр. 13-34. 

§ 525. Трудности, появляющиеся при последовательном ПРИ1l!енеНI!I1 MeTUil<l 
бес!юнечно бо.ТIЬШОГО числа переменных, едва ли ОТ.ТIичаются от проблемы 
(<малых делителей» в классической небесной механике; см.. \У i n t Jl е г, 
Math. Annalen 96 (1926), 303, и Math. Ztschr. 30 (1929), 214-215. Как было 
недавно ПОRазано (Wintner, Pros. Nat. Acad. "'asll. 26 (194О), 127), эти 
классические трудности теории ВОЗ~lущений кю, будто совпадают с совре
менной проблемой иррациональных чисел вращения (см., в частности, В i г
k h о f f, Апп. Inst. Роiпсагб 2 (1932), 369-386; ВиН. Аl11ег. M,aHl. S(]c. 38 
(1932), 374-375). Из ис.следованиЙ Биркгофа с очеВJIДНОСТЫО ВЫТeIшет, что 
эта проблема связана фактичес.ки с проблемой интегрируе~lOс.ти (см. соот
ветственно подтверждение, полученное в цекоторых иптегрируемых случаях 

Хорном (J. Н о r п, Crelle's Journ. 126 (1903), 194-232), который также AaJ! 
(там же, 131 (И06), 224-245) чеТI\УЮ схему формальных вычисленпй в со
ответствующем неинтегрируемом случае, приче~1 в обеих случаях paec~Нl
тривалась окрестность раВНОАесного решения). г,олее рюшяп .;штсратура n 
формальных тригонометрических разложениях УI\азана на стр. 61-70 n биli
лиографическом с.ПИСIШ Марколонго. Сонременный анаЛlf3 этих формальных 
разложений принадлежит БИРI\ГОфУ (Атег. Journ. of Matll. 49 (1927), 1-З8 
!f Dynamica! Systems (1927), Cllap. IV; см. также Dynamica! Systems, смр. 
III и Асм. MatlI. 43 (1920),1-79). 

§§ 526-529. Сведение § 526 1\ § 529 с помощью теории почти периодических 
функций принадлежит УIIнтнеру (lIfath. Z(,se!ll·. 31 (1929), 434-440). Резуль
таты, которые упоминаются в примечаниях к § 529, содержатся в статьях 
Н. В !'ll n S, Astr. Nacllr. 109 (1884), 21.5-222 [о рядах БОРСJlЯ (1894) и кате
!ориях Бэра (1899) см., например, Н. Па h n, Theorje del' гееl1еп Funktionen 
(1921), 313-317 и 75-82, 99-109, о вариантах аргумента Бэра до Брунса 
см. Н. Hankel (1870),.м 153 (1905) в Ostvald's Кlass, стр. 95-98] It 

1[. G у 1 d е п, Comptes Rendus 106 (1888), 1584-1587; Шv. Stockh. Akad. 45 
(1888), 77-87, 349-358. В связи с этими примечаниями интересно ;ШМСТИТL., 
,,то ввиду исследований Броде на (см. Шv. St.ockh. Лkаd. 57 (1900), 239-266 
II его статью, цискутировавшуюся Ханом, цит. СОЧ., 311-313) знаменитыij 
принцип (шли О или 1» меры вероятности в теории фУНI\ЦИЙ действитель-
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ного переменного (см., например, Р. Н а r t т ,а n n, Н. К е r s h n е r, Amel'. 
Journ. of Math. 59 (1937), 809-822) также содержит в себе, как исходный 
пункт, рассуждения Гюльдена, так что даже теория меры пространства для 
бесконечного произведения может считаться имеющей астрономическое щю
исхождение. Что касается дальнейших ссылок на литературу, касающуюсн 
малых делителей, то см. А. W i n t n е r, цит. соч. 

Краткое математическое введение в формальные основы cOBpeMeHHoii 
теории движения Луны, см. Н. Р о ~ n с а r е, ВиН. Astr. 17 (1900), 167-2~'!, 
где преобладает, однако, чисто аналитИчеСliaЯ точка зрения. Астрономиче
ской точке зрения уделено большее внимание в лекциях Адамса (Papers 2, 
1-84) и в работе Дарвина (G. Н. D а r w i п, Рарегв 5, 16-58), которые F 

силу их краткости и ясности могут быть рекомендованы в качестве введе
ния в практические задачи теории движения. Известными учебниками, гд!' 
излагается эта теорил, являются Т i s s е га n d, Mecanique СЕПеstе, 3 (1894). 
Е. W. В r о w п, Tre-atise (1896) и (менее астрономические по содержанию) 
«Лекцию) Пуанкаре, 22 (1909). 
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- инволюционные 32 
- Лиувиллл 110, 170 
- примитивные 121 
Смещение решения 83, 85, 94, 210,214 
- - изознергетическое 212, 213 
Спутниковые системы 462 
Среднее движение 459, 461, 492, 493 
Столкновения 4.37 

неIlРОДОJlщаемые 416 
одновременные 308, 310, 324, 341, 
346, 405, 417 
парные 241, 242, 277, 325, 327, 329, 
331, 403, 405, 408, 417, 419 
продолщаемые 416 

Тауберовы условия 311, 341 
Теорема Брунса 120 
- «возвращению) Пуаннаре 114 
- Ламберта 223, 224 
- I\роненера 174, 175 
Теория Луны 464, 487 
Тор 110, 116, 119, 190, 200 
Точки возврата 147, 150, 153, 163, 214, 

217, 220 
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Точки либрации 1,47, 465 
- ТН!IJ!lUВ!'Сl1Я 122, 124, 125, 149, 1!l3 
Транзитивноетт, метричсс.Тiал 115 
--- реПIOН:J.льная 119 
TpeTllii :ШI\ОН Кеплрра 247, 4Ji3 
ТРИЛИ!l!'йная форма 29 

Углы Эйлера 75, 392, 456, 458 
Угол Ламберта 244 
Узсл 198 
~'I!иформизация 240, 242 
- с.ТUЛIШUIJСIШЙ 411 
Уравненис Галлея 243 
- Кеплера 239, 258, 264 
- центра 239, 253 
- Якоби 100 
Уравнения в вариациях 83, 216 
.,-- Лагранжа 154 
Устойчивость 121, 374 
-, ус..повия 123, 124 

Функциональные группы 31, 32 
Фующил Гамильтона 24, 27-29, 34, 

53, 54, 104, 154, 171, 195 

Функция Гесса 137 
Лаграюка 24, 27, 54, 137, 148, 151, 
1:;4, 15!) 
мсроморфная 264 

- остаточная 35, 36, 37 
- раснределения 112 
-- - асимптотичесюlЯ 112, 113 

Характеристические ПОlшзатели 130, 
131 

Центр масс 284, 287 
- -, ИСI'Лючение движсния 375 
- сил 397, 398 
Цепочка барицентрическая 379, 380 

Энергия кинетичеСliая 138, 11:1, 147, 
379 

- относительная 427 
- потенциальная 138 
- сидерическая 274, 278 
- синодическая 270 
Эргодическая Teope~la 112-114 

Якобнан 14, 18, 23, 26 
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