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ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Первый том «Небесной механики. К. Шарлье издан в 1902 r., 
второй - в 1907 r. Более полувека это издание являлось настоль
ной книrой специалистов по небесной механике и смежным дис

циплинам. Русский перевод публикуется впервые. В нем про

изведены некоторые сокращения и два тома объединены в один. 

Книrа К. Шарлье содержит все основные сведения по небесной 

механике, изложенные сжато и ясно, а также включает ряд задач 

и проблем, которые мало или совсем не освещаются в друrих 

изданиях TaKoro рода. Это и послужило основанием для издания 
перевода. 

Общие особенности книrи: систематическое использование ка
нонических уравнений, выбор неизменяемой плоскости в каче

стве основной плоскости координат, что наилучшим образом 

соответствует задачам о движениях в солнечной системе. Автор 

начинает изложение небесной механики с задачи двух непо

движных центров, в отличие от друrиx курсов, содержащих в пер

вых rлав8Х задачу двух тел. Шарлье впервые дал систематиче

ское подробное изложение задачи двух центров. Это весьма 
существенно сейчас, KorAa из работ Е. п. Аксенова, Е. А. Гре
беникова и В. Г. Дёмина выяснилось, что задача двух непо

движных центров связана с решением проблемы движения ис

кусственных спутников Земли. Изложение задачи двух тел 
(rлава IV) дополнено исследованием прямолинейноrо движения, 
использованным в теоретических вопросах. Исследовано дви

жение под влиянием отталкивательной силы. После обычных 

сведений о задаче трех тел (в rлавах VI и VH) дается теория воз
мущений. Главу VHI редакция исключила, поскольку очень 

корошее изложение задач численноrо интеrрирования можно найти 
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в русских пособиях (М. Ф. С У б б о т и н, Курс небесной меха
вики, т. 2-й, и. С. Б е рез и н и Н. п. Ж и д к о в, Методы 

вычислений). В главе VIII (по новому счету) содержится теория 
периодических решений Пуанкаре. 

Большой интерес представляет содержащийся в главе Х метод 

Делоне для построения теории движения астероидов, и, особенно 

для случаев соизмеримости средних движений. Хорошо изложен 

в той же главе вопрос о построении решений в чисто тригономе

трическом виде. 

Из русского перевода исключен список астероидов, как уста

ревший и совершенно неполный; исключены также некоторые 

таблицы и отдельвые абзацы текста. В ряде случаев заменевы 

устаревшие обозначения, используемые автором. Кое-где уточ

нены библиографические ссылки, в отдельных случаях заменен

ные на русские издания. 

При подготовке перевода к печати существенную помощь 

оказали А. Л. Куницын И и. В. Серебрякова. 

В. М. ЩuгОАе8 



ИЗ ПРЕДИСЛОВИЯ АВТОРА 

Цель моей работы - дать возможно БО:Iее единообразное 

представление о современных взглядах на исследования по не

бесной мехаНИI<е, связанные с движением точечных масс. При 

этом я С1'ремился отметить астрономически важные результаты, 

одновременно заботясь о математической строгости и красоте 

решений. 

Я вполне сознаю несовершенство моей работы. Единственное 

извинение я могу искать только в том, что в переходный период, 

который переживает астрономия, особенно трудно отличать 

rJfaBHOe от второстепенного. Вероятно, в некоторых местах весьма 

сильно акцентироваJlась математическая сторона проблемы 

в ущерб астрономической, в других, по-видимому, наоборот, 

хотя я постоянно стремился выд~ржать раЗУl\lное равновесие 

между этими двумя основными подходами. 

Чтобы при математических исследованиях соблюдать по

Стоянный контакт с астрономической пракТИRОЙ, я сопровождал 

изложеШfе важнейших проблем числовыми примерами, в основ

ном относящимися К планетной системе, которые могли быть под

ходящими для выяснения астрономического значения исследо

ваний ... 



ГЛАВА 1 

ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ИЗ МАТЕМАТИКИ 
И МЕХАНИRИ 

§ t. Теоремы из теории опредептелеi 

Определитель Л из n' элементов будет записываТЬСli в виде 

al1 а11 ••• аln 

л = ~1~2··· aln 

или, сокращенно, 

где 

Л = lai;! (i, j = 1,2, ... n). 

Теорема умножения определителей гласит: 

! afj ! Х ! bij I = ! Ci; 1, 

(1) 

Так как любой определитель является линейной функцией 
каждого из своих элементов, то д Л/даij всегда равняется коэффи
циенту при at; в со()Тветствующем разложении определителя. 

Имеем также всегда 

дА дА + + дА {О при i =1=,.. аil-д-+ ai! д-- . . . ain д = 
ajl а;1 ajn /!1 при i = 1. 

(2) 

дА + д/!1 + + дА {О при i=l=,., 
аl! д- а2. д- • . . аn. -д = 

а1; alj аn; /!1 при i =,.. 
Таким же способом получаем, что дlЛ/дatjдаkl является коэф

фициентом ПрJi at;akl в разложении определителя. Выражения 
для этих производвых С точностью до знака получаются вычер

киванием из определителя тех строк и столбцов, на пересечении 
которых находятся элементы, стоящие в знаменателе произ

водной. 
различвыe проивводвыe от определителя можно выравить 

целыми функциями от его проивводвых первого порядка. 
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Если элементы сопря>кенного определителя обозначить через 
Щ;, так что 

B!J. 
~; = BtLf; , 

то, принимая во внимание (2), по теореме об умно>Кевии опреде
лителей получим 

и, следова'l'ельно, 

I~;I = /1n-1. (3) 

Далее отсюда согласно (1) находим 

/1 B2!J. I Cltj rtiZ 1_ B!J. B!J. дА B!J. (4) 
Ba(jBakl rtk; ClkZ - Bai; • Bak/ - BaiZ • Bak; • 

Для производвых третьего порядка подобвым >Ке образом 
находим 

Из (4) следует: 

Cli; CliZ rtiq 
Clk; ClkZ rtkq 

Clp; ClpZ Clpq 

-/1 BI!J. 
BaiZBak; 

(5) 

или, так как последнее равенство является то>кдеством и его 

можно разделить на /1, 
BI!J. _ 

Bai;BakZ -
(6) 

Из (4) далее следует, что для /1 = О 

дА B!J. B!J. B!J. 
Bai; • BakZ = BaiZ' Baki • 

(7) 

Система ливейвых уравнений 

аllХl + аltЖа + ... + а1nХn = k1t 

ааlХl + ааsЖs + ... + alnXn = k.t (8) 

(9) 

есп /1 :/=0. 
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Если 6. = О, НО не все производные первого порядка от опре
делителя равны нулю, то решение систе:мы (8) будет: 

(1 = 1, 2, ... n), (10) 

где s может принимать произвольвые значения 1, 2, ... , n. 
Если правые части уравнений (8) все равны нулю, то из (10) 

получим изввствые формулы: 

%; {ев 

дl!i = дА 
да,; да" 

(j = 1, 2, •.. , n). (11) 

Если ~ = О, то, следовательно, уравнения (8) не будут неза
висимыми, и с помощью (10) или (Н) можпо выразить n - 1 из 
величин Х; '1ерез Х1 линейно. 

Пусть не только 6., но такз<е и все миноры первого ПОрЯДI,а 
равны нулю, И, пусть, например, 

тогда имеем следу ющие выражения для :ц 

д2А д'А д2А n " k ааА 
даllда22 3:; = даида22 Хl + даJ,lдаlj 3:, + ~ r даuд~даrj. 

r=1 

§ 2. фymщиоиuыlыe опредептеJIВ 

(12) 

Если Уl' Уа • ••. , Уn обозначают n функций от n перемеllвых 
Хl' Х2, ••• , Xn, то функциональным определителем или якобиа
ном иазывают следующее выражение: 

J = I ::; 1. (1 , 

Якобиан часто обозначают также следующим образом: 

J _ д (Уl, Уа ••• ", fln> 
д (%1' % •• " •• , %n) • 

(2) 

Если Уl' У" ••• , Уn являются частными проиаводными от веко
торой функции f, т. е. 

д! 
У' = д:/:i ' 
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то функциональный определитель называют гессианом, 
выражение, таким образом, БУД81' 

I all I Н- -- aZiaZj 
(i, f = 1, 2, ... , n). 

и его 

(3) 

Любой яиобиан можно представить в виде отношения двух опре
делителей. 

Именио, если djX1, djX., ••• , djXn обозначает какую-либо 
оистему бесконечно малых приращевий Х1о Х.' • • • , :сп, то соот
ветствующие приращения Уl' У., ..• , Уn даются СJlедующими 
формулами: 

а,Уl = дду1 djX1 + дуд 1 djx, + ... + адУ1 арn, 
Z1 xt ZN 

djy, = дуд I djxt + дд~1 ар. + ... + ддуа djxn, 
:1:1"'. :l:n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

d дУnа +дУnа + +дУ"'а jYn = aZ1 ;Х1 axt ps • • . a:l:
n 

;Хn. 

Но теперь по теореме умножения определителей имеем 

I :~~ I х Id.x;1 = Ict;l, 
где 

и, следовательно, 

J = I ду( I = I d;Yi I 
aZj I dizj I (i, 1 = 1, 2, •.. , n). (4) 

Из этой теоремы можно вывести различвыe важныe свойства 
якобиаиов, в частности, отсюда непосредственно следует, что 

I ~ I = I ду. I х I див 1 az; див az; (5) 

и 

I az( I I aU'I·_ д х д -1. ". Z. (6) 

в построениой Якоби теории содержится важнейшая теорема, 
касающаяся функциональных определителей: 

Якобиан для взаимно зависимых функций равен нулю и, 
обратно, функции, якобиан которых уничтожается, не ЯВJIяются 
независииым •. 
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Первая часть этой теоремы была доказана Якоби следующим 
образом. 

Нужно доказать, что якобпан вааимно зависимых функций 
обращается в нуль. Пусть 1o, 11' ... , In не являются незави
СПМЫМИj тогда они связаны между собой уравнением 

п (/0' 11' ... , In) = о, (1) 

которое обращается в тождество, если вместо 1o, 11' ... , In 
подставить их выражения через переменные Хо, Х1 , ••• , Хn• 

Продифференцировав предыдущее уравнение по отдельным пере
менным, получим следующую систему уравнений: 

д/о дП a/l дП д/n дП О 
дхо • д/о + дхо • a/ l + ... + дхо . д/n = , 
д/о дП a/l дП д/n дП О 
aXl • д/о + aXl • a/l + ... + aXl • д/n = , 

д/о дП a/ l дП д/n дП 
дхn • д/о + дхn • a/l + ... + дхn • д/n = о. 

Эти n + 1 уравнений можно рассматривать как систему линейиъп 
однородных уравнений относительно неизвестиых 

дП дП дП 

д/о ' a/l ' ••• , д/n • 

Для такой системы согласно (9) § 1 определитель обращается в 
нуль в том случае, если не все неизвестные одновременно равны 

нулю. Но все величиНЫ дП/дlо и т. д. не могут одновременно 
равняться нулю, потому что это означацо бы, что П не зависит 
от всех 1o, 11' ... , In. Всякий раз, как функции 1o, 11' ... , In 
оказываются взаимно зависимыми, должно быть 

(Ё, j = о, 1, ... , n), 

что и следовало доказать. 

Несколько длиннее доказательство Якоби второй части 
теоремы: функции, якобиан которых равен нулю, взаимно зави
сим ы. Вместе с тем оно просто и наглядно, и мы при ведем его 
доеловно. 

Обозначим через А о, А 1, •• , Аn выражения, которые в опре-
делителе 

J=I~I дх; 
(i, j = о, 1, ... , n) 
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являются алгебраическими дополнениями элементов 

ra/o д/о д/о 
джо ' дЖl , ••• , джn • 

Тогда согласно (2) § 1 имеют место тождества 

д/о А + д/о А д/о А J -д о -д- l+"'+-a n=, жо жl ЖN 
(8) 

д/1 А + д/1 А д/~ А О ' 

.-:-.:-~ 0'0 о ~:: о 'о ~ : о .. :0 :: о "о ~ о' о f 
-д Ао + -д А1 + ... + -д Аn = О. J 
ЖО жl ЖN 

(9) 

Предположим, что функции взаимно независимы. Тогда n из 
переменных Хо, Х1 , •• о , ХN, например, хн Х2 , о о о , Xn, можно 
выразить через ХО. и 11' 12' о о о , /n. Подставим ЭТИ выражения 
для Хl, Х2, • о., ХN В функцию 10; тогда 10 будет функцией пе
ременных Хо , 11' о .. ,Ino Заключим в скобки частные производ
ные по этим переменным. Тогда будем иметь 

~/o == (!k). ~/1 + о:. + (д/о) . д/n + ( д/о) 
i:lжо д/1 д:ео д/n д:ео az.o ' 

и далее, если i будет обозначать какой-либо из индексов 
1, 2, ... , n, 

д/о = ( д/о) о д/1 + + ( д/о \. д/n 
дЖi дЛ дЖi •• о • д/n J дЖi о 

Если подставить эти выражения в (8), то обнаружим, что выра
жения, которые умножаются на 

( д/о) (д/о) ( д/о) 
дЛ' д/а ,о о о, д/n ' 

в силу (9) тождественно равны нулю. Следовательно, получаем 
замечательную формулу: 

J=(:~).Ao (10) 

Если определитель в левой части равенства уничтожается, то 

либо (д/о) либо определитель 
джо ' 

А = I!!!-\ GXj 
(i, j = 1, 2, о о ., n) (11) 

обратится в нуль. 
Пусть утверждецие справедливо для n функций, т. ео что 

n функций взаимно зависимы, если их якобиан обращается 
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в нуль. ТaRИМ образом, если бы предыдущий якобиан А об
ратился в нуль, то фуНlЩии /1' /2' ... ,/n от х1 , х2 , ••• , хn не 
были бы взаимно независимы, а это противоречит предполо
жению, которое мы сделали. Следовательно, должен обращаться 
в нуль другой сомножитель (д/о/дхо) , а отсюда следует, что /0 
можно будет выразить только через ft, /2' ... , /n. Поэтому 
функции /0' /1' .... /n взаимно зависимы, что и требовалось до
казать. 

После этого мы должны доказать это утверждение для n + 1 
фУНКЦllИ. Коль скоро оно доказано для двух функций, то оно 
справедливо и для n функций, а значит, оно справедливо и вооб
ще. Это делается следующим образом. 

Пусть /() и /1 - функции от хо и хн якобиан ноторых равен 
нулю, т. е. тождественно выполняется 

д/о • д/1 _ д/о • д/1 _ О 
дхо дХ1 дХ1 дхо - • 

Далее, /1 либо постоянная, либо содержит по крайней мере одну 
из переменных, например, х1 , и тогда можно выразить Х1 через 
хо и /1' Если подставить это выражение в/о, то будет 

~ = (!.&) + (!А) . ~ 
дхо дхо д/1 дхо ' 

д/о _ ( д/о) д/1 
дХ1 - д/1 • дХ1 ' 

следовательно, 

д/о • д/1 _ д/о • д/1 = ( д/о). д/1 _ О 
дхо дХ1 дХ1 дхо д:ro дХ1 - • 

Второй множитель д/1/дхо не обращается в нуль, таи как мы пред
положили, что /1 должно содержать именно х1 , стало быть, 
(д/о/дхо) = О, или функция /0' выраженная через хо и /1' не 
fiудет содержать хо , а является только функцией от /1' Этим до
к а::lано: как только выполняется тождество 

д/о • д/1 _ д/о • д/1 = О 
дхо дХ1 дХ1 дхо ' 

то либо /1 постоянно, либо /0 является функцией /1 и, следова
тельно, функции /0 и /1 не являются независимыми, что и нужно 
было доказать. Таково доказательство Якоби этой важной теоре
мы. Указанная выше теорема может быть выражена следующим 
образом: 

1. Функции, якобиан которых не обращается в нуль, взаимно 
независимы. 

2. Якобиан от взаимно независимых функций не равен нулю. 
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Если n уравнений, ноторые связывают друг с ДРУГОМ величины 
Уl' У", •.• , Уn И Х1, Х", ••. , XN, имеют неявную форму, Т. е. 

(i = 1, 2, ... , n), 

ТО можно составлять фунRциональный определитель 

I 
ду", I 
д~; 

(i, j = 1, 2, ... , n). 

Имеем 

дl", = ( дf", ) + дfi . дУl + + д/i • дУ'1 _ О 
дZj дZj I дуl дZj • • • дуn дZj - , 

следовательно, 

_ (. дft ) = дft ду! + дf, дуа + + дft дуn 
д~; дуl дZj ду2 дZj • • • дуn' дZj , 

и, таким образом, 

! :; 1 х I ::; !=(_1)n/( :~;)I 
или 

(12) 

§ 3. Кратные решеВВJI системы уравнений 

Из исследования иратных решений следующей системы урав
нений вытиаетT одно из важнейших приложений теории ФУНRЦИО
нальных определителей. 

Пусть 

ерl (Ун У", •.. , Уn, х) = о, J 
ер" (Уl' У" ••• , Уn, х) = О, . . . . . . . . . .. . . . 
ерn(Уl, У", ••• , Уn, х) = О 

(1) 

- система n coBMecTных уравнений, в RОТОрЬП:, кроме величин 
Уl' У", ••• , Уn, содержится ТaRже параметр Х. 

Предположим теперь, что значению х = хо соответствует 

система значений Y~. Y~, ... , У: и мы хотим теперь определить 
те значения Ун У,. • •• , Уn, которые соответствуют значению х 
в окрестности х = Хо' 
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ДЛЯ этой цели положим 

% = %0 + 6, У. = уУ + 1')i, 

И уравнения (1) аапишутся следующим образом: 

(J't (y~ + 1')1' y~ + 1')" ••• , y~ + 1')n, %0 + 6) = О, 
где i = 1,2, •.• , n. 

Разложим теперь левые части этих уравнений по формуле 
Тейлора и примем: во ввимание, что, по предположению. 

" (y~, y~, •.. , y~, %0) = О; 
тогда для определения 1')1' 1')" ••• , 1')n пvлучаем уравнения: 

дЧ'l дЧ'l дCI'l дЧ'1 О 
дy~ 1')1 + ду. 1'), + ... + двn 1')n + дж 6 + R 1 = , 

ддЧ'а 1')1 + ~I 1'), + ... + ~. 1')n + дЧ'sд 6 + R, = О, 
Уl v:t8 Vlfn Ж (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 

где череа R 1, R" ... , Rn обозначены члены второго 
порядков вразложениях. 

и высших 

Обозначии, дмее, якобиан от ер череа ~: 

д (Ч'l, Ч'а, ••• , Ч'n) I дЧ', I 
~ д (YI, Уа, •• "' Уn) = ду; (i, f = 1, 2, ••. , n). (3) 

и положии 

(4) 

так что 

~=Iaiil; 

тогда решение (2) будет аависеть от аначения функционального 
опреДeJIитеJIЯ. 

Пусть, во-первых, 

~ =1= О; 
тогда согласно (9) § 1 получаем 

А !: [ дЧ'1 al1 дЧ'в дl1 + дЧ'n дl1] + 
- u1')« = ... дж· да + дж • liii'""" ••• + дж • да l' " ni 

дl1 дl1 al1 
+R1д-+R'д-+ ... +Rn-д-. (5) 

а1, ali аn, 

2 ко IПaрnъе 
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Члены, которые умножаются на Ri, будут по крайней мере второго 
порядка относительно ~ и 1]i, И так как /!,. =1= о, то можно ~ вы
брать столь малыи' что члены в последней строке станут сколь 
угодно малыии по сравнению с первыии членами. Отсюда следует, 
что В 8ТОМ случае достаточно малыи значениям ~ будет соответ
ствовать единственная система значений величин 1];. 

Если /!,. 4= о, то решение будет единственным. Если же /!,. = О, 
во миноры первого порядка определителя /!,. не все равны нулю, 
то уравнение (5) запишется в виде 

A~ + R 1 дМ + R'I. ддl1 + ... + Rn дМ = О, (6) 
а1; a'J,i ап; 

где 

с другой стороны, согласно (10) § 1 имеем 

дl1 . _ дl1 _ ~ (!: дер,. R) д2l1 
да 1], - да . 1]8 ~... дж + ,. да да . ' 

8. 83 ,.=1 88 ,., 
(7) 

где j = 1, 2, ... , n, а s может принимать произвольные значе 
ния (1, 2, •.. , n). 

С помощью 8ТОЙ формулы все 1]; можно выразить через одну 
величину, например, 1]1" Далее, в (6) удержим только члены наи
меньшего порядка; тогда 8ТО уравнение примет вид 

(8) 

где вторыи членом можно пренебречь, если А =1= О. Таким 
образом, в 8ТОМ случае имеем 

1]1=± V - ~~, 
и каждому значению ~ соответствуют два различвых значения 1]1' 
Следовательно, здесь имеется двойной корень. Если бы обра
щались в нуль также и все миноры первого порядка определи

теля /!,., то решение (2) можно было бы получить следующим обра
зом. Из (7) находим 

n (дер,. ) д2l1 
~ ~ -д + R,. д д . = О, ."-1 J: а88 а,.з 

1'=1 

(9) 

где s может принимать любые значения (1, 2, ... , n). 
Так как В этом случае согласно § 1 (n - 2) из величин 1]н 

'12' ••• , 1]п можно выразить через две произвольные из НИХ, 
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например, '1')1 и '1')2' то ИЗ (9) для s = 1 и s = 2 получаем два урав
нения в форме 

El'l')~ + EZ'l')\'I')2 + Ез'l'): + (E4'1')1 + Es'l')l) , + Ее,!! + Е?, = О, 
Fl'l')~ + F2'1')1'1')2 + Fз'l'): + (F4'1')1 + FS'l')2) , + Fe,2 + F7, = О, 

и если коэффициенты Е и F не обращаются в нул", то получаем, 
следовательно, четырехкратный корень уравнения (2). 

Итак, находим, что если якобиан при определенных значениях 
% и Yi обращается в нуль, то этим значениям всегда соответствуют 
кратные решения рассматриваемой системы уравнений. 

§ 4. Линейные преобрааовавия 

Если величины %1' %2' ••• , %n заменить новыми величинами 
Ун У", ••• , Уn, которые связаны с первыми линейными соотно
шениями, то имеет место линейное преобразование. Для таких 
преобразований в общем случае имеем: 

Х1 = Тl1Уl + Т12У2 + ... + ТlnУn'] 
%2 = Т2'Уl + Т22У2 + ... + Т2nУn, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . 
хn = ТnlУl + 't"n2Y2 + ... + ТnnYn. 

(1) 

Преобразование называется ортогональным, если 

n n 

~ х: = ~ У:. (2) 
i=l i=l 

Подставим уравнения (1) в (2); тогда для ортогонального пре
образования получим следующие соотношения между коэффи
циентами: 

~ {О дЛЯ J.L,,!='V, 
~ Ti",TiV = 
i=l 1 для J.L = 'У, 

(3) 

которые могут быть записаны также в следующей форме: 

~ {О дЛЯ J.L =F 'У, 
~ T",iTvi = 
i=l 1 для J.L = 'У. 

Число этих соотношений между коэффициентами ортогонального 

преобразоваиия будет равно n(n;-1), а так как общее количество 
коэффициентов равно n2 , то, следовательно, число независимых 



20 ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ИЗ МАТЕМАТИRИ И МЕХАНИRИ [гл. 1 

коэффициентов будет 

n (n -1) 
2 

ТIШИ){ образом, для n = 3 имеем три независимыx коэффициента 
(эйлеровы углы). :Можно ПОI{азать, что в общем случае n2 коэ~ 

n(n-1) 
фициентов }lOiБНО выразить рационально через --2- неопре-

деленных величин. 

При помощи соотношения (3) согласно теореме об умножении 
опредеЛИТe:Iей получаем 

1).2 = 1. 

Наиболее известIIыM ортогональным преобразоваиием является 
такое преобразование, в котором изменение координат получа
ется при вращении прямоугольной системы координат. 

Особый интерес представляют преобразования многочленов 
второго и более ПЫСОIШХ поряднов при помощи ортогональных 
подстаНОВОIi. 

Целые однородные функции называются формами. Эти формы 
будут квадратичпыми, l_убичсClШМИ и т. д., В зависимости от 
ПОIiазателя степени. Они будут называться бинарными, тернар
ными и т. д. формами, смотря по тому, будет ли число ВХОДЯЩИХ 
переменных равно двум, трем или больше. 

Квnдратичная форма 

(i, j = 1, 2, •.• , n), (4) 

где aij = aji, всегда может быть преобразована посредством 
ортогональноii подстановки к сумме только одних квадратов. 

Сделаем ту же подстаноВl{У (1) в (4) и определим ноэффициен
ты 1';j, таIi, чтобы 

~ aijrilJoriv = О для .... =1= 'у; (5) 

n(n-1) u т 
тогда для определения )'ij получим --2- соотношении. ак как 

подстаНОВliа ~О.Jжна быть ортогональной, то получим еще n(niЧ 
соотношении, и вместе с IlИМИ для определения ноэффициентов )'iJ 
будем иметь достаточное число уравнений. Это определение про
исходит следующим образом. Выражение (5) можно записать 
в видо 

rllJo [a l1rl" + al2r2v + ... + alnrnv] + 
+ '1'211- [а21'1'1у + a22r2v + ... + a2n'r'nv] + ... + 

+ rnlJo [an1rlv + an2r2v + ... + annrnv} = О. 
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С другой стороны, из (3) 

11 ... 11у + 1, ... 11'1 + ... + 1n ... 1nу = о. 
Полагая в обоих этих уравнениях J!. = 1, 2, ... , n, за ИСR.'1юче
нием .... = ", и сравнивая полученные системы уравнениIi, нахо
дим, что 

41111У + а1211У + ... + а1n1nу 
11у 

42111'1 + а2211У + ... + aln1ny 

1lу 

= ... = 4"111У -j. ant1ty -;- ••• + аnn 1nу 
1 nу 

Обозначим общее значение этих отношений через 8у , тогда придем 
к следующей системе уравнений: 

(ан -8у)11У + al,1tv + ... + аln1nу = О, ! 
а'111У + (а" - ВУ) 1:2у + ... + atn'l'nv = о, 

~n1~I: +·a~';I:~:. ~~. (a:<1:~;Y)·1~.:::'~. 
(6) 

Если еще добавить уравнение 

n 

~ r~J = 1, (1)0) 

1=1 

то коэффициенты ,\,lУ' ,\,2У' ••• S ,\,nу будут опреде:Iены. 
Далее, очевидно, что 

f = B1Y~ + B2Y~+·.· + 8nY~ (7 ) 

и, следовательно, соответствующее приведепие получено. 

Для Qпределения Ву согласно (6) имеет уравнение n-й СТО-

пени: 

ан - 8 at2 аln 

Р(а) = а21 а22 - 8 • •• aln =0. (8) 

апl anl. •• аnn - s 

Это уравнение имеет (при действительных ан) ТО.'1ько веществен
ные корни. 'Утверждение доказывается следующим образом. 

Пусть '... и '" - два комплексных сопряженных корня. 
Соответствующие коэффициенты '\'i... и ,\,i" также должны быть 
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сопряженными, так что можно положить 

Yi[Jo = O'i + i~i' 
Yiv = O'i - i~i. 

Отсюда следует 

Yf[JoYiv = 0': + ~:. 
Но так как подстановка ортогональна, то по (3) имеем 

(JL =F v) 

11 

однако при сделанных предположениях эти равенства, очевидно, 

невозможны. Поэтому корни не могут быть комплексныи •. 
Зато могут встретиться кратные корни (8). Пусть F (8) = О 

имеет двойной корень; тогда должно также быть 

Р'(8) = о 
и, следовательно, будет 

, дР дР дР 
Р(8)=-д---д -"'--д =0. 

all а22 аnn 

Умножая это уравнение на aF/aaii, ПОЛУЧИМ 
F' (8)'!!.- = _ дР . дР _ дР . aF _ _ дР • дР = О 

aaii aall aaii да22 даи • • • aanf& даи • 

Но так как F = О, то согласно формуле (7) § 1 имеем 
дР aF дР дР 
дан • aakl = aail • aakj • 

Таl\НМ образом, 

дР дР дР дР дР дР 

дан • даll = aail • дан = aail • aail ' 

так как определитель F симметричен. Вследствие этого имеем 

а из этого уравнения следует, что все миноры первого порядка 

определителя F paBны нулю. 
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Но в этом случае по формуле (12) § 1 решение (6) будет сле
дующим: 

так что коэффициенты '\'i. выражаются через какие-либо два из 
них. Добавим еще одно условие при помощи уравнения 

Можно также одному из коэффициентов, например, ,\,1" дать 
произвольное значение. 

Следовательно, при наличии двойного корня s. один из соот
ветствующих Rоэффициентов '\'i. можно выбрать произвольно. 

При иратном корне можно неСRОЛЬRИМ Rоэффициентам придать 
произвольные значения. При этом форма не нарушается. Крат
ному корню соответствует неСКОЛЬRО членов с одним и тем же 

I\оэффициентом S. 

§ 5 . .линейные дифференциальные уравнения 
с периодическими коэффициентами 

Такие дифференциальные уравнения встречаются в небесной 
механике часто. Их теория, начатая Эрмитом, в первое время 
систематически публиковал ась ФЛОRе в «Annales de l':f,:cole Nor
male» (1883-1884). 
Мы будем заниматься главным образом системами линейных 

дифференциальных уравнений, но сначала иратно воспроизве
дем основы исследований ФЛОRе. 

Возьмем линейное дифференциальное уравнение n-го порядка: 

d"y dn-ly 
р (у) = dxn + Р1 (х) dxn- 1 + ... + Рn (x~ У = О, (1) 

где Рl' Р2' .•• , Рn являются периодическими функциями от х 
с одним и тем же периодом. В астрономических приложениях 
этого уравнения достаточно предположить, что эти коэффициен
ты - однозначные, непрерывные и аналитические функции х, 
которые в каждой точке а могут быть разложены по положитель
ным степеням х - а. ИЗ исследований Фукса [1], которые 
теперь вошли в учебники, известно, что для каждой точки можно 
найти си:стему n степенных рядов, удовлетворяющих уравнению 
(1), через которые можно линейно выразить любое другое реше
ние. Эти степенные ряды в СОВОRУПНОСТИ образуют фундамен
тальную систему решений. 
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ПУСТЬ теперь /1 (х), /. (х), ••• , /n(х) представляют подобную 
фундаментальную систему для (1). Тогда /1 (х + (0), Is (х +(0), 
•.. , In (х + (0) 'l'акже должны образовывать фундаментальную 
систему. Всегда можно найти такую систему коэффициентов Ан, 
чтобы 

/1 (х + (0) = Аl1/1 (х) + А 1а /2 (х) + ... + Аln/n (х), I 
/а (х + (0) = ASI / 1 (х) + А22 /2 (х) + ... + А2n/n (х), 

• • • • • • • • • • • • .8 • • • • • • • • • • • • • • • 

/n (х + (0) = AnJl (х) + AnJs (х) + ., . + Аnn/n (х), 

(2) 

где определитель 

(3) 

Позднее мы исследуем, как находится такая система коэффициен
тов на практике. 

Предположим, теперь, что для уравнения Р (у) = о можно 
найти такое решение F (х), что 

F (х +(0) = sF(x). (4) 

Функции, которые определены так, что они вновь принимают 
то же самое значение, умноженное на постоянныii множитель а, 
когда аргумент увеличивается на один полный период, называ
ются периодическими функциями второго рода. Это название 
ввел Эрмит, впервые исследовавший такие функции при изу
чении уравнения Ламе. 

Это решение F (х) также должно линейно выражаться через 
функции 11 (х), Is (х), ••• , fn (х). Пусть при этом 

F(x) = Ul fl (х) + UJ2 (х) + •.. + UrJn(X), 1(5) 

где " l ' " 2' ••• , " n обозначают известные коэффициенты, из ко
торых не все обращаются в нуль. 

Из (4) и (5) следует 

sF (х)= F (х +(0) = " l / 1 (х +(0) + UJ2 (х +(0) + 
+ ... + unfn (х +(0) = 

= "1 [A1Jl (х) + A 1Js (х) + ... + A lrJn (х)] + 
+ ". [A.Jl (х) + A 2J2 (х) + ... + Asnfn (х») + 
+ . . . . . . . . . . . . . . . + 
+ "n [A n1f l (х) + AnJs (х) + ... + Annln (х)] = 

= s [ulfl (х) + UJs (х) + ... + UrJn (ХН. 

Таким образом, для определения " l ' " 2"'" иn получаются 
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уравнения 

(А11 -8) иl + A s1u s + ... + Ап1ип = О, I 
AJ2Ul + (А2, - 8) и, + ... + Ап2ип = О, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
А1пиl + Asnus + ... + (Апп - 8) ип = О, 

(6) 

где по крайней мере один из коэффициентов при u остается не
определенвым. Отсюда получаем для 8 следующее уравнение: 

А11 -8 ASJ АП1 

а(8) = А 12 A 2s -8 '" АП2 =0, (7) 

А1п A.2n ... Апп -8 

которое называется фундаментальвым уравнением. 
Если G (8) = О имеет n различllых корней, то имеется n ре

шений, которые будут периодическими функциями второго рода. 
Эти n решений в совокупности образуют фундаментальную си
стему решений, ибо, если бы между ними существовала линей
ная зависимость 

C1F1 (х) + CsF2 (х) + ... + СпРп (х) = О, 

то, в то время как х замевялось бы на х + оо, и эта операция 
повторялась б~ n - 1 раз, получились бы n ура:tlнений, из кото
рых следовало бы 

1 1 ... 1 
81 8, '" 8п 

8~ 8~ •• , 8~ = (82 - 81) (8з - 81) ••• (8п - 8n-l) = О, 

I 
. . . . . . . . . 
п-l п-l п-l 

81 82 ••• 8п 

но это возможно только в том случае, еели два из корней будут 
равИbl друг другу. 

Если имеются KpaTвыe корни, то все решения этим способом 
получить нельзя. Флоке указывал, что корню кратности f.L соот
ветствует система f.L решений Р1, Fs, ••• , Рр., которую можно 
выразить через периодические функции ерн второго рода следую
щим образом: 

Р1 (х) = ер11 (х), 
Р2 (х) = ер21 (х) + Xepjl2 (х), . . . . . . . . . ... . . . . . . . . . . . . . . . 
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Мы не будем останавливаться на этом вопросе, тан как он 
.должен быть рассмотрен при исследовании систем дифференци
альных уравнений. Такая система будет исследована методом, 
который подобен методу Флоке. Так как уравнение (1) всегда 
мощно свести к этому случаю, то перейдем к рассмотрению этого 
общего случая. Определение формы интеграла для этого случая 
.дал Пуанкаре в своих «Methodes nouvelles» [2J. 

Предположим, что имеется система уравнений следующего 
вида: 

(8) 

тде (JJll, (JJ12,." и Т. д. - однозначные, аналитические и перио

дические функции t периода 2 п. 
Согласно общей теории линейных уравнений можно получить 

.систему n решений уравнений (8): 

%1 = 'Ф11 (t), %2 = 'Ф12 (t), •.. , %n = 'Фln (t), 
%. = 'Ф21 (t), %2 = 'Ф22 (t), ... , %n = 'Ф2n (t), . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 

Если эти решения составляют фундаментальную систему, то об
щиii интеграл (8) должен иметь следующую форму: 

%. = С.'Фll (t) + С2'Ф21 (t) + ... + Сn'Фn1 (t), 
%2 = С1'Ф.2 (t) + С2'Ф22 (t) + ... + Сn'Фn2 (t), 

тде С l' С 2' ••• ,сп обозначают постоянные интегрирования. 
Тан кан функции (JJij (t) обладают периодом 2п, то 'Фii (t) также 

остаются решениями, если t заменить на t + 2п. Следовательно, 
'Ф11 (t + 2п) = А 11'Фll (t) + А J2'Ф21 (t) + ... + А1n'Фnl (t), j 
~1~ (~ :- ~~). • ~ .:~12. (? :. ~1~'Ф~2 .(t! :- .. : '.~ ~1~~n~ (~): (9) 

'Фln (t + 2п) = А l1'Фln (t) + А12'Ф2n (t) + ... + А1n'Фnn (t), 
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и также 

'Ф21 (е + 2n) = A 21'i'11 (е) + А22'Ф21 (е) + ... + А2n'Фn1 (е), 
'Ф22 (е + 2п) = А21'Ф12 (е) + А22'Ф22 (е) + ... + А2n'Фn2 (е), 1 (9·) 

и т. д. 

ПУСТЬ 6V1(t) , 6У2 (t), ••. , 6уn (t) - периодические функции 
второго рода, так что 

6 yi (t + 2л:) = 8v8 vi (е), 

rде через 8у обозначены постоянные. Если эти функции также 
являются решениями, то имеем 

(i = 1,2, ... ,n), 

и тогда 

6 yi (t + 2л:) = В1 [All'i'li (е) + А 12'Ф2i (е) + ... + А1n'Фni (е)] + 
+ В2 [A21'i'1i(t) + А22'Ф2i(t) + ... + А2n'Фni(t)] + 
+ ........................ + 
+ Вn [Аn1'Ф1i(t) + Аn2'Ф2i(t) + ... + Ann'i'ni(t)J = 

= 8у (В1'Ф1i (е) + В2'Ф2i (t) + ... + Вn'Фni (t)] 
Величины Bi будут находиться из следующих уравнений: 

(A l1 -8.)B1 + А21В2 + ... + Аn1Вn = 0'1 
А12В1 + (А22 - 8у ) В2 + ... + Аn2Вn = О, 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
А1nВ1 + А2nВ2 + ... + (Аnn - 8.) Вn = О, 

(10) 

а 8. определится из уравнения (7): 

G (8.) = о. 
Если положить 

то найдем, что e-<ХvtО•i (t) будет периодической функцией (перво
ro рода). Запишем тогда 

E>.i = еlX.tЛ.i (t), 
rде Лvi (t) обозначает периодическую функцию времени. 
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ПУСТЬ все норни ау фундаментального уравнения различны; 
тогда имеем следующую форму общего интеграла: 

Хl = c1e«tt"'11 (t) + C?,8(t·' "'21 (t) + ... + СnеС1l' "'nl (t), J 
~2 .-. ~1~(tl:~12. (?:+. ~2e.~I~'~22. (~) :+ .. : .. :- ~~e~flt. "'~y!, (11) 

хn = C1e<X
1t "'1n (t) + С2е<Х2! "'2n (t) + ... + СnеЖn' "'nn (t). 

Величины а. названы ПуаВRаре харантеристичесними поназате
лями. Они играют важную роль при исследовании устойчивости 
в механине. 

Если фундаментальное уравнение G (а) = О обладает нрат
ными норнями, то при известных условиях форма решения будет 
другой. 

Из уравнений (10) можно определить отношения коэффициен
тов. Следовательно, один из них всегда будет произвольным и 
будет играть роль постоянной интегрирования. Если бы уравне
ние G (а) = О обладало двойным норнем, а все миноры первого 
порядка обращались бы в нуль, то можно было бы, кан доказано 
В § 1, два из соответствующих коэффициентов В взять произволь
ным •. Тогда для этого корня имеются два решения, которые 
являются периодическими фУВRциями второго рода с одними и 
теми же множителями. 

Если не все миноры первого порядка обращаются в нуль, то 
природа решения может быть выяненаa следующим путем. 

Пусть а1 - двойной норень. Пусть этому RОрВЮ соответствует 
система значений В1, В2, •••• В1I (среди которых имеются про
иавольные) и система е - фУВRций 811' 812' ..•• 8 1n С множи
телем а1. Далее, 

811 = В1'1\>11 + 82'1\>21 + ... + Вn'l\>nl' 

812 = В1'1\>12 + В2'1\>22 + ... + B1I'I\>nll. 

6 1n = В1'1\>1n + B2'1\>I!n + ... + Вn'Ч'nn, 
где по Rрайней мере один из Rоэффициентов Bf • например В1• 
отличен от нуля. Поэтому фундаментальную систему можно заме
нить следующей: 

811 • '1\>21 • • • • , 'Фnl' 
6111 , '1\>1111 ••••• '1\>112. 

81n , '1\>211' ••• ,'Ч'nn-
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При помощи этой фундаментальной системы построим уравнение 
для 8. Вместо уравнений (9) теперь имеем следующие: 

8 1! (t + 21/;) = 8181i (t), 
~2! (t + 21/;) = В218н (t) + В22'Ф2i (t) + ... + В2n'Фni (t), 

'Фni (t + 21/;) = Вn181! (t) + Bn2~2! (t) + ... + Вnn'Фni (t), 
из которых получается новое уравнение для 8: 

81-8 О О 

01 (8) = В21 В22 -8. .. В2n = о. (12)' 

Вn1 Вn2 • •• Вnn -8 
Корни этого уравнения должны совпадать с корнями (8) (Флоке) 
И, следовательно, 

В22 -8 В2з ••• В2n 

=0. (13) 
Вn2 Вnз ••• Вnn -8 

Это уравнение также должно иметь корень, равный 8р 
Из (13) вытекает, что имеется система величин Х2 , Ха, ••• , Хn, 

которые не равны одновременно нулю и удовлетворяют следую

щей системе уравнений: 

1~":~:,)n ;:B:~':~ ':';" ::~"Г ~ ~'] (14) 

B'l:nX2 + ВзрХа + ... + (Вnn - 81) Хn = О. 
Из нашей фундаментальной системы можно теперь построить 
следующие интегралы: 

621 (t) = х161l (t) + Х2'Ф21 (t) + ... + Хn'Фnl (t), 
622 (t) = Х1812 (t) + Х2'Ф22 (t) + ... + Хn'Фn2 (t), 

6 2n (t) = Х181n (t) + X2~2n (t) + ... + Xn~nn (t), 
где через Х1 обозначена неопределенная постоянная. 

Отсюда получаем уравнение 

6 2! (t + 21/;) = Х18161! (t) + Х2 [В218н (t) + В22'Ф2i (t) + ... + 
+ В2n'Фni (t)] + ... + Хn [Вn18li (t) + Bn2~2! (t) + ... + Вnn'Фni (t)] = 

= [Х181 + xSBS1 + ... + ХnВn1] 8li (t) + 
+ [x.BS2 + ... + ХnВn2] 'Ф2i + ... + [xsB2n + ... + ХnВnn] ~ni (t), 
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ноторое с учетом (14) примет следующую форму: 

8 2i (t + 2зt) = [)(181 + )(2821 + ... + )(n8 nl] 8н (t) + 
+ 81)(2'Ф2i + ... + 8\)(n'Фni (t) = 

= [)(181 + )(2821 + ... + )(n8 nl] 8н (t) + 8\ re2i (t) - )(18li (t)]. 

Положим 

А = )(2821 + ... + )(n8nl. 

тогда EcJ2i (t) будет удовлетворять следующему фуmщиональноltfУ 
уравнению: 

(15) 
Поделим его на 

6н (t + 2зt) = S18li (t); 

тогда получим уравнение 

8 2! (t + 2л:) 8 2i (t) А 

8li (t + 2л:) = 8 li (i) + ~, 
которое удовлетворяется, если положить 

82i (t) А 
8
li

(t) = ~i(t) + 2Л81 [, 

гдl:! через ~i (t) обозначена периодическая функция от t с перио
дом 2л. 

Отсюда c.ТJeдyeT, что то решение, которое соответствует двой
ному корню 8., имеет следующую форму: 

(16) 

где e~i(t) и eIi(t) обозначают периодические функции второго 
рода и с одним и тем же множителем 81' 

Коэффициент А не обязательно отличен от нуля. Если А = О, 
то liЮi 8 2i(t). тю\ и e}i(t) суть периодические функции второго 
рода. 

Если 8. - тройной l\opeHb, то появляются члены, умноженные 
на t2 и т. д. Этот вопрос рассмотрен в трю\Тате Флоке [для урав
нения (1)]. 

При практическом применении этой теории важную роль 
играет построение уравнения для 8: G(8) = О. Поэтому мы оста
новимся более подробно на этом вопросе. Задача распадается 
на две: 1) нахождение фундаментальной системы решений, 2) опре
де.ТJение l\оэффициентов Aij для этой фундаментальной системы. 
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Рассмотрим сначала последнюю задачу. Согласно уравненияи 
(9) имеем 

'Фi1 (t + 2п) = Аi1'Фll (t) + А i2'Ф21 (t) + ... + А1n'Фn1 (t), 
'Фi2 (t + 2n) = А i1'Ф12 (t) + Аi2'Ф22 (t) + ... + Аin'Фn2 (t), 

причем определитель 

I 'l'tj (t) 1 

не равен тождественно нулю. 

Предположим теперь, что при t = О этот определитель отличен 
от нуля. Пусть, таким образом, 

L\ = I '!щ (О) 1 =1= О. 
При t = О имеем 

'l'i1 (2п) = Ail'l'l1 (О) + A i2'1'21 (О) + ... + Аil'l'Ф1'I1 (О), 
'1'12 (211:) = Аi1'Ф12 (О) + Аi2'Ф:!.2 (О) + ... + Ain'l'n2 (О), 

. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 
'Фil'l (211:) = .4 i1'1'1n (О) + А12'1'2n (О) + ... + Ain'l'nn (О). 

Решение этих уравнений согласно формуле (9) § 1 будет 
дt!. дt!. дt!. 

L\A i1 = A-h 'l'il (211:) + a.h '1'i2 (211:) + ... + ~ 'Фin (211:), 
U~ ~ U~ 

дt!. дt!. дt!. 
L\A 12 = a.l, 'l'i1 (211:) + a.l, 'l'i2 (2n) + ... + a.h 'l'in (211:), 

~ ~ ~ 

д~ д~ д~ 
L\Ain = a.h 'l'i1 (211:) + a.h 'l'i2 (211:) + ... + ~ 1]>in (211:) 

'Уn1 'У1'I2 'Уnn 

или, вообще, 
дА дА дt!. 

I.\Aij = a.h . '1'11 (211:) + a.h • 'l'i2 (211:) + ... + A-h 'Фin (211:). (17) 
'уn 'уn U't'~ 

ИЗ этой формулы на основании теоремы об умножении определи
телей вытекает, что 

L\ n 1 Ан 1 = I д~~, I )( 1 'Фн (211:) 1· 

Но по формуле (3) § 1 
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так что 

1 
1 Ан 1 = т 1 "'iJ (2п) 1· (18) 

При помощи (17) коэффициенты Aij будут определены, если только 
заданы величины 'Фij (О) и 'Фii (2п). Остается еще найти эти вели
чины. 

Функции 'Фij образуют фундаментальную систему решений 
уравнений (8). Но такую фундам:ентальную систему всегда можно 
найти в форме степеlшых рядов по t. Этот метод даже на практике 
не всегда наиболее удобен, но он всегда приводит к цели. На одном 
частном примере мы укажем другой путь, который в астрономии 
обычно более быстро при водит к цели. 

Итак, можно положить 

'Фf; (t) = aiJ + bfJt + сне2 + ... 
и определить коэффициенты при помощи подстановки в урав
нения (8). Из этих коэффициентов n (n - 1) могут быть выбраны 
произвольно. Если теперь в соответствии с этим положить 

а.' _ {О дЛЯ i:::/= i , t, - 1 для i = i, (19) 

то буде}1 иметь 

и 

.1\=1 

ali {О дЛЯ i :::/= ;, 
д1J'ij = 1 для i = i 

и, таким образом, дЛЯ А1 ; из (17) получим простые формулы 

Aij = 'Фi; (21t). (20) 

Итак, для составления фундаментального уравнения нужно 
вычислить функции 'Фij (2п) и тогда для 8 находим уравнение: 

"'11 (2п) - 8 'Ф12 (2п) ••• 'Ф1n (2п) 

"'21 (2п) "'22 (2п) - 8 ••• 'Ф2n (2п) 
G (8) = ..... . .... =0. (21) 

'Фn1 (2п) ••• 'Фnn (21t) - 8 

Вычисление значений ФУнкций'Фн (t) при t = 2п можно выполнить 
различным образом, нужно только придерживаться предполо
жения, которое было сделано относительно этих функций: 

{О ДЛЯ i:::/=;, 
"'Н (О) = 1 для i = ;. (19*) 
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§ 6. ПРИ~lеры к преДЫДУЩШI параграфам 

Предположим, что имеются TOJJbl\O две фушщии, TIlI\ что пре-
дыдущие уравнения будут иметь следующий вид: 

:~l = СР11 (t) 3"1 + СР12 (t) 3"2, J 
dXa ( '. ( (1) 
те = СР21 t)x\ + СР22 t)X2' 

Относительно фУНI\ЦИЙ ср, I{OTOPblC являются периодичеСl\ИМИ 
по t с периодом 2л:, будем, кроме TOl'O, предполагать, что СРll 
и СР22 являются нечетными, а СР12 и СР21 - четными фУНI\ЦИЯМИ t. 
Таl\ИМ образом, имеем 

СРll (- t) = - СР11 (t), СРа (- t) = СРа (t), } 
CP21(-t) = CP21(t), CP22(-t) = -СР22 (t). (2) 

:Это позволяет потом найти фундаментальную систему решений: 

хl = "1'11 (t), Х2 = "1'12 (t), 

хl = "1'21 (t), Х2 = "1'22 (t), 
при ПОМОЩИ свойства, согласпо I{OTOpOMY 

'Ф11 (- t) = 'Ф11 (t), '1'12 (- t) = - "1'12 (t), } 
"1'21 (--t) = -'Ф21 (t), "1'22 (-t) = 'Ф22(t). (3) 

Эти решения можно выбрать Tal\, чтобы 

'Ф11.(0) = 1, 
'Ф21 (О) = О, 

"1'12 (О) = О, } 
"1'22 (О) = 1. 

(4) 

Таl\ИМ образом, I\оэффициенты Aij будут равны 'Фij (2л:). Со
отношения (9) § 5 примут вид 

'Фll (t + 231) = А ll'Фll (t) + А 12'Ф21 (t), 
'Ф12 (t + 2л:) = А ll'Ф12 (t) + А 12'Ф22 (t), 
'Ф21 (t + 231) = А 21'Фll (t) + А22'Ф21 (t), 
'Ф22 (t + 231) = А 21'Ф12 (t) + А 22'Ф22 (t). 

Положим в этих уравнениях t = - 231; тогда из рассмотрения 
уравнений (3) и (4) получим 

3 но ШарЛLе 

А ll'Фll (231) - А12'Ф21 (231) = 1, 

- А ll'Ф12 (231) + А 12'Ф22 (231) = О, 
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И отсюда, таи как Ai; = 'Фij (2п), 

"1'11 (2п) "1'11 (2п) - "1'12 (2п) "1'21 (2п) = 1, } 
"1'11 (2п) =;: '1>" (21t). (5) 

Из (5) для этого случая можно вывести важное свойство харак
теристических показателеЙ. 'у равнение для s будет 

1 

'1>11 (2п) - 8 '1>12 (2п) 1_ 
'1>21 (21t) '1>" (2п) - s - О, 

или 

82 - ('1>11 + 'l>2~8 + '1>11'1>" - '1>12"1'21 = О, 
или, из рассмотрения уравнения (5), 

s2 - 2'1>11 (2п)а + 1 = О. 

Положим теперь 

(6) 

(6*) 

8 = e2rlnl ; (7) 

тогда а будет определяться следующим уравнением: 

соз 2ап = "1'11 (2п). (8) 

Эта изящная форма вычисления а впервые была предложена 
Калландро для уравнения 

d!z 
dt! + (ао + аl cos t + а2 соз 2t + ... ) ж = О, 

которое играет большую роль в астрономических исследованиях 
и, очевидно, является специальвыM случаем уравнения (1). 

Всякий раз, как "1'11 (2п) по абсолютной величине меньше еди
ницы, для а из (8) получаем действительное значение. Тогда 
движение, определенное уравнением (1), не будет устойчивым. 

Дифференциальное уравнение 

dlz 
dt2 = (-1 + Ьсоst)ж (9) 

представляет собой специальный случай уравнения (1). Положим 
dz dZ1 

Ж2=Тt=Тt; 

тогда вместо (9) получим 

(9*) 
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поэтому в данном случае 

ер11 = О, ер12 = 1 

ер21 = - 1 + Ь cos t, ер22 = О. 
Таким образом, условие (2) для фующий ер выполняется, и для 
определения а можно использовать формулу (8). Теперь нужно 
вычислить функцию '1\'11 (2n). При помощи функций 

Х1 = '1\'11 (t), Х2 = '1\'12 (t) 

можно получить интеграл системы (9*); при этом предполагается, 
что '1\'11 представляет собой четную, а '1\'12 - нечетную функцию 
от t и, кроме того, 

'1\'11 (О) = 1, '1\'12 (О) = О. 
Так как в этом случае 

dXl 

Х2 = те' 
то эти условия выполняются автомаТИЧССЮI, еслн только 'l\'l1(t) 
является четной функцией и '1\'11 (О) = 1. 

Стало быть, достаточно ОТЫСIШТЬ интеl"рал уравнения (9), 
который удовлетворяет этим условиям. Реши:\( задачу при помо
щи степенных рядов по t. Для этой цели подставим в (9) 

Х = 1 + a1t2 + a2t4 + азt6 + ... 
Для коэффициентов будут справедливы следующие рекуррентные 
формулы: 

2( 2) 2 1) ь[ IXn-l+lXn_2 (_1)n ] 
n + (n + otn+1 = - otn + otn - 2г 4г - ... + 2iiГ oto • 

С точностью до четвертой степени будем иметь 

X='I\'11(t) = 1+ ~ (-1+b)t2 + ~ (1-3b+b2)t'+ .•. (10) 

Так как этот ряд непременно сходится, то, конечно, при по
мощи него всегда можно вычислить '1\'11 (2n). Но вычисления будут 
очень трудоемкими, поэтому эти методы следует рекомендовать 

только при достаточно больших значениях Ь. Этот путь не поз
воляет также установить, не задавая для Ь определенного чис
ленного значения, будет ли вычисленное из (8) значение для а 
действительным или комплексным? Поэтому на практике не
обходимо предусмотреть другие методы. 

В астрономических приложениях этого уравнения Ь является 
вообще малым числом, и этим обстоятельством можно восполь-

3* 
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зоваться для вычисления значения а. Этот путь также представ
ляет интерес, таи как он показывает, KaI( можно использо

вать «разложения по степеням масс» для получения общих инте
гралов. 

Итак, предположим, что интеграл (9) можно разложить по 
степеням Ь, и положим 

х = хо + ЬХ1 + Ь2 Х2 + ... 
При подстановие этого выражения в (9) исследуемое уравнение 
распадается на следующие: 

d2X O 
dt2 = -хо, 

d2X 1 
dt2 = - Х1 + Хо cost, 

d2X 2 
dt 2 = - Х2 + X 1 cost 

и т. д., И МЫ должны отыскать решение этого уравнения, которое 

является четным и при t = О равно единице. 
Теперь, если предварительно повсюду отбросим произволь

ный множитель, последовательно получаем 

Хо = СО8 t, 
1 1 

Х1 =- - -cos2t 
2 6 ' 

Х2 = ~ t sint + :6 соsЗt, 
5. 83 1 

Ха = -144 t s1ll2t -1728 cos 2t - 2880 C(l~ 4t, 

Х, = 11552 t 2 сов t - 6~11~ t sin t + 2::04 t sin Зt + 1~~O cos Зt + 
1 + 13824и cos 5t. 

Таким образом, 

х = "'11 (t) = А {cos t + Ь (~ - ~ cos 2t) + 
+ Ь2 (;4 t sin t + :6 cos Зt) + ... } . 

Далее отсюда следует: 

il'11(O)=A{1+ ~ Ь+ ~Ь2_;~Ь3+1;~oЬ4+ ... }=1, 

"'11 (2п) = А {1 + ~ ь + 9~ Ь2 - ;~~ Ь3 + [н552(2п)2 + lз6~:о]ь,+, .. }. 
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п РllНlIмая во. внимаНlIe перво.е уравнение, по.лучим 

'Фll (2л:) = 1 + 11552 А (2л:)'Ь4 + .. '. 
Так как 

1 
А = 1- зЬ+. ", 

то. имеем 

со.s2<хл: = 1 + 1:52 (2л:)2Ь4 + ... 

37 

(11) 

Итак, в это.м случае co.s 2«л: будет бо.льше единицы, и следо.ва
тельно., «- ко.мплексно.е. 

В астро.но.мических прило.жениях это.го. уравнения Ь умно
жается на массу во.змущающеЙ планеты, и примечательно., что. 
в это.м случае нужно. идти до. четверто.Й степени массы, что.бы 
найти приращение функции 'Ф11 (2л:) на единицу. 

Если вместо. (9) рассматривать уравнение 
d2Z 
dt~ = - (n2 

- Ь Co.s t) х, (12) 

где n не является каким-либо. целым число.м, то. сто.ль далеко. 
про.во.дить разло.жения не нужно.. Решение, ко.то.ро.е со.о.тветствует 
интегралу '11'11 (t), разло.женно.е по. степеням Ь, будет 

х = ХО + ЬХ1 + Ь2 Х2 + ... , 
где 

Хо= Co.s nt, 
cos (1- n) t сos (1 + n) t 

Х1 = 2 [n2- (1- n}2] + 2 [n2- (1 + n}2] , 

Х, = 2~ [4 [n2- ~1- n}2) + 4 [n2-:1 + n}2]1 sin nt + 
cos (2 - n) t cos (2 + n) t + 4[n2-(2-n)2)[n2-(1-n}2] + 4 [n2-(2+1l)I)[n2-(1 +n}2] • 

'У'читывая теперь уравнение 

'11'11 (О) = 1, 

по.лучим, что. величина 

1[Ь2 
Co.s 2л:~ = '11'11 (2n) = co.s 2nл: + 211 (4n 2 _ 1) sin 2nл: + ... 

меньше единицы. По.ло.жим далее, 

а == n (1 - о); 
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тогда будет 
Ь2 

а = 41~2 (4n2 -1) • (13) 

что соответствует результату ЛИНДПIтедта, полученному в его 
известных исследованиях этого дифференциального уравнения [3]. 

Общий интеграл (12) примет теперь вид [см. (11), § 5] 

(14) 

где Лl и Л2 обозначают периодичес«ие фун«ции времени. По Линд
штедту, этот интеграл можно написать в следующей форме: 

00 

Х = ~ J.ti СОЗ (ш + и), (14*) 
{=~ 

где 

w = n (1 - 0') t + n, 

а n обозначает постоянную интегрирования. 

§ 7. Уравнении движении Лаrpавжа 

Движение системы n свободных материальных точе« с массами 
m1, m2 , • • • ,mn, отнесенное« абсолютной системе координат, бу
дет определяться 3n уравнениями: 

(12x. 
m! dt2' = X i , 

d2yi 
mi dt2 = Yi , (1) 

d2Z • 

m! dt2' = Zi (i = 1, 2, ... , n). 

Непосредственно эти уравнения для исследований употреб
ляются очень ред«о. В общем случае необходимо заменить абсо
лютные координаты Xi' Yi, Zi другими переменными, например, 

ql' q'J" ••• , qsn, при помощи соотношений, в «оторые может вхо
дить и время. Прямой вывод дифференциальных уравнений для 
новых переменных qi сложен, но эта вычислительная работа 
значительно упрощается благодаря найденной Лагранжем общей 
форме уравнений движения. 

ИтаI(, предположим, что 

Х! = Х! (Ql' Q2' •••• qsn, t) (i = 1, 2, ... , n). (2) 

д:с ду. aZi Теперь три уравнения (1) умножим па -д ., - и: - 11 все 
fJ afJ afJ ' 
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уравнения сло~; тогда будет 

d'Y. д.• dl •• ) 
dti' + дч; • dtl == 

n 
~ (az. ду, aSt ) == ~ х. дч. + У. дч + Z. а;;- , 
р1 J i Ч 

где j последовательно принииает значения 1, 2, ..., 3n. 
Эти уравнения можно записать в форме 

dPj tu - Q; = R;, (3) 

где 

тогда можно ПОК8З8ТЬ, ЧТО 

где 

Имеем 

ОТI<УД8 

дТ 
Р;=-. , 

дч; 

дТ 
Q; = дч; , 

(4) 

(5) 

(6) 
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ПодстаВШI теперь в Т выражения (2) И (5); тогда Т будет функ
цией q1' q2' ... , qзn, 41' 42' ... , tlзn 11 t, И согласно (6) будем 
иметь: 

n • • • 
дТ ~ (' дх, • aYi • дZi ) -. ="'-Imi Х'-' +Yi-·+Z.-. = 
aq j i=1 t aq; aq; t aq; 

n 
~ ( • дх, . ду, • az,) 

="'-Imiхir+Уir+z,r =Р;. 
{=1 Ч, q, q, 

Далее, 
n • • • 

дТ ~ (' дх, • ду. • aZi ) -- m· Х- - Z-дq. - t iaq. + Yiaq . + iдq .• 
'i=1 , , , 

Но из (5) 
дх! д2хi • д2жi • д2х! 
aq. = aq1aq. q1 + ... + дqзnдq. qзп + aq.at' 

" 'J 

а, с другой стороны, по (2) 

d (aXi ) д2х.. д2жi • д2Zi aXi 
те aq; = дq;дq1 q1 + ... + дqjдqsn qзn + aq;at = дч; 

11, следовательно, 
дТ 
r=Q;· 
Ч; 

Таким образом, согласно (3) имеем уравнения 

d (дТ' дТ 
(!t aq) - дq; = R; (j = 1, 2, ... , 3n), (7) 

которые соответствуют найденной Лагранжем форме дифферен
циальных уравнений движения n свободных материальных точек. 

Если существует «СlIловая функцию) и, так что 

дU ди ди 
Х• = -д Y f = ду. ' Zi = д- • z. ' Si 

то уравнения Лагранжа принимают вид 

аа ( д: ) = д (Тд + и) (j = 1, 2, ... , 3n) • (8) 
t дЧ; Ч; 

Формальное преимущество уравнений движения Лагранжа со
стоит в том, что необходимо выразить толы{о живую силу т через 
новые координаты, которые вводятся вместо абсолютных, чтобы 
затем ПРОСТЫ~I (частным) дифференцированием получить диффе
ренциаЛЫIые уравнения в новых переменных. 
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Дифференцпальные уравнения (7) [или (8)] можно разрешить 
относительно qj всякий раз, когда 3n уравнений преобразования 
(2) пезависимы друг от друга, т. е. когда якобиан от старых 
координат относительно новых отличен от нуля. Для доказатель
ства положим 

т = т", + т 1 + Т о' 
где три члена с правой стороны суть однородные функции от Ql' 
q2' ••• , qзn соответственно второй, первой и нулевой степени. 

Если 

Т2 = ~oti;qiqj' 
где ан зависят только от ql' q"" ••• , qan и t, то 

ЗN 

дТ2 ~ • -.- = 2."-1 oti-Qi' 
aqj i=l J 

и, следовательно, 

d(aT) ~ .. 
те aq; = 2."-1 otijQi + A j , 

где через А; обозначен член, который не зависит от вторых про
изводных Qi' 

Отсюда видно, что уравнения (7) можно разрешить относи
тельно Qi, если 

I анl =1= о (i, j = 1, 2, ... , 3n). (9) 

Но величину этого определителя можно легко найти. Для упро
щения записи положим 

У\ = Xn+l, У2 = Хn+'" , • ", Уn = Х"'N, 
Z\ = X"'n+l, Z", = Х"'n+2' ••• , ZN = Хзn, 

где X 1, Х"" • • • , Хзn обозначают абсолютные координаты; тогда 
будем иметь 

где 

Отсюда получаем 
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Стало быть, 
зn 

:g дх/( дх/( 
20'" - m/(--·-'1 - aq. aq , 

k=1 ' 1 
(10) 

где для симметрии введены обозначения 

m n+2 = m2n+2 = m2 

и т. д. 

Составим теперь определитель 

I ai; I 
и подставим вм:есто ан их выражения из (10); тогда при помощи 
теоремы об умножении определителей найдем, что 

зn 1 дх,! 12 2 1 O'ill = mlm2' •• mзn aqi и, ':= 1, 2, .. " 3n). (11) 

Если соотношеиия между абсолютными координатами ж, и новыми 
переменными q, независимы, то 

I дх. I О 
aqj =1= , 

а отсюда следует, что выполняется уравнение (9). Что и требова
лось ДОI\азать. 

Применение лагранжевых уравнений рассмотрим на несколь
ких прим:ерах, которые позже встретятся в приложенилх. 

При мер 1. Переходим от прямоугольных координат к сфери
ческим. 

Полагая 

так что 

х = rcosq>cos8, 
у = r соз q> sin в, 
z = rsin <р, 

• • • А Х = r соз q> соз 8 - r sin q> соз в., - r соз q> sin 8'11, 

у = ;'cosq>sine-rsinq>sin e.q>+ rcosq>cos8.e, 

i = rsin q> + тсоз <p.~, 
получим 

(12) 

и в соответствии с формулами Лагранжа уравнения движения 
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в сферпчеСЮIХ I,оординатах будут 

т (;. - г{р2 - r8l1cos\! <р) = R t , I 
d • 

mТt(r26cos\!q» = R\!, 

т [~ (г2~) + г2 sin q> cos <Р,в2] = Rз• 
(13) 

ПРИ~lер 2. Поворот системы координат на постоянный угол. Пусть 

х = <XI~ + <Xs11 + <ХЗ~, I 
у = ~t~ + ~211 + ~з~, (14) 

z = Tl~ + Т\!11 + rз~, 
где 

~ <ХI1 = ~ ~I1 = ~ т\! = 1, } 

~~T = ~T<X = ~<X~ = О. 
(15) 

Так l\aK а, ~, r суть величины, не зависящие от времени, то 

Х = <Xtg + <X2~ + <ХзТ 
и т. д., И поэтому 

~ (3:2 + у\! + z\!) = ~ (~2 + ~\! + ~2). 
Форма дифференциальных уравнений в этих переменных остается 
неизменной. 

Пример 3. «Идеальные» I\оординаты Ганзена. 
Если коэффициенты а, ~, V в (14) зависят от времени, то имеем 

~ = <Xl~ + <X2~ + <хз~ + ~~1 + 11~2 + ~~з, I 
у = ~1~ + ~\!11 + ~3~ + ~~1 + 11~2 + С~з, (16) 

z = Tl~ + T\!~ + rз~ + ~1'l + 111'2 + ~1з. 
Величины a,~, V связаны шестью СОQтношениями (15); по

средством дифференцирования найдем еще шесть соотношений 
между производными от коэффициентов, а именно: 

~ <X~ = ~ ~~ = ~ ТТ = О, } 
~ ~T + ~ ~T = ~ -(<Х + ~ та = ~ a~ + ~ <X~ = О. (17) 

Гапзен подчиняет угол поворота условиям 

~~1 + 11~2 + .~~3 = О, I 
~~1 + 11~ + ~~з = О, 
~1'l + 1112 + ~1'з = о. 

(18) 
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Определенные таким образом координаты он называет идеальнымп. 
Теперь будем иметь 

х = otl~ + otzч + otз~, 
у = ~I~ + ~zЧ + ~з~, 
z = rlt+rz~+rз~. 

Следовательно, выражеНJlЯ для скоростей в идеальных КОООрДII
натах такие же, как и в координатах, отнесенных к неподвижной 
координатной системе. 

Будем иметь 

х2 + у2 + Z2 = ~2 + ~2 + ~II. 
Следовательно, дифференциальные уравнения в идеальных коор
динатах имеют ту же самую форму, что и в абсолютных коорди
натах. 

Для каждого момента времени ПРОJlзводные а и т. д. имеют 
определенные значения. Уравнения (18) в каждый момент опре
деляют прямую линию, которая сохраняет неизменное положение 

при бесконечно малом повороте. Эта прямая линия совпадает 
с радиусом-вектором. Фактически она должна проходить через 
движущееся тело, так как его координаты удовлетворяют урав

нениям (18). Эта линия проходит также через начало координат. 
Следовательно, для идеальных ганзеновских координат движе
ние координатной системы харю(теризуется вращением последней 
вокруг радиуса-вектора. 

где 

Уравнения (18) могут быть записаны в следующей формеl 

CТ}-B~ = о, 
A~-C~ =0, 
B~- АТ} = о, 

А = ot2сХз + ~2~З + urз, 
в = otзcil + ~3~1 + Url' 
с = ot1Ot2 + ~1~2 + UУ2' 

Пример 4. Поворот координатной системы в плоскости на угол, 
зависящий от времени. 

Если поворот происходит в плоскости ху и угол поворота, 
зависящий от времени, обозначить через v, то будем иметь 

х = ~ cos v - т} sin v, 

11 = ~ sin v + т} соз v 
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и 

45 

(19) 

будут 

(20) 

Чаще используется координатная система, которая вращается 
в пространстве с постоянноii угловой скоростью. Для такой 
системы 

dv 
dt = n = const, 

d
2

" dt2 = О 

И приведенные вьuпе дифференциальные уравнения имеют вид 

~2e~ - 2n ~~ - n2~ = ~ RI'j' 
d2тJ 2 d; 2 1 R (21) 
dt1. + n dt - n fJ = 'n 2' 

Если в этой подвижной системе координат введем полярные коор
Дlшаты, так что 

то будем иметь 

~ = р соз е, 
fJ = Р sin О, 

~2 + ~2 = р2 + р2е2, 
~Ч - ~fJ = р26, 

и, следовательно, 

:1;2 + у2 + Z2 = р2 + p2j}2 + 2nр28 + n2р2, 
и далее им~ем 

дТ • 
-. ==р, 
др 
дТ' • • 
др = ре2 + 2npe + n2р = р (О + n)2, 

дТ • 
дО = р2 О + ПР·, 
дТ 
00=0, 
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а следовательно, по формулам ЛаграНiНа 

d~ , {] (ii2 - р (8 + n)2 = m: R1, 

d' 1 
тt [р2 (8 + n)] = mR2' 

(22) 

Теорема ЛИУВИЛШl, Как показал Лиувилль, имеется оБЩIlЙ 
случай, в котором дифференциальные уравнения ЛаграНiНа мож
но проивтегрировать (точнее говоря, можно привести к I{вад
рату рам) , 

Пусть имеется k координат ql' q2' ' , , , q", и ЖIlвая сила Т 
имеет следующую форму: 

2Т = СР [А 1 (ql)~ + ' , , + А" (q,дq~], (23) 
где 

(24) 

Тогда задачу можно свести к квадратурам, если силовая функ
ция и такова, что 

где 

F i = 'Ф'! (q,) + hCPt(Qi) + o'i , 

Здесь между величинами а. имеется соотношение 

~ott = О, 

н, таким образом, 2k ПОСТОЯННЫХ интегрирования суть 

0'1' ' , " 0'''-1, 1&, 

~1' ' , " ~"-1' С, 
Чтобы доказать это, положим 

(i = 1, 2, ... , k). 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

Если эти уравнения проинтегрированы, а q выражены через и 
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и их значения подставлены в ер И '1\', то можно положить 
ер! (q) = /. (и), 
"'" (q) = 8'! (и), 

и тогда будем иметь 

2Т = Hu~ + ... + и:), 
U = !. = 81 (иl) + ... + 8" (Uk) • 

1 11 (иl) + ... + 1" (uk) 

Уравнения Лагранжа ДЛЯ величин и! будут 

d • t дl ~ . ди 
те (/Ui) - 2" ди! "'" и: = ди! (i = 1, 2, .. " k). 
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(31) 

Если эти уравнения умножить на й! и сложить, то получим 
интеграл живых сил 

{. . 
т = 2" f (и~ + ... + u~) = U + 11. (32) 

Если, далее, (31) умножить на 2jUi и принять во внимание (32), 
то будем иметь 

d (flu~) 
• 2и. ддl (и + 1,) = 2ut! дди 

а, "• "• 
или 

или, так как 

/и = В, 

или 

Следовательно, получаем 

/IU: = 2 (г! + h/i + oti )· (33) 

Отсюда в результате суммирования имеем 

~ /IU: = 2fT = 2 ~(г. + hfi + oti ) = 2г + 2hf + 2 ~oti = 
= 2jU + 2h/ + 2~oti = 2/(и + h) + 2~oti' 
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т. е. согласно (32) 

~:Xi = о. 
Теперь, в соответствии с (33), 

dUi Y2dt 

Vgi+hfi+cxi = -f-
Наконец, если эти уравнения Уl\IНОЖИТЬ на fi И сложить получен
ные уравнения, полагая i = 1, 2, ... , k, то будем иметь 

~ f idUi = -Y2dt. 
у g i + hf i + СХ• 

Возвратимся в этих уравнениях от ui к Qi, И тогда теорема Лиу
вилля будет доказана. 

Известным примером применения этой теоремы является клас
сическая задача о движении ТОЧIШ, притягиваемой двумя не
подвижными центрами. Тю< как в одной из следующих глав 

" 
PIIC·' 1. 

этоп проблеме будет уделено 
м особое внимание, то здесь мы 

сделаем о ней лишь некото
рые вводные замечания. Мы 
ограничимся при этом рас

смотрением движения в пло

скости. 

Итак, речь идет о движе
нии тела М, ноторое притя
гивается по закону Ньютона 
двумя неПОДВИЖНЫl\1И мас

сами К 1< К'. Эта задача 
существует с давних пор и 

впервые была ПРОllнтегрпрована Эйлером [4]. Наиболее полно 
она была рассмотрена Лежандром [5]. 

Начало координат поместим в сере,l;ине отрезка КК' = 2с, 
а ось Х направим к точке К. Силовая функция запишется в виде 

К К' 
и=-+-r r" (34) 

и уравнения движения будут 

d2x ди 

dt2 = дх ' (35) 

Отсюда получаем интеграл живых сил 

1" К К' D 
Т = '2 (х2 + у2) = U + It = r + 7"' + с' (36) 

где D обозначает постоянную интегрирования. 
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Чтобы свести задачу к квадратурам, Эйлер ввел две перемен
ные р 11 q, таюlМ образом, что 

(j) 
tg т = pq, 

tg.!.. == i.. 2 р , 

где q> и О) обозначают углы, которые r и т' образуют с ПОЛОЖИ·, 
TeJlbHblM напраВ.lIением оси Х. 

Оказывается более выгодным ввести другие переменные, 
I\OTopble, насI\олы\o нам известно, впервые были IIспользованы 
Якоби. Это - так называемые ЭЛЛИПТlIчеСl\пе I\оординаты*). Обоз
начим эти I{оординаты через л. и f.1, та]{ что 

л. = ~ (Т + т'), I 
f.1 = -} (Т- т'). 

(37) 

При постоянном значении л. первому уравнению соответствуе'! 
эллипс, большая полуось которого равна л., а последнему урав
нению при постоянном f.1 соответствует пшерБОJlа с действитель
ной полуосью, равной f.1. Фокусы ЭТИХ НрИВЫХ лежат в К и К'. 
Каждому значению л. соответствует опредеJlенпыii эллипс, наж
дому значению f.1 соответствует опредеJlенная гипербола. 

Наименьшее значение r + т' равно 2с. Поэтому всегда л. > с. 
Наибольшее значение r - Т' равно 2с, так что 

I f.1\ < с < л.. (38) 

Известно, что касательная к гиперболе делит угол между ради
усами-векторами Т, Т' на две равные части; то же самое имеет 
место для нормали к эллипсу. Отсюда следует, что определенные 
при помощи (37) эллипсы и гиперболы пересекаются под п РН
мыми углами. Поэтому эллиптические координаты л. и f.1 называют 
ортогональными. 

Так как л. является большой полуосью ЭЛJlIшса, то для малоil 

полуоси имеем выражение ул.2 - с2, а для мнимой ПОЛУОСJl ги
перболы будет у с2 - f.12, так что уравнения l<рИВЫХ будут сле
дующими: 

Z' у2 -1 v + АЗ_С' = 1, 
Z2 у2 
-т - -2--2- = 1. 
.... С -р. 

*) Эйлеровы перемепuые р и q таl<же представляют собой ЭЛЛИТIf'ICС
кие координаты. (Прu.м. переб.) 

4 к Шарnье 
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Отсюда получаеи 

сSжS = лs,...S, } 
CSyS = (л9 - cll) (cll _ ,...9) 

(40) 

R путеи логарифиического дифференцирования находим 

!!=.. = d). + dJ.L 
z ). J.L' 

или 

cdz = ,... dA. + '" Щt, 

и. значит, 

т = .!.. (XII + у' ') = .!. (лll - 11.2) [~ + 1-] . (41) 2 2 r ).2_сВ C2_J.L2 

Силовая функция выражается через эллиптические координаты 
в виде 

и = ).2~J.L1 [(К + К') л - (К - К') ,...]. (42) 

Из (41) И (42) непосредственно видно, что Т и и имеют форму, 
которая необходима для применения теореиы Лиувилля. Сле
довательно, интегралы иогут быть записаны непосредственно. 

В фориулах (23) теперь нужно написать 

q> = ",11-,...11. 1 1 
А1 =~, A II =-2--2' 

А -с С -,... 

Тогда будет 

'1'1 = (К + К')"', '1'11 = - (К - К') J1. 

F 1 = (К + К') л + hлll + 0', 

Fs = -(К -K'),...-h,...s-O', 
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11, наконец, получаем искомые уравнения 

d').. 

"у(')..2 - с2) [h')..2 + (К + К') ). + а} 
,...2ф -./-

.. г = r 2dt. 
,. (,...2- с2) [hp.2 + (К - К')р. -j-a) 
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(43) 

В следующей главе мы выполним интегрирование этих уравне
ний. При этом покажем, что л и .... могут быть представлены как 
четырехпериодические функции двух аргументов. 

Другой пример теоремы Лиувилля доставляет задача двух 
тел на плоскости. В этом случае [формула (12)]: 

т = ~ r2 (~: + ё2 ) , и = ~ = :2 ·Kr. 

В формуле (23) и т. д. нужно положить 

<р = r 2
, 

'11> =Kr, 
<Р2 = О, 
'11>2 = О, 
А2 = 1. 

Формулы (26) и (27) дают в этом случае 
dr d6 rdr 

r fhr 2 +Kr+a = -У-а' fhr 2 +Kr+a 
V2dt. 

§ 8. Канонические уравнеНИJl движеНИJl 

В лагранжевых уравнеНИJlХ 

~ ( дТ ) _ дТ = Ri dt agi aqi (i = 1, 2, .. " k) 

вместо qt введем новые переменные Pf., тание, что 

дТ 
Pi = -. (i = 1, 2, .. " k). aqi 

(1) 

(2) 

Новые зависимые переменные ql' q2' ... , q1t, Pl' Р2' •.. , Р" 
называются наноническими переменными. Они в формальном 
отношении определяются очень простой системой дифференциаль
ных уравнений, I<ОТОРУЮ можно найти следующим образом. 

4· 
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Вместо (1) имеем 

dPi = д7' + R ] dt aqi (, 

dq • 
(3) 

i _ q 
dГ- {. 

Если из (2) q найдены I<aK функции ql' q2' ••• , qk, Рl' Р2' ... ,Pk, 
а также, возможно, и t, что всегда выполнимо, ибо определитель 
коэффициентов при Чi в правых частях (2) ОТЩlЧен от нуля, то 
правые части (3) переходят в функции от Р 11 q Н, возможно, t. 

Это исключение, нажущееся сложным, упрощается введе
нием функции 

К = РIЧl + Р2Ч2 + ... + РkЧk - Т. (4) 

При этом мы предполагаем, что в правой части этого выражения 
Чl' Ч2' ••• , ён исключены при помощи уравнений (2) и выражены 
через Рl' Р?, ... , Р", так что К будет функцией Рl' Р2' ... , Pk, 
ql' q", ••. , q" (и t). 

Из выражения для К теперь следует: 

дК· дЧl дч" дТ дЧl дТ aqk 
др, = qi + Р1 др, + ... + Р" -а- - У . iГ - ... - -. ;г-

• Pi Чl Pi дч" Pi 

и 

дК aql aqk дТ дЧl дТ дч" дТ. 
r=Pl Г+"'+Р"д--' Г-"'--'-д-Г' 
ч, Чi Чi дЧl Чi дч" qi Ч! 

гаким образом, согласно (2) 
дК 

qi = aPi ' 

и, следовательно, вместо (3) получаем 

dPi дК ' 

dГ = - дч, + Ri'J I 
dqi дК 
те = aPi 

(i = 1, 2, .. " k). 

(5) 

Для функции К можно вывести простое выражение. Именно, 
если мы, как и в предыдущем параграфе, отделим друг от друга 
члены в Т соответственно второго, первого и нулевого ПОРЯДIЮВ 
И положим 
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то будет 

к = Т2 - ТО· 

Действительно, в соответствии с (4) имеем 

К = ~Pi1i-T = ~ (д~2 +д~l )Q1.- T2- T I- T O, 
дq1. дqi 
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(6) 

где Т 2 И Т 1 - однородные фУНКЦИIl ql' q2' .•• , qk второго И 
первого порядка соответственно. Тогда по теореме Эйлера имеем 

Т ~дT2· 
2 2 = ~-д· qi, 

qi 

что и доказывает справедливость уравнения (6). 
Если существует силовая фуНIЩИЯ, то канонические диффе

ренциальные уравнения принимают особенно простой вид. Поло
жим 

н = Т2 - ТО - и, (7) 
так что 

(IPi дII 1 
:;1. = дндqi ' J 
(jt= дРi 

(i = 1, 2, ... , k). 

(8) 

При этом нужно помнить, что в Т2 нужно ql' q2' ••• , qk заменить 
при помощи уравнений (2) через Рl' Р2' .•. , Pk. 

Выбор каноничеСJ(ИХ координат можно выполнять беCI\Онеч
но многими способами. Действительно, можно заменять абсо
лютные координаты совершенно ПРОИ380ЛЬНЫМИ независимЪ1МИ 

системами координат qi. Всегда можно при помощи уравнений 
(2) найти соответствующие Pi. 

Пример 1. Определение прямоугольных абсолютных I~OOP
динат каНОНJlческими дифференциальными уравнениями. 

Теперь в формулы (1) § 7 нужно подставJlТЬ 

ql = Х1, ••• , qn = Хn' 

'Jn+1 = Уl' •.• , q211 = Уn' 

Q2n+l = ZI' •.• , qan = Zn' 
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н, следовательно, 

если ПОЛОЖИТЬ тм.l == тl и т. д., т2n+l == т1 и т. д. Стало быть, 
согласно (2) 

дТ • 
р. = -.- = т.q .. 

I aqi ' • 

и поэтому 

(9) 

где 

н=т-и, 

И где, по нашему предположению, существует силовая функция. 
Пример 2. Движение тела отнесено К осям, которые вращаются 

с постоянной скоростью вокруг начала координат. 
Согласно (19) § 7 живая сила имеет следующий вид: 

2Т = ~2 + ~2 + 2n (~~ _ '1~) + n2 (~. + ,,'), 
где масса положена равной единице. 

Таким образом, 

2Т. ==~. + ~', 2То == n'(~' + '1'). 
Теперь положим 

ql ==~, q. = '1, 

тогда согласно (2) получаем уравнения 

дТ· • 
Рl == -. == ~ - nт) = ql - nq., 

aql 

р, = д: == ~ + n~ = q. + nql, 
aqz 

которые, будучи разрешенными относительно ql и q" дают 

q{= Рl +nq., 

q. = p.,-nql· 
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Отсюда получаем 

2Т, = (Рl + nq,)2 + (Р,- nql)', 
2Т1 = 2n(qtpz -qzРI) -2nZ(q~ + q~), 
2То = nZ (q~ + q:), 

и, следовательно, если существует силовая функция и, 

н = Т,- То - и 
или 
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н = ~ [(Рl + nqz)' + (pz - nql)Z - n' (q~ + q:)] - и, (10) 

dPi дН 
у,==- др. ' 

dqi дН 
тt = aqi 

(i=1,2). 

Если умножить уравнения (8) соответственно на - qi И Р! 
И все уравнения для i = 1, 2, . • . , k сложить, то получим урав
нение 

дН • дН' дН' дН • 
aql ql + ... + aq" q" + aPJ. РI + ... + дРk Р" = О, 

которое можно записать проще: 

dH. _ дН _ О (11) 
dt at - , 

дН 
если под дt понинать производиую от Н по t. явно входящему 
в н. Если Н не зависит явно от времени t, то 

Н = С, (12) 

где С обозначает постоянную. Этот интеграл не обязательно 
совпадает с интегралом живых сил. Последний записывается так: 

Т = и + С1• 
т. е. 

Т z + Т 1 + Т О = и + с l' 
В то время как из (12) 

Т2 - То = и + С. 

(13) 

Если существуют оба эти интеграла, то из этих уравнений сле
дует, ЧТО 

(14) 
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Во втором из рассмотренных примеров при опреде;Iенных усло
виях существует интеграл живых СЮI, а также интеграл Н = С. 
Следовательно, согласпо (14) 

Q1P." - Q."pl = const 

также должен быть интегралом дифференциальных уравнений. 
Этот интеграл совпадает с интегралом площадей. 

Если Т содержит только члены второй степени относительно 

ql' .•. , Qk, то имеем 

н = т-и. 
В этом случае можно легко найти выражения для коэффициентов 
при PiPj в Т. 

Пусть 

2Т = ~ otijQiQj; 

тогда согласно (2) получим уравнения 

Рl = otl1Ql + ... + otlkQk, 

P~ = otklQl + ... + ot""ik' 

которые, будучи разрешенными относительно q, дают 

r 

где 

• "" д!1 Aql = ~ дР;' 
;=1 ~jl 

(15) 

Но теперь, так как Т является однородной фУНIщией второй 
степени относительно qi, 

~. дТ ~ • 
2T=~q,-. = ~p.q . 

• aqi • • 
П, значит, по (15) 



I 9] ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ГАМИЛЬТОНА-ЯНОБИ 57 

§ 9. Дифференциальное уравнение Га~IИlIьтона - Якоби *) 

Каноническая форма дифференциальных уравнений движения 

где 

dqi _ дН ) 

dt - др( , I 
dPi дН 
dГ= - aq; 

(i = 1, 2, ... , k),) 

н = Т2 - То - и, 

(1) 

(2) 

непосредственно не приближает нас к решеНIlЮ проблемы. Рас
смотрение этих уравнений привело к важному шагу вперед бла
годаря теореме, установленной Раулем Гамильтоном и Якоби. 

Пусть Н является в общем С;Iучае функциеЙ от t, ql' q2' ... , 
Qk. Рl' Р2' •.. , р". ЗамеНIIМ в этой функции все величины р; 
частными производными некоторой функции V. таи что 

дУ 
Р; = aqi ' 

(3) 

И рассмотрим уравненпе в частных производных первогО ПОРЯДI\а 

второй степени: 

дУ ( ау дУ дУ) 
7ft + JI t, ql' Q2 • ••• ,Q/i; aql ' aq~ • ••• • aqk = О. (4) 

ПреДПОЛОЖИ~I. что найден интегралV (t. Ql • ••• , Q". U 1• •• ,Uk), 

ноторый содержит k независимых постоянных а1 • а2• • ••• Uk' 

Тогда общий интеграл системы (1) задается следующими форму-
лами: 

(5) 

.'де ~1' ~2' •••• ~!> обозначают новые произвольные постоянные. 
УравпеНIIЯ для Р; иногда называют промеЩУТОЧНЫМII I1нтег
ралами. 

З а м е ч а н JI е. IIостоянные а •• а2 • •••• Uk В V будут назЫ
ваться независимыми ПОСТОЯННЫМII, еслп гессиан от V относительно 

*) Это уравнеНIЮ I1азывают Т31,же уравнением Гамильтона - Остроград
СIЮГО. (При.,II. lIeрев.) 
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ql' q2' •.• , q/t, al' а2' ... , a/t отличен от нуля: 
a2V д2У 

дЧlда.l • • • дч 1aa./t 
Е = .......... =1=0. (6) 

a2V д2У 

aq/taa.1 • • • дч"да" 

Если вьmолняетсл (6). то интеграл V обладает таким свойством, 
что координаты Рн Р2' •••• Р". ql' q2' •••• q" могут принимать 
произвольные начальные значения. Действительно, если p~, p~, 
... ,P~. q~. q~ • .•• , qZ - значения координат для t=to, топо(5) 

~ 0= -; [У (to• ~, •••• q~. 0'1 ••••• O'тr)]. 
дЧl 

Якобианом этих уравнений относительно а1, а2, • • • , а" именно 
и является определитель Е, и так как мы предположили, что он 
отличен от нуля, то указанные вьппе уравнения можно разре

шить относительно а1 , а2, ••• , a/t. Затем из уравнений (5) опре
деляются соответствующие значения для ~1' ~2' "', ~". При 

о о о о о о 
некоторых значениях Рl, Р2, ••• , р", ql' q2' .•• , q" определи-
тель Е может обращаться в нуль, причем уравнения (5) представ
ляют общий интеграл. Эти специальные значения являются осо
быми точками соответствующих дифференциальных уравнений. 

Если определенные при помощи (5) значения qt, q2' •• " q", 
Pt, Р2' .•• , Р" формально удовлетворяют уравнениям (1), то 
мы знаем, что они образуют общий интеграл. Из (5) посредством 
дифференцирования получаем 

д2У д2У аЧl д2У ач" _ О ) 

~:Ot. + .~'8~,. ~' . ~ ... : ~ ~.':.:~ .-. .. I 
д2У + a2V аЧl + a2V ач" О I 

дa."at aa."aql df ... + да."дч" те = • J 
(7) 

аР1 д2У д2У аЧl д2У ач" ) 

~t . • ~Ч~де. ~ .д~: .ае. ~ ~ '.' ~. д~,,~ч: ~t. '. I 
dp/t д2У a2V аЧl a2V ач" 

(8) 

те = aq/tat + aq/taq\ тt + ... + дч~ (jf • J 
ач. dPi 

Вместо того, чтобы решать эти уравнения относительно dt п df 
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и проверять решение по (1), проще подставить уравнения (1) в 
(7) и (8) и показать, что эти равенства выполняются тождественно. 

dq. 
Подставим теперь выражения (1) для а/ в (7), тогда получим 

a2V + д
2

У дН + ... + ~ дН = О I 
a.ct1~t • • ~ct~a~1 .д~ • •••• ~ct~a~k ~p~ • • : (9) 

д2У д2У дН д2у дН 

да.kдt + да.kдq 1 дРl + ... + даk дqk д Pk = О. 

Но эти равенства являются тождествами. Так как именно 
V (t, ql' q2' •.• , qk, аl' а2, .•. , ak) тождественно удовлетворяет 
уравнению в частных производных (4), то результаl', RQТОРЫЙ 
получится, если продифференцировать (4) только по одной из 
величин q2' ••• , qk или a1, а2, ••• , ak, также должен быть 
тождественно равным нулю. Но если продифференцировать (4) 
по ai, то получим уравнение 

д2У + дН a2V + ... + дН a2V = О 
atдa.1 д дУ дqlдct1 д дУ дqkдct l ' 

дq1 дqk 

которое будет, очевидно, тождественно с (9), если припять во 
внимание (5). 

Если одновременно с этим продифференцировать (4) по qi, 
получим 

д2У + дН + дН д2У + + дН a2V О 
дtдq1 дq1 дil aq' • • • дУ' дqkдq 1 = 

д- 1 д-
aq1 aqk 

И т. д., В то время как из (8) и (1) 
аР1 д2У д2у дН д2У дН 

тt -= дq1дt + aq:aPl + ... + дq1дqkдРk 
и т. д., И эти уравнения эквивалентны, так как 

аР! дН 
dt = -дqi· 

Таким образом, мы доказали, что (1), (7) и (8) совместимы друг 
с другом, поэтому они должны быть также тождественными, так 
как уравнения (7) можно разрешить относительно Чl' •.. , Чk, 
ибо Е =1= о и, следовательно, (7) и (8) дают вполне определенные 
значения дЛЯ Р! и Чi, а так как никакие другие функции не могут 
удовлетворять этим уравнениям, то они должны совпадать с (1), 
что и следовало доказать. 
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Если Н не зависит явно от временп, то уравнение в частных 
ПРОIlЗВОДНЫХ (4) можно уПрОСТИТЬ. Подставим в уравнение (4) 

~~ +Н=О 
фУВIщию 

v = - ht + W(Ql' q2,"" qk, ot2, ••• , otk); 

тогда будет 
дУ 
дe=-J~, 

(10) 

и пместо (4) получим уравнение Гамильтона - Ниоби в форме 

( 
дW дliV) Н ql, q2, ••• ,Qk, дql , •••• дqk = h, (11) 

в иоторой оно обычно записывается. 
Таи нан 

дУ дliV 
7iit = - t + -дГ = ~, 

то согласно (5) решение (11) записывается в следующем виде: 

aw 
-аГ = t +~, 
дfV 
д~2 = ~2' (12) 

дW 
~ =~k, 

" 
дW 
дql = PI, 

aJV 
aq2 = Р2, (13) 

дW 

aq" = Pk • 

Пример t. Притяжение тела двумя неПОДВJ{ЖНЫМИ центрами. 
Возьмем в качестве лагранженых координат абсолютные ко

ординаты х, у, z так, что 

тогда будет 
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И поэтому 

РI = ql' Р2 = q2' Ра = qз· 
Силовая функция имеет вид 

и = к + К' 
"у(с - 9~)2+ 9: v (с + 91)2 + q: 

П, следовательно, 

Так как время явно в 1/ не входит, то уравнение Гамиль
тона-Якоби будет 

~ [( ату )2 + ( дW)2 + ( дW )2] = К + К' + J&. 
2 д91 дqа дqа. "у(с _ ql)2 + q:V(c + ql)2+ q: 

Нужно отыскать интеграл W этого уравнения, который, кроме h, 
содержит две независимые произвольные постоянные. 

Интегрирование этого уравнения, очевидно, вряд ли бы уда
лось, если бы В качестве даl'ранжевых координат были сохранены 
абсолютные координаты. Введем вместо них эллиптичеСlше 
координаты (37) § 7, так что 

ql = 11., q2 = J.L; 
тогда 

дТ 9~- q: . 
Рl = -.- = -2-- ql' 

д91 91- с2 

дТ q~-q: . 
Р", = -д' = -2--2 q2, 

92 С -92 

и отсюда 

2Т =_1_ [(q?'_C"')p2 + {C"'_q2)p2]. 
q~_ q: 1 1 2 2 

(13*) 

Силовая функция будет 

и = ~[(K +K')q)-(K -К') Q2], 
91 - q2 

(14) 
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и, таким образом, 

н = т - и, 

'Уравнение Гамильтона - Якоби 

1 [ 1 (дW )2 1 ( дW )2 __ -;-(q2_ с2) _ +-;-(C2_q2) __ 
q~_q~ 2 1 aql 2 2 aq2 

-(К + K')ql + (К -K')Q2J = '~ 
будет таким, что его можно непосредственно свести к квадратуре. 

Пример 2. Проблема двух тел. 
Дифференциальные уравнения движения в относительных 

координатах имеют вид 

d2ж ди d;' ди d2Z ди 
dt2 = дЖ' dt2 = ау' dt2 = дi ' (15) 

где 

(16) 

Хотя здесь речь идет об относительных координатах, все же 
приведенные выше рассуждения можно использовать непосред

ственно, так как эти уравнения имеют именно ту самую форму, 
которая необходима для применения лагранжевых игамильто
новых уравнений. 

Таким образом, можно положить 

l' . . 
т = 2 (ж2 + у2 + Z2). (17) 

Выберем ж, у, Z в качестве лагранжевых координат; тогда сог

ласно (2) § 8 х, у, z будут соответствующими импульсами, 
и уравнение Гамильтона - Якоби запишется в виде 

~ [(д:)2 + (дд~)2 + (д:У] = ~ + h. 

Здесь прямоугольные координаты также непригодны для инте
грирования. Наоборот, полярные координаты здесь лучше. Тогда 
согласно (12) § 7 имеем выражение для Т: 

2Т = 72 + r2~2 + r2f)2 созll <р. 
ИтаJ(, положим 



§ 9] ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ГАМИЛЬТОНА - ЯRОБИ 

тогда ПОЛУЧИМ 

дТ • 
Pl = [i; = r, 

дТ • 
Р'I. = -. = r'l.q>, 

дер 

дТ • 
Рз = дО = rse COS'l. «р. 
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Дифференциальные уравнения для этих координат в каНОНllче
ской форме будут 

(i = 1, 2, 3), 

где 

н _ !. ( '1. + 'p~ + P~ ) _ .f... 
- 2 Р1 rl r 2 cos. ер r' 

'Уравнение Гамильтона - Якоби для задачи двух тел примет вид 

1 [(дW)'I. 1 (дW)'I. 1 (дW)'I.] 1.1. h 2" дr + 1=2 дер + r2 сов2 ер д6 - r = . (18) 

Иитегрироваиие этого уравнения мы выполним в одной из сле· 
дующих глав. 

Пример 3. Пусть движение тела отнесено к подвижным осям, 
и пусть и - функция координат тела относительно этих по
движных осей. Тогда имеем 

и = и (6. '1') 

И по (19) § 7 

2Т = ~'I. + ~'I. + 2v (~~ - ~'I') + v'l. (~2 + '1')'1.). 

Если 6 и '1') принять в качестве лагранжевых координат, то соответ
ствующими Р. будут 

Рl = ~-V'l'), 
и 

l' . 1· 
Н = Т'I. - Т о - и = 2" (~'I. + '1')'1.) - "2 V'I. (6'1. + '1')2) - и (~, '1') = 

1· . 1 . 
= "2 [(Рl + v'I')'I. + (Р'l. - v~)'I.] - 2' v'l. (~'I. + '1')'1.) - и (~, '1'); 

теперь СОГЛАСно (4) искомое дифференциальное уравнение примет 
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вид 

аУ 1 i ау ')2 1 (дУ ')2 l' 
дt + 2" \ дf + z:'l + 2 дtl- v~ -;[ v2 (~2 + 1'}2) - U (~, 11) = о. 
Если V (s, 1'}, «1' «J является функцией ДВУХ независимых величин, 
«1 и «2' которая удовлетворяет этому уравнению, тогда S и 1'} 
определяются при помощи (5) и (6). 

§ 10. ВариаЦlIJ1 постоянных в задачах механПIШ 

Пусть необходимо 
циальных уравнений 

реШIIТЬ каНОIШ'lескую систему диффероп-

dqi ап 
df = aPi' (i = 1, 2, ... , n). 

Разобьем характеристическую фуНIЩИЮ Н произвольным обра
зом на две части, Н о и Н l' так что 

Н = Н о + Н l' (2) 
и предположим, что найдено решение дифференциальных урав
нений 

(' = 1,2, ... ,n) (3) 

либо благодаря применению уравнения Гамильтона - ЯI(обl1 

дУ 
де + Но = О, (4) 

либо каКИМ-НIIбудь другим методом, так что решение (3) будет 
следующим: 

qi = qi (t, «1' «2' ... , «n, ~1' ~2' ... , ~n), } (5) 

Pi = Pi (t, «1' «2' ... , «n, ~1' ~2' ... , ~n), 

причем «1' «2' ... , «n, ~1' ~2' ..• , ~n являются независииыми 
постоянными интегрирования. Затем можно поставить задачу 
проинтегрировать уравнения (1), используя в качестве перемен
ных «1' «2' ... , «n, ~1' ~2' .•. , ~n вместо ql' q2' ... , Qn, Рl' 
Р2' •.. , Рn· Эта задача именуется проблемой вариации произ
вольных постоянных. 

Будучи сначала поставлена Эйлером, эта проблема в наиболее 
общей постановке была развита Лагранжем. Один из наиболее 
значительных результатов в небесной механике этого великого 
ученого заключен в его исследованиях по теории возмущений. 

Таким образом, задача заключается в составлении дифферен
циальных уравнений для «i и ~i' Теперь следует заметить, что 



§ 10] ВАРИАЦИЯ ПОСТОЯННЫХ D ЗАДАЧАХ МЕХАНИКИ 

еСЛIl через «! и ~; обозначены постоянные, ВОзникшие при ип
тегрироваЮIII дифференциального уравнения ГаМИJIьтона
ЯIюби (4) по фОРltlУ.тlам (5) предыдущего параграфа, то ПО:lучаем 

(i = 1, 2; ••• t 1l). (Н) 

На этом OCHOBaHIlII «; 11 ~; называются наНОНl1чеСКИМll ПОСтояп
ныr.ш интегрирования. 

Д О ({ а з а т е :1 ь с т в о. Из (5) получаеАI 

дll ._ • __ iJqi ~1 (aqi г/а,. iJq; //13,.) 
др. - qt --- dt +..C:::J да. тt + д~ dt t 

1 "=1' I-'/' 

_ д/Е _ • = др; ~, (аР! //а/. ПР, ~/iЗ,,) 
iJq i - JI! iJt + ;:;1 \ nз/, dt + 813/' (а • 

Если теперь Прll IIl1теГР 11 IЮВ!\НИИ (~) получили бы qt J[ Р! 
В форме (5), то 

iJPi дlEo i.il :':'''7 --- &q; (i = 1,2, ... ,n). 

тю, что ПРlIвсдеПIIые выше уравнеНJlЯ запишутсн в таком Вllде: 

iJqi //зl , tJq; //а" , iJqi (/[31 I iJqi //[3" iJll1 (7) 
дЗl те -;- ... + да" Тt'T A[:Il тt 1" .• + д[:In тt = др;' , 

др; dЗl др! /i:J. n др; d[:ll др; (/[:1" iJ/l1 
даl тt + ... + &з" 1ft + 8[:11 тt + ... + д[3" тt = - ilqi' (8) 

ПОЛОЖllМ здесь i = '1, 2, ... , n; тогда ПОЛУ'IJlМ 211 ураВНСШlii, 
J\OTopble МОЖНО разрешить относителыl,хii и ~i' таli 1\ ан. опреде
Лllтель нз liоэффицпентов отличен от нуля, ибо мы предполnга
.1111, что «1' «2' ... , «" суть независимые постоянные. Этн вы
числения выполняются следующим образом. 

УМ1IОЖIlМ первое IIЗ ПРllведенных выше уравнений па 
д~ aq. 
-8 ,. а послеДllее на - -д I , 11 С.тlожим все ПОЛУ'lенные ТaIШМ обра-

:1/' :1" 

30М уравнения последовательно, полаган i = 1, 2, ... , n. При 
:этом воспользуемс.я следующим обозначеНllем: 

~., (aq l др; iJq; aPi ) 
(а, Ь) =..C:::J дn дЬ - 7fЬ дn ' 

1=1 

(9) 

что можно тю.же заПllсать в следующей форме: 

~ [д ( др! \ 8 ( iJPt)] (а, Ь) = ,..c:::J да q! дЬ ) - ть \ qi дn _ 
1=1 

(В*) 

s Ii. Шар:Jье 
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ИJШ 

(9**) 

Итак, мы получим 

(10) 

(11) 

Уравнение (11) получается, если (7) и (8) умножаются соответ-
др. aq 

ственно на a?>r& и - д?>: и результаты для всевозможных i СIша-

дываются. 

Выражения (а, Ь) впервые были введены Лагранжем If част,) 
называются скобками Лагранжа. Они обладают различными IIH

тересными свойствами, из которых здесь приведем ТОЛЫiО два, 

а именно: 

(Ь, а) = -(а, Ь),} 
(а, а) = О, 

которые непосредственно следуют 113 определения. 

(12) 

Формулы (10) и (11) имеют место ДJIЯ любой системы ПОСТОНII
ных интегрирования. Эти уравнения становятся особенно про
СТЫМII в том случае, если Ui и ~i являются каноничеСКIIМИ по
стоянными. Если UI, а2, ••• , аn, ~I' ~2' ••• , ~n появляются В ре
зультате интегрирования уравнения (4), и, следовательно, 
V (t, U1, ••• , аn, ~l' ••• , ~n) будет фУНIщиеii от n независимых 
постоянных U 1, а2 , ••• , аn, которая удовлетворяет уравнению 

(4), то 

дУ 
да. = ~i, 

& 

дУ 

aqi = Ре (1:Ч 

Но согласно (9**) 

тогда по (13) 
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Между тем имеем 

и, значит, 

~ = (дУ \ + ~ дУ дqi = ~г + ~ дУ дqi , 
даг даг ) i=1 дqi даг i=1 дqi даг 

д~г { о 
(о(г, ~в) = - д~s = _ 1 

для гфs, 

для r = s. 
Тем же самым путем получим 

(аг , as) = (~г, ~8) = О. 

Из (14) и (14*) теперь следует: 

d~r дН1 I dt = дсхг ' 

dar дН1 
Тt= - д~г 

(г = 1,2, ... , n). 

Тогда имеет место следующая важная теорема: 
Пусть уравнения 

(i = 1, 2, . . . , n) 
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(М) 

(14·) 

(15) 

интегрируются при помощи дифференциального уравнения Га
мильтона - Ян оби 

и 

дУ 
Тt+Ho=O 

qi (t, 0(1,"" CXN, ~1,"" ~11)' 

Pi (t, 0(1, ••• , О(n, ~1, ••• , ~11) 

обозначают полученные таним образом решения, где at и ~! яв
ляются наноническими постоянными интегрирования. Если 
а! и ~! рассматривать нак переменные величины, то в урав
вениях 

(i = 1, 2, .•.. n) 

5· 
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можно заменить ql' Q2' •••• Qn. Рl' Р2' ...• рn через аl' а2' ... J 

Qп, Рl' Р2' ...• Рn ПрИ помощи подстановии 
qi = q. (t. Otl.· ••• Otn • ~1 ••••• ~n). 

Р. = р. (t. Otl ••••• Otn • ~1 ••••• ~n); 

тогда для новых переменных а. и Р. получаются дифференци
альные уравнения 

d~i д (Н -Но) ) 

CiГ= да '1 
d:1 i д (~{ - Но) 
CiГ = a~i 

(16) 

(i = 1.2, ...• n). J 
I\аноничесиие постоянные определяются уравнениями (13). 

Из этой интересной теоремы видно бесспорное преимущество 
ианоничесnой формы уравнений в механике перед ДРУГИМИ фор
ма .... уравнений. 



ГЛАВА Jl 

о ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ МЕХАНИКИ. 
УС.'IОВНО-ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ДВИЖЕНИЯ 

§ 1. ИнтеГРllрование ДlfфференциаlIЬНОГО уравнения 
Гамильтона - Якоби разделением переменных. 

Te0J=e1Ia m теккеля 
Если вреll1Я не входит явно в характеристическую ф~'НIщию 

Н, то дифференциальное уравнение Гамильтона - Якоби согласно 
формуле (11) § 9 гл. 1 принимает вид 

( 
BlV BfV) Н Ql.·· .• q; -д- •...• -д- =lt. 

n ql qn 
(1 ) 

Здесь Н - функция второй степени относительно частных про
из водных ОТ w. 

Теперь можно поставить задачу: когда возможно проинте· 
грировать это уравнение путем разделения переменных, т. е. 

когда можно проинтегрировать уравнение (1) таКИll1 образому 
чтобы W приняло следующую форму: 

И/ = ~ fv(i) (Qi). (2) 
1=1 

где БаждыiI член правой части ~V(i) (qi) зависит ТОЛЬБО от одной 
из переменных. 

Решение этой задачи в общем случае представляется связан
ным с нем а.1IЫl\fи трудностями, по крайней мере. когда речь идет 
о том, ,!:тобы отыскать как необходимые, так и достаточные усло
вия для решения. Тем не менее, п. Штеккелю удалось решить 
эту проблему для достаточно общего случая. Это случай. когда 
в (1), Броме переменных ql' Q2' •••• qn, входят ТОЛЬБО квадраты 
дW aw BJV u 

Bql' Bq2 , ••• , Bq, • • Тогда можно наити для решения не только 

упомянутые условия. но также и полностью рассмотреть дви

жение. 

Итак. предположим. что (1) имеет следующую форму: 

1 n ( bW )2 
~H = Т ~ Ах Bqx - (и + iX J) = о, (3) 

х=] 
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где и обозначает силовую функцию, а а1 - постоянную. Рас· 
СМОТрИМ: задачу: как должны зависеть А 1 , А 2 , ••• , Аn И и от 
ql' q, • ...• qn, утобы полный интеграл (3) имм форму (2)? 

Положим: 

тогда 

fl/ _ дW • 
~ х--г. qx 

(3*) 

(3**) 

Если W (Ql' Q, • ••• , Qn, а1 , а2 , ••• , ап) является полным инте· 
гралом зтого уравнения, то при подстановке зтой функции в (3**) 
зто уравнение должно обращаться в тождество, которое будет 
удовлетворяться при произвольных значениях постоянных инте· 

грирования а1, а2 , ••• , аn. 

Это уравнение можно последовательно продифференцировать 
по каждой из величин а1 , а2 , , аn и таким образом получатся 
n уравнений: 

дw2 дJV2 дfv2 

А 1 _1 +.42~+ ... +.4n --" =2, 
да1 0011 д:Хl 

дwl дJv2 дИl2 

А 1 __ 1 + .42--2 + ... + .:1 n -_" = О, (1,) 
да2 д:Х2 да2 Е! 

дЧУ д2W 
дq1да11 • •• дqnдаn 

Если рассмотреть теперь определитель 

.1.= 

дW~ дw:. 
даl' • даl 

aW~ 
даn1' 

aW~ 
• даn 

• =1= о. (5) 

(6) 
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то наЙде~l. что 

(7) 

и так как Е не равно тождественно пулю, то это имеет место 
также и для ~. 

Но если это так, то (4) можно разрешить относительно вели
чин Ар А 2, ••• , А n, и тогда согласно (9) § 1 гл. 1 получим 

2 дА 
А!= А 

aJV~ 
('\_, a::t1 

2 дА 
А 2 = А --a-JV-~=-2 - , 

д -д-а!-

..... 
2 дА 

А n = LГ -a-W--::-2 -

д __ n 
д:Хl 

в СИJIУ (3**) имеем таЮJ,е 

(1 + ~ J 1:2 1 дА 
= - ~1 LJ '. х Т aw2' 

x~1 д __ Х_ 
да! 

Так как согласно (2) § 1 гл. 1 

n aW~ дА 

~ = ~ a::t1 aw2 ' 
х=1 д __ Х 

да1 

то вместо (9) можно записать 

n ( д~Y2) 1 дА 
и = ~ fV~ - (t! да; Т awll ' 

Х=1 д __ Х 

да! 

(8) 

(9) 

(9*) 

Формулы (8). и (9*) справедливы всегда. Мы не делали здесь 
нинаких других предположений относительно функции W, кроме 
того, что это ПО:IНЫЙ интеграл (1). Подчиним теперь W условию, 
что переменные в W разделяются, так что W имеет форму (2). 
Ниже мы установим следствие из формул (8) и (9*). 

Во-первых, из (3*) следует, что Wx является функцией только 
qx. Далее, так как мы нашли, что ~ не равно тождественно 
нулю, то всегда имеются значения постоянных интегрирова

ния "1' "2' ... , "n, для которых ~ отлично от нуля. Пусть 
00 о u u uд "1' "2, ...• "n ЯВ.тJяются такон систеМОll значении. ля этих 
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ди;2 u 

значений «1' «2' ..• , «/1 функции __ " переIJДУТ в опреде:Iенные 
да 

функции от q". Положив 
дн,2 

<р"у (q,,) = да" 
v 

(x,v=1,2, ... ,n), 

имеем 

~ = 1:11. (~.~.: ~ ~'t'Y~11~ • 

IlI'ш «(/.) ... 1Р1In (q,) 

Для указанных значений «1' «2' ... , «n выражения 

'~ aw: 2 ,,,-ot. iJal (х=1, , ... ,n) 

таl\ЖО перейдут в определенные фушщии от qx. Положим 

д\l,2 

'1'" (q,,) = J.;J/~ - ot. -д" " al 

тогда нриходим к теореме Штеккеля: 
Если уравнение Гамильтона - ЯI<обп 

11 iJJ-V 2 r 

11 = ~ ЛХ (-д ) -2 (и + ot1) = о 
~ q", I 
"~1 

(10) 

(11) 

ДОПУСI\ает раздеJlеIше переменных, то необходимо имеется система 
n2 фУНIЩИЙ 

(х, v = 1,2, .. . ,n), 

и система n ФУНIщий 

'1'1 (Ql), ""2 (Q2), .•. , ""11 (q,1) , 

об:lадающих свойством, ч'го ]\оэФФициенты А], А 2 , ••• , А n , 
и силовая функция и MOI'YT быть предстаплены при помощи 
уравнений 

1 дt!. 
А" =Т-д-

<Р,,) 
(х = 1, 2, .. . ,и). 

_ n 1 iJ!:i 
[; = ~ '1'",---. 

-'J А iJ<J>x. 
"=1 

Здесь ~ определяется формулой (10). 

(12) 

(13) 
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[В выражениях (8) для Ах содержится коэффициент 2. Его
часто отбрасывают, при этом только нужно изменить соответ
ствующим образом произвольные функции 'Фх.] 

Эти условия необходимы. Хотя выбор фуmЩIIП 'Рх" 11 'Фх 
может быть нроизвольным, это непосредственно не очевидно. 
Но па самом деле это так. По-видимому, наиболее прямой путь 
сос·тоял бы в доказательстве того, что уравнение (11), коэффи
циенты I\OTOpOrO заданы при помощи (12) и (13), всегда может 
быть решено разделением переменных. Это как раз 11 ПОI\азал 
Штею<е.:IЬ. 

Решение указанного уравнения имеет с.'1едующиП вид: 

ИГ = :t ~ ,./2'Ф)( (qx) + iJ 2(Хл'Рхл (qx) dQx· 
х=1 .. 1.=1 

(14) 

Отсюда следует: 

aJV,2 n 

( aqx) = 2"1'" «(1.) + ~ 2(X/.'Px/. (чх ), (1.5) 
1.=1 

ПодстаВИl\l в (11) вместо А и и выраженин (12) и (13) и примем 
во внимание соотношение 

n 1 at:J. 
~ LГ~'P". = 1; 
Х=1 ". 

(Ш) 

Но (15) удовлетворяет этому уравнению. ПодстаВПl\l это выра
тУ 

жение для 'aq ; тогда вместо (16) ПО.'1учим 

1 11 {at:J. n } '1 11 { 11 at:J.} 
Т ~ aq>X! ~ 2(Хл'Р"л (qx) = т ~ 2хл ~ 'PX/. aq>X! • 

)(=1 Л=2 Л=2 Х=1 

Но теперь согласно (2) § 1 гл. 1 

~ м {L1 ДJIЯ 
~ 'Рхл aq>Xl = О для 
Х=1 

так что коэффициенты при ал тождественно равны нулю. 
СJIедовательно, дифференциальное уравнение в частных 

производных (11) будет УДОБ.'lетворяться функциеii (14). Это 
уравнение содеРiЮIТ также необходимое число постоянных 
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0(11' а2, ••• , аn, И они не зависят друг от друга. Действительно, 
.из (15) следует, что 

·и, следовательно, 

дП·~ 
~=2q>"v 

v 

(К, V = 1,2, .. . ,n). 

Так как предполагалось, что !q>"v \ не равен тождественно нулю, 

I 
д-JV I 

то не должен быть равным нулю также дq"д':lv и, таким обра-

·~OM, постоянные интегрирования взаимно независимы. 

Дифференциальное уравнение в частных производиых 

Н=О 

соответствует системе канонических дифференциальных урав
нений 

а:: = :~ , I 
dpj __ дН 
dt - дq( 

(i = 1, 2, .. . ,n), 

в которых, если имеет lIfесто разделение перемениых, 

1 11 

1I =2" ~ A,,~- и, 
"=1 

(17) 

(18) 

а А" и U задаются соотношениями (12) и (13). Согласно (12) 
§ 9 гл. 1 решение (17) запишется следующим образом: 

дМ' 11 \ <Р,,1 (q")dq,, (19) 
да.l = t + ~I = ~ J I 11 

"=1 J/ 2ф" (q,,) + 2 ~ ':lл<J>"л (qx) 
Л=1 

(IJ = 2, 3' ... ' n). 

(19*) 
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Итай, уравнения (19) И (19*) дают общее решение нанонических 
дифференциальных уравнений (17) при сделанных нами предпо
дожеНIIЯХ. 

Ес:щ резюмировать результаты, то они выразятся следующим 
.образом: 

Если даны n (n + 1) функций каждой из переменных 

ср"., (q)() (х, v = 1, 2, ... , n) 
и 

(х = 1, 2, ... , n), 

-обладающих свойством, что 

(х, v = 1, 2, ... , n) 

не равен тождественно нулю, но В остальном выбранных произ
вольно, если, далее, предположим, что n + 1 функций А l' ••• , А" 
и и опреде.1JЯЮТСЯ так, что 

1 дА 
А)(=та-ч> , 

,,) 

11 1 дА 
U = ~ 'Ф)(т-а-q> , 

"1 )(=1 

то решение канонических дифференциальных уравнений 

(!qj дН dPi дН 1 
I.it = aPi dt = - aqi (i = ,2, ... , n), 

где 

Н __ 1 ~A р2_С 
- 2 ""-i )()( , 

выражается уравнениями (19) и (19*). 
дА 

3 а 1\1 е ч а н и е. Если бы миноры -д были тождественно 
q>xl 

равны нулю, то соответствующий коэффициент А обращался бы 
в нуль. Но тогда из дифференциальных уравнений следует, что 
соответствующее выражение для q)( постоянно, так что порядок 
СlIстемы дифференциальных уравнений можно будет понизить 
на единицу. Мы предполагали, что это понижение порядка уже 
выполнено, тап что ни один из коэффициентов А)( не обращается 
в нуль. 

Движение, определенное уравнениями (19) и (19*), можно 
изучить полностью с помощью этих уравнений. Но прежде чем 
переходить к обсуждению случая с произвольным числом пере
менных, рассмотрим простейший пример, а именно случай, когда 
имеется единственная переменная q. 
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§ 2. Движении с одной степеиью свободы. Либрации 
и предельное движеНllе 

[гл. IJ 

О движении, которое определяется RаноничеСRИМИ диффе-
ренциальными уравнениями 

ач! дН 

:;i' = дРiд~ ) 

dt =- дч! 

(i=1,2, ... ,n), 

говорят, что оно обладает n степенями свободы. Ес.'IИ степень 
свободы только одна, то имеем 

ач - дIl J' ае - др , 

ар дП 
Тt=-дq' 

(1) 

где 

1 
Н = Т А (q) р2 - U (q). (1 *) 

Соответствующее уравнение ГаltlИльтона - Якоби выражается 
здесь просто: 

А (q) (д;;)2 = 2(и + ot), 

11, таRИМ образом, имеем 

И7 _ (' 1 ;2 (и -i- :ж) d 
- J V А(ч) q. (2) 

Затем отсюда получим 

дlV _ \ ач 
д:ж - J V2А(q)(U+:ж) =t+~. (3) 

Теперь мы хотим исследовать движение, определяе:'lfое этим урав
нением. 

Для HeRoToporO сокращения выражений введе!II понятие «ме
ханичеСI<ая величиню). Под механической веЮIЧИНОП будем пони
lIIать перемеНIlУЮ, которая вместе со своей первоJi производной 
действительна, непрерывна и конечна для I\аждого r,оиечного 
значения времени. 

Примером такого рода являются прямоуго.'rьиые Rоординаты 
8 задаче трех тел в случае, когда в конечный I\(О:'lrеит времени 
.не происходит СТО.1Jкновения. В качестве мехаиичеСRИХ величин 



f 2] ДВИЖЕНИЯ С ОДНОЙ СТЕПЕНЬЮ СВОБОДЫ 77 

MOil\HO раСС~fатривать также оскулирующие эллиптические эле
менты И т. д. 

При ЭТО~I вместо времени можно ввести любую другую не-
8аВIIСИМ~ТЮ переменную с такими свойствами, что она: 1) не
прерывно растет вместе со временем и 2) становится бесконечноii 
вместе со временем. 

Пусть теперь механическая величина q определяется диффе
ренциаЛЬНЫ~1 уравнением в форме (3). Положим 

F (q) = 2 (и + а)А (q); 

тогда это уравнение выразится так: 

, dq )2 
\dГ =F(q). (4) 

Далее нужно ПОl\азать, что q никогда не может переходить 
через такое значеНlIе q = а, для которого функция F (q) обра
щается в ну.'1Ь. 

Пусть F (а) = О, и пусть кратность этого I{ОрИЯ равна т, 
где т обозначает це"Iое положительное число. Тогда можно на-
писать 

F (q) = (q - а)т <р (q), (4*) 

где <р (а) ОПIIIЧНО от нуля. Предположим теперь, что <р (q) можно 
разложить в сходящийся степенной ряд в окрестности х = а, 
!'Де, следовательно, 110 предположению, постоянный член отличен 
от нуля. Из (4) затем получим 

щ 

(q-a)- 2[со + с\ (q -а) + c2(q-a)2 + ... ] dq = ±dt. (5) 

При интегрировании мы должны здесь различать два случая, 
смотря по тому, будет ли т четным или нечетвым числом. 

Для нечетного т интеграл (5) выразится следующим образом: 

а Д:IЯ четного т 

- Сm ln(q-a)+ 
"2-1 

+ 2 ( _ )- ~ +1 {_/,о_ + _C_l _ (q _ а) + --!!..- (q _ а)2 + ... } = 
q а т - 2 т - 4 m-6 

= =F (t + "), (7) 
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где т обозначает постоянную интегрирования и из скобок нынесен 
член с коэффициентом Ст • 

"2-1 
Допустим теперь, что в этом уравнении q приб.'Jижается ., зна

чению q = а именно таким образом, что .чевые части (6) и (7) 
остаются деЙствите.l:ЬНЫМИ; тогда одновременно абсо.l:ютные ве
ЛИЧИНЫ левых частей вместе с t неограниченно возрастают вся.,иiI 
раз, как т ;.;.. 2. Обратно, мы можем утверждать, что если т ;> 2, 
то не найдется ни одного конечного значения t', для которого q" 
принимает значение а. Далее, так как q действительно и непре
рывно, то q от действительных значений, больших а, может 
переходить к действительным значениям, меньшим а, только 
само принимая значение q = а, тогда, cTa.1JO быть, q при т ;> а 
не может НИI_огда пройти через корень q = а. 

Ес.1JИ, наконец, т = 1, то согласно (6) в окрестности q = а 
между q и t имеем с.1Jедующее соотношение: 

2(q-а)1/2{СО+ ~l(q_a)+ ~ (q-а)2+ ... }=±(t..L т). (8) 

Далее отсюда получим 

q - а = А 1 (t + т)2 + А 2 (t + т)4 + . . . (8*) 

Для t = -Т имеем q = а; это значение q достигается здесь при 
конечном значении t. Но здесь через ТОЧI\У q = а также нельзя 
перейти. Действительно, из (8*) следует, что для положитель
ного А 1 должно быть q > а, для отрицательного А 1 всегда q < а. 
В обоих случаях точну q = а переходить нельзя. Таним образом~ 
мы приходим к результату: 

Если q является механической величиной, которая опреде
ляется дифференциальным уравнением 

(.!!!L\2 _ 
dt / - F(q), (а) 

то q ни при каком конечном значеlШИ t не может принять зна
чение q = а, для которого 

F (q) = О. (б) 

Если q = а - простой корень (б), то это значение достигается 
при нонечном значении t, и производная от q при q = а меняет 

знан. Если I\ратность корня больше единицы, то значение q = а 
не достигается ни при кю<ом конечном значении t. 

Пусть теперь а и Ь (Ь > а) - два соседних корня уравнения (б) 
кратности т и n, тан что 

(9) 
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где 'Ф (q) ни для каких значений q, лежащих между а и Ь, не 
обращается в нуль. Если в начале движения q находится между 
а и Ь, то, значит" по приведенной выше теореме q должно всегда 
находиться между границами а и Ь. 

ДЛЯ исследования движения, определяемого при помощи (9). 
мы введем вспомогательную величину И', которую опреде:IИМ 

так, чтобы 

(10) 

и, далее, 

(11) 

Так как уравнение (9) заменяется двумя другими, каждому 
из которых соответствуют свои особые постоянные интегриро
вания, то одну из этих постоянных можно выбирать по произ
волу. Мы установим, что для уравнения (11) постоянная Jlнте
грирования будет опредеJIЯТЬСЯ так, чтобы w получало ну.аевое 
значение, когда t равно нулю. Далее из этого же уравнения colle
дует, что w должно всегда иметь деiiствительные значения. Но 
можно распорядиться не только значением w в нача.тJе движения, 
но также допустимо в начале движения дать w произво.'1ьныЙ 
знак, так как необходимо только, чтобы име.тIО место уравнение 
Д.тIя квадратов производных: 

( :~ / ( ::0 )2 = ( ~i )~. 
Дадим далее dw в начале движения тот же знак, как и dt; 

тогда знаки обеих этих величин всегда будут согласованы, так 
как w никогда не l\Iожет стать нулем (или бесконечностью). Зна
чит, Д.'1я всех значений t имеем 

dw f .. i--
dГ = + т J' 'Ф(,,), 

l'де ~ обозначает еще одну неопреде.тIенную положите.'1ЬНУIO 
постоянную. 

Из этого уравнения между w и t мы можем вывести одно важ
ное свойство. Когда q в своем изменении определено тап, что 
всегда Ь ;> q ;> а, и сообразно сделанным предположениям 'Ф (q) 
в этой области непрерывно и ниnогда не становится нулем или 
бесконечностью, то 'Ф (q) необходимо должно иметь для указан
ных значений q конечную верхнюю границу и отличную от нуля 
положительную нижнюю граlJИЦУ. То же самое относится таnже к + l''Ф(q), 
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таl\ что всегда можно найти два положительных числа L 1 
и L 2, такие, что для всех рассматрпnаемых значений fJ 

~LI < v 'Ф (q) < ~!'2' 
И отсюда с:rедует, что 

L1t <ш < L2t. (12) 

ПОС.'1е того как мы выбрали две определенные границы, внутри 
I,OTOPblX ДО:IЖВЫ быть заключены значения ш. мы можем переliти 
li исследованию уравнения (10), дающего зависимость между q и 
ш. Здесь мы обнаруживаем БО:IЬШУЮ пользу, которую достав
ляет нам введение вспомогательной величины ш. ДеЙСТВlIтельно, 
теперь все рассмотрение движения сводится 1\ уравнению (10), 
для чего можно обойтись элементарными методами. Предполо
жив, что решением этого уравнения будет 

q = f (ш), 
д.'1я представления всего движения мы здесь TO,'IbI\O ПОlj)(\буем, 
чтобы w могло пробегать все значения от -:)О до +х. Боле(' 
того, еслп мы отождествляем w с точностью до постоя НПОfО мпо
жите.:JЯ с t. то мы можем ПО.'1учить приб.1Иiliенное преД(Н81':lение 
движения. Это приближение такого же рода, I\ак и то, IiOTOPO(' 
по.'Iучается в обыкновенной задаче о маятшше, если встг(' Ji!lO

щиiiся там эллиптический синус заменить обыtIНЫМ СIШУС(Щ. 
Предпо.'10ЖИМ сначала, что 

т = n = 1; 

таl\ОЙ случай был впервые рассмотрен Веiiерштра"сом в его 
ценном сочинении [6]. 

Имеем теперь 

ddq = ~ J/(~q-a-)--'(-:-b --q). 
10 

Решение этого уравнения выражается тан: 

q = acos2 ~1O + bsin2 ~II' 
22' (14) 

Значит, в этом случае q является периодической функцией w 
с периодом 2п/Р. Покажем, что q ЯВJ'Jяется таl\же периодической 
и по t. Постоянной Р мы можем распорядиться, например, так, 
чтобы величина периода относитеJ'JЬНО w совпадаJ'Jа с периодом по t. 
Согласно (11) имеем 

w 
\' ~dw 
~ У'" (q) = t. 
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Если w увеличить на 2п/~, то q останется неизменным. Обозначим 
через 2Т соответствующее приращение t; тогда имеем 

ю+~ 
~ 

2Т= ~ 
w 

~dw 

.. ,1 I ВШ Вш" 
V '!' \ а cos2 т -i- Ь sin2 2 ) 

Но это выражение не зависит от ш, так как 'Ф периодично по w 
2" с периодом lf' следовательно, 2Т будет постоянным, и, таКИ~1 

образом, q является периодической по t с периодом 
21С 

1f 

~
• ~(lll' 

2Т = • ----====== ====;;;::= 'V- f . ~ш '., ~U" 
11 '!' \ а cos2 -;;- + Ь sin2 --;;-/i 

\ - -
(15) 

или 
1с 

"'f 
Т = ~ (Зdw • (16) 

о У'" (а ГOS2~; +bsin2 ~;) 
Это уравнение согласно (14) можно также записать следующим 
образом: 

ь 

т _ С ,lq_ 
- ~ f(q-(l)(b-q)'!'(q} • 

а 

(t6*) 

Если величины периодов по w и по t ДО.'1жны быть равными, 1'0 

имеем 

или 

21' = 2: 
~ = ; . (17) 

Если корни а и Ь уравнения 

F (q) = о 

простые, тогда q будет периодической функцией времени. Эта 
фУНRция является также четной функцией от t. Аналитическое 
представление этой фУНRции может быть легко найдено. По тео
реме Фурье имеем 

1 fCt 2"г Q=TBo+B1COST+B"COST+ . .. , (18) 

6 R. Шарлье 
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rде 

т 

2 \' nnt 
ТВп = J qcos т- dt . 

о 

Отсюда интегрированием по чаСТЯltl получаем 

ь 

С nnt 
nлвп = -2 Jsin rdq, 

а 

где t должно быть выражено через q. 

[ГЛ. 11 

(18*) 

(18**) 

Вычисление (18**) упрощается, если t и q выразить через 
вспомогательную величину ш. Согласно (11) и (17) имеем 

dt = ~dw = 
V 1J> (с, сos2 ~;. + ь sin2 ~;) 

[ 
1 nw 2nш ] = -2 СО + Сl соз Т + ('~COS-7r- + ... dw; (19) 

здесь 

nnw 
т ~cos yc{w 

тсп = 2~ 
о V 1J> (а cos2 ~; -1- ь sin2 ~; ) 

(19*) 

Согласно (16), в частности, 

1 
ТСО = 1. (19**) 

Затем интегрированием (19) получаем 

t + Т • nш + Т • 2nш + 
= w n С1 З111 т 2n CsSlll--т ••• (20) 

При помощи этого уравнепия t выражается через ш, и коэффи
циенты в этом ряде можно всегда вычислить из (19*), например, 
при помощи так называемых механических квадратур. 

С другой стороны, из (13) И (14) 

dq = 2~ (Ь-а) sin n; dw. (21) 

Подставим: теперь в (18*) выражения (20) и (21); тогда получим 
т 

nТВ1I = -(b-a)~sin n;t sin ~Ш dw, 
о 

(22) 
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111 
т т 

2nТН" r л: n 
iJ _ ~t- = J cos т (nt + w) dll" - ~ cos т (nt - и") ([n", (22*) 

о о 

где теперь вместо t нодставляется выражение (20). Численное 
определение ВI1 по этой формуле можно проводить различным 
образом: при помощи механических квадратур, разложением 
по степеням C1, С2 , ••• , при помощи бесселевых функций и т. д. 

Если нратность I{орней уравнения 

F (q) = о 

больше единицы, то изучение движения легко может быть вы
полнено при помощи уравнt1ния 

~ '"'" r~ (1/-- (t)IfI.~(!J _ q)"/2. 

Пусть, во-первых, кра'l'ПОСтr, одного на корней, например, 
n = 1, а дl)~'rUI'O - т >. 1. Ес.ни, далее, dq положитеJIЬНО при 
t = О, то q возрастает и достигает nерхней l"раницы q = Ь. 
Здесь dq : dw меняет знаl\, q начинает убывать и неОl'раничеНlIО 
приближается 1\ значению q = а вместе с ростом w (а также 
и t), не достигая этого значения за I\онечныii промежуток 
времени. 

Если, во-вторых, кю, т, так и n больше ИJIИ равны 2, тогда 
во все время движения dq : dw НИI(огда не может изменить знаI\~ 
и q постепенно приближается к одной из границ а или Ь (к по
следней границе, если при t = О, dq : dw положительно, к пер
вой, если dq : dw отрицательно), не достигая ее в конечное время. 

Чтобы харантеризовать движения, встречающиеся при реше
нии дифференциального уравнения (4), мы будем использовать 
следующие названия: 

1. Будем говорить, что меХaIшческая веJlИчина обладает ли
брацией, еСJ1И она периодически I(олеблется между двумя по
стоянными границами. Эти границы будем называть границами 
либрации. 

2. Будем говорить, что механическая величина обладает 
предельным движением, если она постепенно приближается к 
определенному граничному значению, не достигаtl его в конеч

ный момент времени. Это несобственное граничное значение будем 
называть предельной границей. 

Из предыдущих исслеДОВaIШЙ непосредственно следует, что 
в данном случае могут быть только два этих типа. Либрация 
имеет место, если оба корня, а и Ь, простые, в противном случае 
всегда будет предельное движение. 

6* 
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в случае либрации общее аналитическое выражение для q 
дается формулами (18) И (22*). Соответствующее выражение для 
СJlучая предеJIЬНОГО движения, наскольно нам известно, до сих 

1I0Р не давалось. Движения, названные здесь предеЛЬНЫll1И, такого 
же рода, каI\ и исследовапные Пуанкаре асимптотичеСБие дви
ЖСШIЯ. НО аналитический способ построения последних не сов
падает с раССlllотренным здесь способом, справедливы.м для пре
дельных движений, и поэтому мы сохраним название «предель
ное движение». 

В истории математини исследования уравнения 

(а) 

(где F (q) - ПОJIИНОМ относительно q степени s) имели своеоб
разное развитие. В начале прошлого столетия было доназа
но, что ес.1И s = 4, то q ЯВJlяется ЗЛЛИПТПЧССБоIi функцией t, 
ЮlеЮIЩ'Й: два периода, из которых по I\раiiней ~lCре один 
должен быть мнимым. Если .~ > 4, тогда q, рассматриваемая 
каI\ фушщия НО1.шлексноii переl\lенной t, должна иметь больше 
двух периодов. Но ЯI(оби в своем знаменитом сочинении [7] 
ДОI(азал, что если функция имеет три (или больше) периодов, 
то .'шбо эти периоды могут быть представлены в виде комбинации 
двух периодов, либо функция должна обладать таким свойством, 
что она остается неизменной при беСI\онечно малом изменении 
аргумента. Отсюда Якоби сделал вывод, что F (q) не может быть 
аналитичесной функцией q, если степень s больше четырех. Оши
бочный вывод, еСJIИ его ПОЗВОJlИтельно так назвать, основывается 
на том, что Якоби предполагал, что q изменяется неограниченно 
на всей I~омпленсной плоскости. Но если ограничиться толы,о 
действительными значениями, как это сделал Вейерштрасс в ци
тироваННОlll выше сочинении, то, нак мы видели, q можно 
рассматривать l\aI~ ВПО.1Jне определенную функцию действитель
ной перемснной t. Этим путем можно идти даже дальше, выде;lЯЯ 
вместо двух корней уравнения 

F (q) = о 

четыре (пусть ИМИ ЯВ.'Iяются а1 , а2 , аз, а4) и вводя всПомогатель
ную веJIИЧИНУ и', опредеJfяемую следующим уравнением: 

(~)I ~( )~( )~( )~( )~ dw = t" q- al q -а2 q-аз q- a4 , 

что может быть полезны,' I,огда в мехаиичеСI(ОЙ задаче в начале 
движения q при известных условиях может находиться между 

различными парами "орней ai и aj. 
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При.\lер. Математический маятник. 
Если веРТИI\альную координату маятника, отсчитываемую 

вниз от начала координат, обознаЧИТI. через Z, ДJIИНУ маятника 
через 1, а ускорение силы тяжести через g, то будем иметь 

Idz =dt, 
V2g (l2 - Z2) (: - zo) 

где Zo обозначает постоянную интегрирования. 
Из приведенных выше рассуждений непосредственно следует, 

что если 

1) -1 < Zo < 1, то Иl.lеет место либрация в границах между 
Zo и 1; если 

2) Zo < - 1, то имеет место либрация в границах -1 и + 1, 
т. е. маятник движется всегда в одном и том же направлении; 

если 

3) Zo = -1, '1'0 происходит предельное движение, и 1.Iаятник 
при возрастании времени приближается сколь угодно близко 
к самой верхней точке, не достигая ее за конечный промежуток 
времени; если 

4) Zo = +1, то маятник остается неподвижным в наиболее 
низкой точке. 

Для периода движения 2Т согласно (16*) в случаях 1) и 2) 
получаются значения 

и 

I 

~ 
Idz 

2Т=2 
V2g (12 - Z2) (: - zo) 

z. 

I 

2Т = 2 \' Idz 
J V2g (l2 - Z2)(Z - zo) 

-1 

§ 3. Условно-периодические движения 

Теперь переходим и общему случаю, когда движение обла
дает n степенями свободы. ИтаJ\, пусть имеется J\аноническая 
система дифференциальных уравнений 

(Iqi ан 

lГi =о дРi ' I 
dPi ан 
ж ..... - aqi 

(1) 

(i = 1,2, .. " n),J 

и преДПОЛОЖIIМ, что соответствующее уравнение В частных 

производных Гамильтона - Якоби допускает интегрирование 
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разделением переменных, так что согласно (19) и (19*) § 1 
ql' q2' ... , q" даются следующими уравнениями: 

11 ( .) d 
~ \ 11'11 ql ql = t + ~1' (2) 
i=1 J V 211'1 (ql) + 2a111'i1 (ql) + ... -\- 2anll'in (ql) 

II'H(ql)dqi . =~; (j=2, ... t n). 
V 211'! (ql) + 2a111'1l (qj) + ... + 2anll'ln (ql) 

(2*) 

Изменения перем:енных ql' q2' .. " qn должны исследоваться 
в предположении, что они, в соответствии с определениями, дан

ным:и в предыдущем: параграфе, представляют собой м:еханиче
ские величины. 

При n = 2 эти уравнения были впервые исследованы Штауде 
[8], который ввел также чрезвычайно полезное понятие «условно
периодические движению>, речь о которых пойдет ниже. Для 
случая n> 2 исследования Штауде продолжил Штеккель [9], 
который установил весьма важные свойства этих движений. 

Положим 

ФI (qi) = 2'Фi (qi) + 2ot1q>il (qi) + ... +2otnq>in (Ql)' (3*) 

тогда уравнения (2) и (2*) после их дифференцирования дают: 

11'11 (q1)dql + ... + II'nl(Q,l)dqn =dt, 
VФl(Ч1) VФn(qn) 

11'12 (q1) dq1 + ... + II'n2(Чn) dQn = О, 
VФ1(Q1) Vфn(Qn) (3) 

в начале движения перем:енные Q1, Q2, ••• , qn принимают 

значения Ql0, Q20, •• " q~. Теперь рассмотрим систему уравнений: 

Фi(qi) = о (i = 1,2, ... , n). (4) 

Нусть а! и Ь! - два значения qi' для I~OTOpblX выполняетсн 
(4), и при этом а! < QiO < ь •. Эти корни должны быть такими, 
что между НИI\Ш нет ДРУГИХ корней уравнения фj = О. Пусть 
l(paTHOCTb корней m! и n!. Положим теперь 

mi n, 
(qi - ад-- 7: (bi - qj)- 2" dqj = ~idw! (i = 1,2, ... , n). (5) 
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Кроме того, введем обозначения 

Фi (qi) = (qi - a/~! (b i - q/f.Ч!'i (qi) (i=1,2, ... ,n) (6) 

и 

(7) 

тогда будем иметь вместо (3) уравнения 

F12(ql)~ldwl + ... +Рnl (qn)~ndwn = О, (8) 
}?1l (q.) ~ldШl + ... + Рn1 (qn) ~ndwn = dt, J 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 
р1n (ql) ~JdWl + ... + Рnn (qn) ~ndwn = о. 

Из § 1 известно, что определитель 

(i, j = 1,2, ... , n) 

отличен от нуля. То же самое имеет место и для определителя 

E=IFul (i,j=1,2,,,.,n). (9) 

Согласно (7) ЭТII два определителя связаны соотношением: 

р _ .:\ (10) 
J - УФ1Ф2 ... Фn 

Если продифференцируем это уравнение по «Р1.; и будем рассмат
ривать при этом '1\>1' "'2' •.. , ""~ как постоянные, то получим 

1 дЕ 1 д.:\ 

Е aCPii = "Е; ncpij • 

Но согласно (7) 
дЕ 1 nЕ 

aCPij = У Фi (9i) aFi;' 

и, следовательно, 

в частности, для j = 1 
1 дЕ 1 М .. 1'.-
Е дРн = А aCPil r 'Ф! (qi)' 

Но в § 1 мы доказалп, что 

n.:\ =1= о 
aCPil ' 

(11*) 

(Н) 
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If, следовательно, определители 

дЕ 
(i = 1,2, ... , n) 

тоже не могут быть тождественно равными нулю. 
Предположим, что этот определите:IЬ ни для одного значения 

qf, между af, и bf, (i = 1, 2, ... , n) не становится равным нулю или 
бесконечности. 

Считая, что сказанное выше имеет место и для определителя 
Е и его миноров первого порядка, разрешим систему (8) относи
тельно dш1, dш2 , •• " dwn, что возможно, так иаI, определитель 
Е отличен от нуля. 

Из (9) § 1 гл. 1 имеем 

(12) 

Если выбрать соответствующим образом знаки коэффицпен
тов ~1' ~g, ••• , ~n, то из (12) следует, что если t растет от - ос 
до + 00, принимая вещественные значения, то Ш1' Ш2' •• " шп 
также всегда должны возрастать. Но отсюда согласно (5) и ис
следованиям предыдущего параграфа следует, что qi должно 
всегда оставаться в границах между ai и bi . 

Функции 

1 дЕ 
Е дР.1 

должны теперь всегда иметь верхнюю и нижнюю границы, а из 

(12) следует, наконец, что Wi вместе с t должны неограниченно 
возрастать. 

Движения, определяемые уравнеJ;[ИЯМИ (2) и (2*), аналогичны, 
ТaRИМ образом, движениям, исследованным в предыдущем пара
графе, когда Q1' qg, •. " qn должны совершать либо либрацион
ные, ЛIlUf) предельные движения. Не ИCJшючено, что одни из 
величин qi имеют предельные движения, TOlЦa как другие - либ
рационные. 

Если 

mi=ni=1 (i=1,2, ... , n), 
то для всех переменных движение будет либрацпонным; этот 
случай представляет особенный интерес, так что на нем мы оста
новимся подробнее. 

"Уравнение (5) перепишется n впде 

dqf, = ~ДШ, (i = 1,2, ... , n), (13) 
"У(Ч! - ai)(bi - Чi) i".. 



I 3) УСЛОВНО-ПЕРИОДИЧЕCRИЕ ДВИЖЕНИЯ 89 

и дает 

Подставим эти значения q, в (8). Если мы используем обоз
начение 

Gij (qi) = ~ Fij (qi) ~idWi' (15) 

то после интегрирования (8) получим систему 

G)! (шд + ... + Gn1 (шп) = t + A1, I 
С: 2 (ш1 ) + ... + Gn,/. (и.'n) = А 2 , 
............... 

G1n (Шl) + ... + Спп (шп) = Аnt 

(16) 

где А 1, А 2, ••• , Ап - постоянные интегрирования. 
Если увеличить в этих уравнениях Шl на 2п и для простоты 

предположить, что все 

(i :::= 1, 2, . . ., n), 

то получим 

С1! (w1 + 2п) + G2L (Ш2) + ... + СП1 (шп) = t + А 1 + 2н)!. 
G'2(Ш' + 2п) + G22 (Ш2) + ... + G't2 (w,t) = .12 + 20)12' 

G1ft (шl + 2п) + С2П (Ш2) + ... + Спп (lVf1 ) = Aft + 20>11'1' 

где 

1L't+2" 

2о>ц = С1; (Шl + 2п) - С1; (ш1 ) = ~ Flj (q\) аш,. 
w, 

(17) 

(1Н) 

Здесь q) есть периодическая функция от Ш1, так что о>ц постоян
ное, и мы имеем 

или, иначе, 

2" " 

2ro1j = ~ F1j (ql) аШl = 2 ~ F1j (Ql)dw\. 
О О 

Подобные формулы пол~'чаются также, если Ю2' Ша и т. д. уве
личиваются па 2п. 

Итак, мы пришли I( результату, что если Ш! (i = 1,2, ... , n) 
увеличатся на 2п, то постоянные интегрирования А 1, А2, •• " А" 
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увеличиваются на постоянные величины <о н. u) i2' •. '. <о in. Можно 
таюно утверждать обратное: ос:!п рассматривать Ш}. ИJ2 • •••• ИJn 
как t функции постоянных интегрирования А l' А 2' • • •• А 11. 

то зти фУШЩШI обладают с.'1СДУЮЩIIМ свойством: прн увели

чении А l' А 2' •• '. Аn соответствепно на <о il' <о (2' •• '. <о (n. ИJl. 
ИJ2' • • •• Шi-\, Wi+l' •• " ИJn остаются неизменными, а ИJ( увеличит

ся на 2n. 
Величины ИJl' ИJ2. • • " ИJn на самом деле являются однознач

IIЫМИ функциями постоянных IIнтсгрпрования А 1 , А 2 , ••• , Аn• 
Для того чтобы доказать зто, продифференцируем уравнения 
(16), рассматривая А 1 • А 2 • •••• А n как переменные. Имея в виду 
(15), получим 

dA( = FlI~ldw] + ... + Fnl~ndw,1t j 
d.A~ ~ ~,12:]~Ш~ ~ ... '.+. F:12~'I~W~. 
dA n = ]iln~ldUJl + ... + Fnn~ndwn, 

(18*) 

откуда. разрешив относительно dWJ' dШ2"'" dwn, будем иметь 

(18**) 

Так как якобиан Е ни для одного значения qi внутри допусти
мой области значений не обращается в нуль. то. очевидно, про
извольной системе значений dA 1• dA 2, ••• , dA n соответствует 
единственная определенная система значений дифференциалов 
dш1, dш2, ••• , dwn• Итак, если постоянные интегрирования А 1, 
А 2 • ••• , Аn пробегают произвольный непрерывный ряд конечных 
значений, то ИJl' ИJ2 ••••• ИJn принимают также вполне опреде
ленный, непрерывный ряд значений. 

Пусть ql' q2"'" qn являются однозначными функциями 
от ИJl. ИJ2 ' ••• , ИJn , так же I<aK и от ~Al' А 2 • •• " Аn • Положим 
теперь 

Q.l ~ ~1 (.t ~ ~1: '~2'.' ~ ". А.lI): 1 
q = fn(t + .41' .1\2" ••• Аn); n , 

(19*) 

тогда, уqитывая сказанное выше. функции f обладают следующими 



§ 3] VСЛОВНО-ПЕРИОДИЧЕСRИЕ ДВИЖЕНИЯ 

свойствами: 

li(t+A 1 --j-·2(J)11. A2+2roI2.··· • ..II/·t 2roll/)=·~ ) 
се iiftf- ..11. А 2 •••• , А,,). I 

li (! + А 1 + 2ro21 • ..12 + 2ro22 •. ", A,~ + 2ro2n) = j 

= li (t -1- А 1 • А 2 ••• •• Аn), 1 

li(t +,А 1 + 2rolll' А 2 + 2ron2"'" A'i + 2ronn) = 

= li (t + А 1 , .42"'" Аn) 
(i = 1,2 •...• n). J 

91 

(19) 

Значит. эти функции являются (по Вейерштрассу) n-периоди
ческими функциями n переменных t + А 1 , А 2, ••• , Аn• Периоды 
ro {; даются следующими формулами: 

n ь. 

"' .. - ~~P.' (q )аш - ~I <J'ij(qд dq1 
UlI, - t' . i - .. r . • 

о I а. t' (q1 - ai) (b j .- qi) '1'1 (q1) 
t 

(20) 

Вместо t + А 1, А 2 , ••• , А n введем новые переменные и 1 , и2 , ... 

• .. , иn , определяемые следующим образом: 

rollUl + ro21U2 + ... + (J)nlUn = n (t + ..11)' 
ro12Ul + ro"U2 + . .. + ro1i2un = nА2, 

(21) 

где мы предполагаем, что определитель 

Q = I (J)ij I (i, j = 1.2. "', n) (22) 

отличен от нуля. 

Из (21) непосредственно следует, что если Ui (i = 1, 2, .. " n) 
увеличиваются на 2n, то t + А 1 , А 2 , ••• , Аn возрастают соот
ветственно на 2ro 11' 2ro i2' • • ., 2ro in' 

Можно утверждать обратное: еСЛII система уравнений (21) 
линейна и определитеJlJ. Q ОТЛlIчен от НУЛlI. то когда t + А 1, А 2, ... 
· .. , Аn возрастают соответственно на 2ro11' 2roi2' ... , 20Эin, одно-
временно ui увеличивается на 2n, в то время как и1, ... , Щ-l' Ui+l"" 

• . " иn остаются неизменным 11. 

Следовательно, из (19) вытекает, что li (i = 1, 2, ... , n) суть 
периодические фунКI,ИИ от Ui (i = 1, 2, .. " n) с периодом 2п. 

Обозначим tIерез gi те функции, в которые переходят li' если 
в них вместо переменных t+A 1, А 2, ... , А n подставить иl. и2,"" иn ; 
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тогда будем иметь: 

{!, (Ul + 2:тt, и2.···. 1I n) = 7, (Ul, 112, .. " и,,). 

gi(Ul, Uz+2:тt, ••. , lln)=~i(Ul,U2"",UI!)' 

gi (иl' и2,"" иn + 2:тt) = gi (lll' 112' .. " иn) 
(i = 1, 2, .. " n), 

или, вообще, 

gi (Ut + 2ml:тt, и2 + 2m2~' .. " и,! + 2mn:тt) = gi (иl' и2, •. " и ,1) 

[гл. 1I 

(i = 1,2, ... , n), (23) 

rде m1, m2, •• " mn обозначают произвольные положительные ИJJИ 
отрицательные целые числа. 

ФУНlЩИИ этоrо вида можно представить обобщенным рядом 
Фурье с n переменными 

(Vl, V2,"" VN = - 00, •• • ,-\-х), 
(24) 

где коэффициенты даются формулой 

(24*) 

Значение этого Jlнтеграла всеl'да можно ВЫЧI1СJIИТЬ и для Hero 
действительны, mutatis mut.andis, те же самые замечания, которые 
сделаны выше (§ 2) для одной переменной. Итак, в этом случае 
(m; = n; = 1) КОUIщинаты qi (i = 1, 2, ... , n) являются n-перио
дическими фУНlЩПЯl\fИ n llеремеIIНЫХ иl' и2, .. " иn, Может таRже 
случиться, что они станут периодическими фУIIКЦИЯМИ времени. 
Но в общем случае это не ТЮС 

Согласно (21) и1' и2 , .. " иn являются линейными функция
ми времени. Решая эти уравнения, придем к системе 
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Ес;ш теперь t возрастает на 2Т, то одновременно увеличиваются 
1 дО 

111 на -..,...:-~- 2лТ, 
Q дООll 

1 a{~ 
2лТ, 112 на 

1'Г 00021 

Если движение должно быть периодическим по времени с 
периодом 2Т, то упомянутые выше добаВIШ к и1, и2, иn ДОЛЖНЫ 
быть кратны 2л, а также ДОШIШЫ иметь место следующие соот
ношения: 

1 8!! 1Il1 

~Г 8(011 = l' , 
1 о!] 1It2 

!}" d(O~1 = l' , 

1 iЮ 111" 

Qooo =-т' 111 

в которых т1 , m2, ••• , 11/.11 обозначаю"r целые числа. 
Теперь умножим эти уравнения соответственно на ro 1lt ro 21' • 

. • . , ro nl, затем точно также на ro 12' ro 22' .•. , ro 112 и т. Д., 11 сItла

дывая полученные TaKIIM образом уравнения, придем к следую
щей системе: 

тlrol1+ m2~21+ ••• + m"rolH = 1', I 
mlro12 + т2ro22 + ... +т'1roI1З = О, 

mlroll& -1- 1112<0211 + .. ·+1IInronn~""'- о. 

(26) 

Чтобы движение стало периодическим по времени, должны 
иметь место приведенные BыIIIe соотношения между периодами 

roij. Период (по t) задается первой из этих формул. 
В связи с тем, что координаты qi могут в отдельных случаях 

становиться периодическими функциями, для этих движений 
Штауде ввел термин «условно-периодические движения». 

Так как определитель Q не обращается в нуль, то каждому 
значению 2Т согласно (26) соответствует единственная система 
значений величин m1, т2, ••• , тn• Если определенные таким 
образом величины т1, тз, . . ., тп окажутся целыми числами, то 
движение будет периодическим с периодом 2Т. 
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Относительно условно-периодических движений Штеккель 
доказал интересную J[ важную теорему, которую мы теперь рас

смотрим. 

3аltfетим сначала, что бесконечно малому приращению чисел 
А х , А 2 , ••• , Аn , СОГ,llасно (18), соответствуют бесконечно малые 
приращеНllЯ ШI' Ш2' •• " ШП , а поэтому 11 бееI,онечно Ma.ТIblf' при
ращения Ql' q2' .•. , Q'l' 

Имеем теперь 

(i = 1,2, ... , n), 

и эти функции, COrJIaCHO (19), обладают такими свойствами, что 
ппп 

li(t+A1 + ~2maW>.l' .12+ l]2т>.Wa2"'" Аn + ~2maw«n)= 
«=1 "=1 «=1 I 

= li (t -+- .111' .'12' ... , .1,,). (27) 

Теперь можно доказать [10], что всегда можно наiiти беско
нечное множество систем ЦС,llых чисел 111), т',!, ..• , тn , для ното

рЫХ I\аждое из n - 1 выращенпй 

" l] 2m,,(о,,; U=2,З, ... ,n) 
«=1 

будет меньше любой произвольноit величины Е, как бы мала она 
ни была. Итан, ЧIlСЛО т" выбирается таким образом, что 

n 
l] 2m«waj = 8; 
«=1 

(j=2,З, ... ,n), 

где I 8; 1< 8. Тогда согласно (27) имеем 
n 

I (t + А 1 + l] 2m«w«1' А 2 + 82' •• " .-\" + 8 n)· = I (t + А1 , А2 , ... , .А n). 
\ а=1 

Положим 
11 

t = t1- ~ 2m«wa1 = t1- Р, 
«=1 

где через t1 обозначено ПРОllзвольное значение времени; тогда 
отсюда будем иметь 

f (t1 + А 1, А 2 + 82' ••• , А n + 8n) = f (tl - Р + А 1, А 2 , • ", Аn), 

но мы ПОI\азали, что вслеДСТВIIе непрерывности функций f при 
бесконечно малых изменениях ПОСТОЯННЫХ интегрирования 
А 1, А 2, •• " А n претерпевают также бесконечно малые ИЗ\lенения. 
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Следовательно, 

f (еl + .41' .'12 + е2 , .. " Ап + еl1) 

ОТЛllчается от I (ео + .'11' А 2, •• " А1» на бесконечно малую не
ЛИЧllНУ 11 поэтому пз последнего уравнения следует также, ЧТО 

ФУПlЩИ1l 

и 

f (t1 + А 1, А 2 , ••• , Ап) 

f(t 1 -P +А 1,А 2,·· .,Ап) 

с"оль угодно мало отличаются одна от другой. 
С другой стороны, это означает, что координаты q1' q2' .. " qn 

Д.:IЯ времени t1 и для времени t1 - Р I.aJ, угодно мало отличаются 
одна от другой. 

С,1IедователыIO, ССЛIl ДШI времени t 1 l\оордuнаты ПРИllимают зна
ЧСШI1I q~l), q~I), ••• , Ч~О, то всегда имеются другие зпачения t 
11 даже бесконечно МIЮl"О других значений t, для которых траек
тория l\aR угодно БЛII31,О подходит I( точке q~I), q~l), •.• q~) , 
Так KaI, ЧlIСJШ та. могут выбиратьсл бсснонечно многими спо
собами. 

Можно ПрОДОЛЖИТЬ мысль Штеккеля И доназать, что всегда 
найдутся таl\ИС значения времени, для которых траектория под
ходит I,aH угодно близко к любой точке, которая лежит, вообще 
говоря, внутри области допустимых значений для координат 
ql' q2' ... , qn· Эта область В в соответствии со СI,азанным выше 
определяется так, что 

ai.'~;;; qi <, Ь! (i = 1, 2, ... , n). 

Пусть теперь q~, q~, .. . , q~ есть какая-либо точка области В, 
относящаяся, как следует из уравнения (16), к определенной 
системе значений t + А l' А 2' ••• , Ап , которые мы обозначим 
через В1 , В2 , ., Вп' 

ФУНlщпя 

Qi = fi (В., В2 , •• " вп) 

отнюдь не обязательно пречставляет значение qi. Но мы хотим 
цоказать, что в выражении Д.'IЯ qi 

qi = fi (t + А 1, А 2 , ' , " Ап) 

всегда можно найти такое значение t, для которого Q( (i = 
= 1, 2, .. "n) как угодно мало отличаются от qi' 

В самом деде, справедливо соотношение (27). Теперь из 
теоремы Якоби - I\ронекера, о которой говорилось выше, следу
ет, что всегда, пока периоды (J)ij независимы друг от друга, можно 
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определять числа 1//1' m'J.' ..• , 1IIП так, что 

1< 

А• + ~ 2f1tx{J}!1. (i = 2, 3, ... , n) 
"=1 

l,aI .. угодно l\Iало отличаются от B i . Положим затем 

n 

t = 8,-..4,- ~ 2m x{J}"I' 

ot=1 

и таким обраЗО~I теорема доказана. 

11'Д. [] 

Эта теорема в теоретико-множественном ~мысле выражает то, 
что траектории повсюду плотно заполняют всю область В. 

Предыдущие рассуждеНIIН имеют исключеНIIЯ, если между 
периодами {J}ij имеется заВIIСИl\lОСТЬ вида (26). Двшненпе В этом 
случае, как уже доказано, является пеРИОДllческим. 

Важным вопросом является распределение пеРllодичеСIШХ 
инепериодических 1'раенториii. Устойчивость этих движений 
зависит в известноii мере от ВIIда этого распределения. В следую
щем параграфе мы будем иметь случай вернуться к ЭТОМУ вопросу. 

В изложенных выше рассуждениях предполагалось, что функ
ции Фi (qi) в формуле (4) имеют два действительных I{ОРНЯ, а! 
и bi , между которыми заключена перемениая ql в начале движе
ния и должна также оставаться в дальнейшем. Может случитьсн, 
что это не совсем ТЮ\, и что одна или неСI{ОЛЫЮ из этих функций 
ни для одного 113 действительных значений ql не обращаются В 
нуль. Однако рассмотрение этого случая аналогично предыду
щему. Прежде всего тогда следует, что соответствующее q моно
тонно увеличивается (ИJШ монотонно уменьшается) с ростом вре
мени. Переменная q тогда обладает такими же свойствами, IЩК 
раньше соответствующая вспомогатеJIьная величина ш. Особый 
интерес представляет случай, когда коэффицнент при dq ЯВЛЯ
ется периодическим, т. е., еслп указанная система имеет вид 

~ Ч'11 (ql) dql + ... + ~ ~~I.(qn) (lqll 

VФl(ql) J' Фll(qп) 
(28) 

и коэффициенты, например, при dql' ни для одного значения ql 
не равны О или 00 и, кроме того, являются периодическими 
с периодом 2л, то следует, что как только ql возрастет 
на 2л, A 1, А 2, ••• , Ап возрастут на постоянные величпиы 
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ООн' 0012' .•• , (J) 111· В зтом случае ql обладает такими же своiiствами, 
как и W, в уравнениях (16). 

Если 

(i = 1, 2, ... , n) 

постоянная величина, то период - произвольный. 
В механике часто бывает, что взаимное положение движущихся 

тел остается неизменным, если одна или несколько координат qi 
(так называемые угловые координаты) увеличиваются на вели
чину, I<ратную 2п. Тогда вместо этих qi вводят вспомогательные 
величины 

Х;. = sin qi 
и полностью повторяют предыдущие рассуждения. 

ПРИ)lер. Конический маятник. 
Выберем ось Z вертикальной и обозначим: е - угол, ко

торый составляет проекция маятника на плоскость ХУ с про
извольной неПОДВIlЖНОЙ линией; z - координату по оси Z; l
длину маятника; g - ускорение силы тяжести и, наконец, через 

с, с'- постоянные интегрирования. Тогда переменные z и е 
даются следующими формулами: 

ldz = dt I 
V(2gz + c')(l~ - Z2) - с2 ' (29) 

de + cldz = О 
(l2 - Z2) V(2gz + с') (l2 - Z2) - с2 ' 

И ПО виду этих дифференциальных уравнений мы можем непос
редственно ЗaIШЮЧИТЬ, что налицо случай условно-периодичее·кого 
движения. 

В случае с = О имеем обычную плоскую задачу о движении 
маятника. Исключив этот случай, легко найдем, что уравнение 

(2gz + с') (ll! - Z2) - с2 = О 
имеет три действительных корня, один из которых отрицателен 
и численно больше l, а два других численно меньше l. 

Итак, координата z должна всегда оставаться между двумя 
последними корнями. Из этого следует, что ll! - Z2 никогда не 
может обращаться в нуль. Так как корни простые, то можно 
непосредственно применять формулы (13) и т. д. 

Как только Z принимает вновь то же самое значение и одно
временно е возрастает на величину, кратную 2п, маятник возвра
щается в прежнее положение. 

Итак, если ПOJIОЖИМ 

у = cos е, (30) 
7 R. Шарnье 
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то движение будет периодическим, если координаты у 11 Z восста
навливают свои первоначальные значения. Дифференциальные 
уравнения в этих НООРДlIнатах после интегрирования дают 

\ 1 dz = t + A1, j 
J V (2gz + c')(12 - zl) - с2 (31) 
\' cl dz + (' ау _ А 
J(l2 -z2) V(2gz + с') (12- Z2) _с2 J У1- у2 - 2· 

Положим 

h(z) = (2gz + C')(l2_ Z2)-С2 

и обозначим через а и р (а> Ю корни уравнения h (z) = О, 
которые численно меньше l, и через '\' - третий корень; тогда 
можно принять в уравнениях (6) л следующих, что 

1 
Р11 = О, Р21 = , 

У2с (z + ,\,) 

Периоды 00 ij будут 

0011 = О, 

и определитель Q принимает значение 

Q = nОО21 , 

отличное от нуля. 

Переменные и1 и и2 В уравнениях (21) определятся из следую
щих соотношений: 

n (t + А 1) = 00 21и2' 

так что 
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Координаты V II Z при помощи уравнении (24) IJ (24*) ~IOГVТ 
быть преДtтаВ:lены нак ДВОЯI\оперподпчееюю ФУЮЩI1I1 обеilХ 
переменных и1 и и2 ; следует заметпть, что это представде

иие обладает значите;'IЬНЫМII преllмуществами перед обычным 
решением этой задачи с примененисм ЭJIДJШТlIчеСЮIХ фУНIщиЙ. 
Движение становится, в соответствии с (26), ЧIIСТО периоди
ческим, если mtn - 1iI2(J)22 = О, п перIIО1 стаНОВIlТСЯ paBHЫ~( 
2Т = 2mz(i) 21' 

В этих формулах содержится полная теория сферического маят
иика. 
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3.\А\Ч.\ fЩ~'Х IJЕПOJ\ШliI\ПЫХ ЦЕНТРОВ 

§ t. Общие соображения 

Мы ограНllЧllМСН СJIучаеltI, I>огда движение происходит в плос
ности. Общий (пространствснны:й) случай может быть рассмотрен 
совершенно Р.наJIOГIIЧНЫМ образом *). 

Если ИСllО.!IЬЗ0вать <JJIЛIШТlIческие КООРДlIнаты л. и ~ (§ 7 гл. 1), 
то получим 

" __ 2_ 2· '" _ .... __ 
[

';2 • ~ ] 

21 - (л. ~) ~2 _ с2 + с2 _ ft2 , 

и =_с •.• -!--:;[(К -I-Л')л.-(к --Л')~J. 
1.- -- ~L-

О) 

(2) 

Если мы хотим записать дифференциальные ypauHOlIltH JI 

каноническоii форме, то можно положить 

ql = 1.., q'! = 11. 

и тогда согласно § 8 fJI. 1 получим 
ат ),2 _ .... 2 • ат л 2 ---1-t2 • 

Рl = aii; = ),2 _ с2 1.., Р2 = OQ2 = с2 __ .... 2 ~, 
так что 

2Т = _1_ [(q2 _ с2) р2 + (с2 _ q2) р2). 
q;_ q~ 1 1 2 2 

U = ~ [(К + ](')ql-(K -K')Q2J . 
ql-q2 

Канонические уравнения примут вид 

dql ап dPl = _ дП ] 
dt = дР1 'dt iJql ' 
tlqs д/1 rl Р2 iJll 
-itt = д Р2 • тt = - iJq2 ' 

(3) 

"') Интегрирование реГУJlllрнзироваtlНЫХ диффереНЦllальных уравненпй 
для сферопдаJIЫIЫХ координат в пространственпом случае ПIJИВОДИТСЯ в статье 
переВОДЧШ\а (11]. В обобщенной 1I0стацовне 31ща'1Il ДВУХ пеПОДВllliЩЫХ цеllТРОВ 
рассМОтрtша Е. И. А 1{ с с н о в ы м, К А. l' Р е б с !I И К О В Ы м и 
В. Г. Д е ~I}[ II Ы 1\1 (см. AC·f(lOII. ЖУр!l. 40, 2, 1963). (ПРll.\!. перев.) 
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где 

Jl = т -. и. (4) 

Дифференциальные уравнеНИJ1 имеют форму, которая необходима 
для примененпя теоремы llIтеккеля. Действительно, если поло
жить Н1О) § 1 гл. 11] 

так что 

то ПОЛУЧJlМ прпвоДпвшуюся выше форму. 
Введем сновн обозначения л, и \1 вместо ql 1I (/2; тогда CUl'jIaCHO 

(19) И (19*) § 1 1'.'1. 11 мы приде~I J\ С:НЩУIOЩПМ уравнениям: 
.~ ').,2d'Л 

~ У2-(').,~ - (;2) [(К ·i· К') ~ .. !.. h'),~ -1- а] + 
~ 
____ .. _ ""2(/,,,,_ _ + . --______ - __ о - t + ~1' 
J! 2 (!J.~'- с2) [(К - К') ~~ .!. h!J.2 -+ а) 

\. (п.. 

JV2 (').,~ -~ с2) {(К .!.. К') ~ -;- h').,2"+ а] + 
(5) 

(' d!J. + .) У2 (ti~'- c~)[(K - К')"" + h!J.2 + а] = ~2' 
соответствующим (43) § 7 гл. 1, а промеясуточные интегралы выра
зятся С,"Iсдующим обрмом: 

(Л,2 _1.1.2) d/'J..t = У2 (Л,2 - с2) ((К + К') л, + 1~Л,2 + <х] , 1 
~ (5-) 

(Л,2 -\12) 1.~~. = - 1"2 (~L2 -- с2) 1< Т\' - К') \1 + Itp.2 + ос] • 
~ , 

Хараl\терпстпческая ФУНIЩIlЯ Н не зависит от t, и поэтому здесь 
имеется интеграл 

H=h 
или 

1 (~2 2 [ j,2 + ,i2 J- 1 r(l'+)" ~ (Г Г') I т '" -\1) ~ ~ -"Г-ii А \. )"'- 1\ -д \1] + t. 
... ,. _. с· с -"" ,. -"" 

(6) 
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Из этого интеграла находим, что В('ЛИЧИНЫ ').., И ~ В общем случае 
будут двоякопериодическими функциями от t + Рl И Р2' Для 
периодов ОН; согласно (2() § 3 гл. II получим следующие значения: 

Ь, ь. 

1 
0011 = ~ ').,2d'J.. 

0021 = ~ J.Io
2 dJ.lo 

YR('J..) , у' S (!J.) • 
а, а, (7) 
Ь, ь. 

0012 = ~ d')., 
0)22 = ~ d!J. 

~rR('J..) • YS(!J.) 
, 

J а, а. 

где для сокращения записи ПОЛОЖИЛJl 

R (')..,) = 2 (')..,2 - с2) [(К + К') ').., + lt')..,2 + ot], } (8) 
S( .... ) = 2( .... 2 - с2) [(К -К,) .... + It .... 2 + ot], 

а аl' Ь1 1I а2' Ь2 обозначают соответственно I\ОРШI уравнении 
R (')..,) = о и S ( .... ) = О. 

Находим, что определители t! п Q (§ 3 fJI. II) отличны от нуля, 
кроме случая ').., = ~L, В котором имеет место столкновеПllе. 

Введем согласно (2'1) § 3 гл. II вспомогательные веЛИЧJlНЫ 
иl и и2 ; ТОI'да будuм иметь 

или 

11: (t + Рl) = 00 ни1 + 00 21и :!, 

11:~2 = 00 12иl + 00 22и2' 

QUl = 11:<022 (t + ~1) - 11:OO21~2, } 

Quz = - 11:0012 (t + ~1) + 11:OO11~2' (9) 

И Л и.... будут двоякопериодическими функциями и1 И и2 С перио
дом 211:, которые можно разложить в ряд Фурье по кратным 111' 

и и2 *). 
ДВИiксние будет периодическим по времени, если 00 21 И 00 22 

соизмеримы, так что 

(10) 

где m1 и m2 обозначак т целые числа, и для периода 2Т получим 
значение 

(10*) 

Если корни уравнений R (')..,) = о или S (~t) = О не будут про
стым,' то имеет место предельное движение. 

*) Выполненное ПIарлье ИССJIедованпе условно-периодического характера 
ДВIIЖ4ШIIЯ в задаче двух неподвижных центров OIiазывается весьма важныM 

ДnSl исслеДОВ:J.НIfЯ устойчивости в смысле Арнольда [12]. (ПрUА&. перее.) 
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Кроме этих случаев, при раЗJIИЧНЫХ значениях h и а могут 
встретиться только два случая, а именно: 1) ). или 1.1. получают 
постоянные значения или 2) движение невозможно. 

Из определения величин ). и 1.1.: 
2), = r + r', 21.1. = 1· - r' , 

следует, что всегда должны вьmолнятьсл следующие неравенства: 

).>c>I.I.>-c. (11) 

). представляет собой также большую полуось з.'1ЛIlПса, фокусы кото
рого находятся в двух неподвижных центрах и который проходит 
через движущуюся точку; 1.1. обозначает аналогичную величину 
для гиперболы; 2с представляет собой расстояние между фокусами. 

Если). = С, то это означает, что фокусы совпадают с концами 
большой оси эллипса, т. е. при). = с эллипс вырождается в отре
зок прямой К' К. Следовательно, при ). = с ДВИiкущаяся точка, 
которую мы для краТl(ОСТИ будем называть планетой, всегда на
ходится на линии К'К. 

Если, наоборот, 1.1. = С, то гипербола ВЫРОiкдается 1) ту часть 
оси Х, которая лежит левее массы К'. ДЛЯ 1.1. = -с получим со
ответствующую часть оси абсцисс правее массы К. При 1.1. = ± с 
планета находится на одной пз этих частей оси абсцисс. 

Если 1.1. = О, то гипербола совпадает с осью У. 
Если n начальный момент ноординаты планеты ).0 п 1.1.0' то сог

ласно (5*) должно быть 

!'().о) = (~ + ~:»).o + IL).~ + (1, > О, } 
М (1.1.0) = (к - К ).1.1.0 + hl.l.o + (1, < О, (12) 

откуда следует, что ).0 и 1.1.0 должны удовлетворять также неравен
ствам (11). Соотношения (11) и (12) должны выполняться не толь
lЮ в начальныii момент, но и всегда для всех соответствующих 
задаче пар значений ().,I.I.). 

Теперь перейдем к более детальному рассмотрению различных 
состояний движения. Представляется целесообразным различать 
следующие случаи *): 

1) h отрицательно, 
2) h положительно, 
3) h = О, 
4) предельные движения; 
5) чисто периодические движения. 
В первом и во втором слуqаях мы предполагаем, что корни 

уравнений R ().) = о 11 S ().) = о являются простыми. 

*) ПРII анализе качественных форм ДВJГ,кения Шарлье допустпл ряд ие
точностей, которые были позднее устранены в работах Тальквиста (13) IJ 
радаляна (14) - [15]. (Прим. перев.) 
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§ 2. ПОСТОJlННО интеграла живых СИJl h 
отрицатеJlЬна. Случаи Jlибрации 

[ГЛ. 111 

Уравнение R (л) = о всегда имеет два корня л = + с. Так 
ка}\ мы предполагаем здесь, что постоянная h отрицательна, то 
ПQ.1IОЖИМ 

(1) 

где h1 обозначает положительную постоянную. ПОJIOЖИМ теперь 

IJ(Л) = (К + К') л-h1л2 +~; 

тогда согласно (12) § 1 всегда должно быть 

L (л) > О. 

(2) 

(3) 

Если бы л неограниченно возрастало, то, очевидно, при достаточ
но больших значениях л значение L (л) стало бы отрицательным, 
что в силу (3) невозможно. Отсюда следует, что при отрицатель
выx значениях h величина л должна всегда иметь Rонечную верх
нюю грающу. В ()том случае планета не может произвольно да
леко отстоять от К и К'. 

Пусть теперь r1 и r2 - RОрНИ уравнения L (л) = О; тогда 
имеем 

где при действительных значениях rl' r2 предполагается, что 

r 1 > r 2• 

MmRHo различать четыре случая: 
r1 и r2 }\омплеRсвы,. 

r1 и r2 действительвы,. но меньшие с, 
r1 действительно и больше с, 
rl и r2 действительные и большие с. 

(4) 

(5) 

Но первые два случая соответствуют одинаRОВОМУ состоянию 
движения и могут быть paccMoTpeвы одновременно. В обоих слу
чаях знак L (л) не изменяется, ибо не существует никаких дру
гих действительных Rорней, больших с. В обоих случаях L (л) 
должно оставаться отрицательвы,. так как Е (+ 00) отрица
тельно. 

Следовательно, мы будем различать следующие три случая: 
а) r 1 и r2 либо комцлеКСlЩе, либо д.еЙствитеЛJ.>пые. но мень

шие с, 

Ь) r1 > с> r2, 

с) r. > r 2 > С. 
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Если положить 

111 (J.L) = (К - К') J.L - h1J.L2 + 11., 

И обозначить корни уравнения 

M(J.L) = О 

(6) 

(7) 

qерез Рl И Р2' где для деiiствительных корней Рl > Р2' так что 
М (J.L) = h1 (Рl - J.L)(J.L - (2)' 

то всегда будем иметь 

Здесь мы ДО;IiКПЫ IlССJlедовать четыре случая: 
а) Рl и Р2 номплексные, 

(8) 

~) Pl И Р2 действительпые и по абсолютной величине б6ль-
шие с, 

r) Рl> с> Р2 > - с, 
6) с >Pl>P2>-С. 
в у) Rключен также случай 

с > 1-'1 > - с > pz, 

НОТUрЫЙ будет подробно разобраи ниже. 
Комбинируя каждый из случаев а), Ь) и с) с четырьмя послед

ними, получим здесь 12 различных случаев, I\оторые последова
тельно рассмотрим. 

С л у чай lа. Корни r1 11 1'2 либо комплексные, либо дей
ствительные и меньшие с. 

Согласно (5*) § 1 имеем 

(А.2 - J.L2) :~ = v 2 (А.2 - с2) L (А.) • (9) 

Так как в этом случае L (А.) постоянно остается отрицательным и, 
кроме того, А. не может стать меньше, чем с, то этому уравнению 
можно удовлетворить толы\o тогда, когда положим 

А. = с. (10) 

Планета всегда должна оставаться на линии К' К. Движение будет 
прямолинейным. В зависимости от значений Р мы получим теперь: 

С л у чай Iaa. Рl и Р2 комплексные *). 
При всех действитеЛI,НЫХ значениях J.L функция М (J.L) не изме

няет знака и, следовательно, отрицательна, так нак она оказы

вается отрицательной при достаточно больших зпачениях t-t. 

*) в реальвыx движепиях :этот случай ве встречается. (llpUJlI. neрев.) 
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Имее~l 

(11) 

И так как М (р.) отрицательно, то р. должно было бы колебаться 
периодически между - с и +с. Но так как при р. = + с и л = с 
планета сталкивается с одной из масс К или К', то дифферен
циальные уравнения теряют силу. 

Значит, случай laa характеризуется тем, что в начальный 
момент планета находится на линии К' К, а ее начальная скорость 
направлена вдоль оси Х. Планета движется в этом направлении 
до тех пор, пока не ПРОJlзойдет соударения с К' или К. 

е л у чай la~. Рl и Р2 действительны и по абсолютной вели
чине больше с. 

Функция М (р.) во время движения знака не меняет. Если 
М (Jt) отрицательна, то имеем такое же движение, как и n слу
чае Iaa. Наоборот, если М (р.) положительно, то из (11) следует, 
что J.t необходимо должно БЫТJ. тождественно равным +с или 
-с. Тогда планета имеет те же самые координаты, как и одна 
из масс, и движение невозможно. 

е л у чай lay. Pl> С > Р2 > - с*). 
Имеем 

(р.2 _ с2) М (р.) = (J!2 - с2) h1 (РI - ~) ( .... - Р2)' (12) 

Чтобы это выражение оставалось положительным, очевидно, 
должно быть 

- c<J.t< Р2' 
Если в начальный момент Ji положительно, то J! возрастает до зна
чения J! = Р2' затем возвращается и, наI,онец, сталкивается с 

массой К. 
е л у чай lаб. с> Pl> Р2 > - с. 
Из (12) следует, что имеем либо 

либо 
- c<r.t< Р2' 

Рl < J! < с. 
Плапета сталкивается либо с К, либо с К'. 

В качестве пятой возможности можно было бы рассмотреть 
случай, когда 

с > Рl > - С > Р2' 
который, очевидно, подобен случаю Iay, TO.тrЬKo плапета здесь 
должна столкнуться с массой К' **). 

*) Этот случай отпадает. (llpUAt. перев.) 
.*) Этот случай также ке "еалек. (Прu",.. перев.) 
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Мы обратимся теперь к следующему С,1IУ 'ННО. 

С л У чай IЬ. 1'1 > С > 1'2' 

Из 

следует, что 

r 1 > 1..;> С. 

Ес.'ш dл. в начале движения положительно, то л. возрастает, 
достигает значения л. = r 1, затем начинает уменьшаться и умень
шается пепрерывно до л. = с, после чего вновь возрастает. 
ЗнаЧIIТ, для л. имеет место случаiJ ЛIIбрации. Говоря языком гео
метрии, планета всегда должна наХОДIIТЫ:Я внутри эллипса, 

которыН имеет фОI<усами К' JI К, 11 большая полуось которого 
рапна r p Более точное описание движепия зависит от зпачения 
I(OpHeii Pl и Р2' 

С Л У Ч а ii IЬа. (>L 11 Р2 номплеКСIIые. 
Функция ~! (f!) ие меняет знака и остается отрицательной. 

Тогда из (11) следует, что ~t }\олеблется n границах между - с 
J1 с. Следовательно, имеет место Jшбрация ка}\ для 1.., так и для f!, 
и :\Ibl можем прпмеНIIТЬ здесь результаты об условно-периодиче
СIШХ движениях. Траектория является либо замкнутой ливией, 
имеющей примерно форму лемuискаты, либо она повсюду плотно 
заполняет все пространство, ОL'раниченное эллипсом л. = rl' 

Для ;щементарных пеРИОД08 имеем :щеСJ. значения 

Величины л. и р. можно разложить в еходящиеся ряды Фурье 
по кратным обоих аргументов и1 и и2 , определенных при помощи 
(9) § 1. 

С л у ч а ii: Ib~. (>1 и Р2 действительны 1( по абсолютной вели
чине больше с. 

Функция М (р.) не меняет знаю\ во время движения. Если 
М (f!) ОТРIщателыю, то этот e.тJ:учаЙ совпадает с 1 Ьа. Если же М (р.) 
положительно, то из (11) e.тreДYOT, что 

f! = -1- с. 

Движение происходит на той части ОСII Х. «оторая лежит за 
массой К или К', если ИСХОДИТЬ на начала НООРДlIнат. В нонечном 
итоге планета столкнется с одной из масс. 
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с л у ч а п Jby. Рl> с> Р2 > - с. 
Ка" и в с.тrучае Уа)', находим, что 

- с< ~t < Р2' 

rr.тI. 111 

Следовательно, имеет место либрация Hal( по J!, так и по л. Траен
тория находtlТСЯ внутри области, расположенной вокруг 
К, которая ограничена эллипсом л = r 1 и гиперболой J! = Р2' 
Движение является условно-периодическим. Для элементарных 
периодов <о 11 и <о 12 получаются те же самые выражения, каУ( и в 

случае Iby, а значения остальных будут 
Р. r (IIL 

<022 = \ .. r--e:= • 
•. ' ... S (11) 
-с 

Значит, здесь теш) будет СПУТНJ:IhОМ массы К. Интересно заметить, 
что траектория спутника повсюду плотно заполняет облаСТL воз
можности движения, 11 поэтому нет никакой нижней границы 
для расстояния спутника от массы К. Но верхняя граница суще
ствует. 

К этому с.lIучаю относится также тот, в т{отором 

С > Рl > - с > Р2' 
Тело движется 1/0добно СПУТНИI(у вокруг массы К' *). 

С л у q а й УМ. с> Рl > Р2> - с. 
Тело становится спутником, I(ОТОРЫЙ движется либо во"руг 

К' либо вокруг К. Рассмотрение аналогично предыдущему. 

С л у чай 1М. с > Рl > Р2 > - с. 
Тело будет спутником, который обращается либо вокруг К', 

либо вокруг К. Исследование подобно тому, которое имеем в 
предыдущем случае. 

С л у чай Ic. rl и r2 больше с. 
Из (13) следует, что либо л = с, и этот случай можно опустить, 

либо 

r2 < л< r1• 

Движение происходит между двумя ЭШIИпсами, большие полуоси 
которых равны r 2 и rl' Величина л обладает либрационным дви
жением n границах между r 1 и r 2' Более точное исследование дви
жения зависит от значения корней с и -с. 

С л у чай Ica. Рl и Р2 комплеlюные. 
Как и в случае Iba, J! колеблется в границах -с и +с. Пла

нета движется по трает{тории, которая охватывает обе массы, К' 

*} Этот мучай вевозможев. (ПРU""I. перев.) 
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II К, И является либо заМl\нутоii, либо повсюду плотно заполняет 
пространство, ()l'раНllчuнное оБОШ1l1 ;};шипсаМII r1 1I r2• 

С л у чай Ic~. Pl II Р2 действительны и по абсолютной ве
JIИЧ1Ше больше с. 

По предположению, 1·1 > r2 > с 11 

L (r1) = L (r2) = о. 
Тю, юн.; L (+ (0) отрицательно, то должно быть 

L (с) < О, 
т. е. 

Но 

м (с) = (К - К') с - h1c2 + а < L (с). 

Значпт, М (о) таI{же должно быть отрицательным. Но C't>гласно 
предположению корни уравнения:М (f.L) = о оба действительны и 
численно больше с. Поэтому для д:вижения, в котором всегда име
ет место YCJIODlIe I f.L1.::;;;;: с, М (f.L) должно быть отрицательным, 
11 н соотвеТСТВИll с :>ТИ~I заIШЮ'lаем, что снова ПРllХ()ДИМ J{ 

С:lучаlO lса. 

С л у ч а ii Icy. Рl> С > Р2> -';. 
Этот случай невозможен. Действительно, ),ак и в предыдущем 

С.'IУЧёШ, находим, что 

м (с) < L (с) < О. 
И, далее, 

M(-с)<М(с). 

Значит, функция М (~t) обладает свойством, что при f.L =-= -f--c 
11 f.L = - с она отрицательна. Но отсюда следуе-r, что урщшеНlIС 

I\f (f.L) = о 
мешду значениями f.L = -с и f.L = с имеет либо два l\ОРНЯ, JlИбо 
ни одного, что противоречит предположению. 

Не может также существовать двух корней между этими гра
ницами. Обозначим через х какую-нибудь действительную и 
положительную величину, которая меньше с; тогда, по предпо

ложению, L (х) отрицательна. Но теперь 

М (х) - L (х) = -2К'х 
и, таким образом, М (х) такше должно быть отрицательным 
для всех положительных х, меньших с. С другой стороны, 

М (- х) = - (К - К') х - h1x2 + а = М (х) - 2 (К -- К') х, 
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п та!< как здесь предполагается, что К> К', то М (- х} таЮI,е 
должно быть отрицательным" 

Итак, если r1 > 1"2> С, то МСiIiДУ -с И + С не может быть 
никаких корней. 

С л у чай Iсб, в котором c1 > Рl> Р2> С, также не может 
иметь места. 

§ 3. Постоянная h положительна 

Теперь перейдем ко второму ваЖНОltlУ случаю, именно к слу
чаю, ногда постоянная h положительна, и произведем таl(ое же 
разбиение в зависимости от l\ОрнеЙ. 

Таи :как теперь 

L (л) = (К + К') л + hл2 + 11, (1) 

и так как, сообразно с природой движения, L (л) всегда должно 
быть при л> с положительным (или нулем), то отсюда следует, 
что л может принимать произвольно большие значения. Необ
ходимо даже, чтобы л вместе со временем неограниченно возра
стало. Та:к как 

(2) 

пли 

то находим, что л должно быть либо больше всех трех I\ОРН('Й 

лпбо меньше всех трех, сели пока не рассматривать кратные 
корни. Но л никогда не может быть меньше с, и, значит, л всегда 
больше, чем наибольший из этих трех корней, или в I\райнем слу
чае равно этому корню. Если в начальныii момент dл отрицатель
но, то л убывает и достигает этого наибольшего корня. Затем 
dл меняет знак, и л монотонно возрастает до бесконечности. 
Такого типа будут все движения, для которых h положи
тельно. Здесь мы должны только определить иинимальное 
значение л. На движение, кроие того, влияют значения кор

ней Рl н Р2· 
С Л У чай Па. r1 и r2 либо КОМШlеI,сные, либо действитель

ные и иеньшие с. 

Здесь нижняя граница л равна с. В зависимости от корней Рl 
и Р2' получаеи: 

С л у чай Паа. Pl и Р2 комплексные. 
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м (~t) постоянно положительно, тю, нак ПО.ТJOilштельно М (00). 
Тогда должно быть 

~= ±с. 

Планета движется вдоль оси Х и сталкивается с одной из масс К 
или К', или удаляется в бесконечность в зависимости от знака 
d"J.. в начальный момент. 

С л у чай IIа~. Рl JI Р:! действительны и по абсолютной ве
личине больше с. 

Если М (~) здесь положительно, то движение будет таl(ИМ, 
кю( и в предыдущем случае. Если же М (~) отрицательно, то пла
нета может один раз пересечь линию К' К и затем удалиться от 
К' К по осциллирующей кривой, в то время как ~ периодиче('.ки 
lюлеблется между - с и + с. 

С л у чай I1ау. Рl> с > Р2> - с (или с > Рl > - с > Р2)' 
Планета делает один оборот вокруг К' (соответственно К) 

и затем постепенно удаляется на бесконечность, в то же время 
она колеблется Iwrежду отрицательной (соответственно положи
тельной) частью оси Х и гиперболоii ~ = Р2 (соответственно 
~ = Рl)' 

с л у чай I1аб. с > Рl > Р2 > - с. 
Здесь ~ колеблется между ;шачениями Рl и Р2' Планета пере

секает линию К' К и удаляется на бесконечность, пеРИОДllчески 
I(олеблясь между гиперболами Рl 11 Р2' 

С Л У чай I1Ь. r1 > с> r2• 

Здесь нижияя граНllца для "J.. равна r1• Планета приближается 
1\ эллипсу "J.. = r 1, касается его и затем удаляется на бесконеч
ность, в то время кю. "J.. непрерывно возрастает. Постоянная а 
должна здесь быть отрицательной. 

Оба корня, r 1 и r2, не могут быть при положительном h больше 
с. Иl.lеем 

К + К' + .. / (К -1- К')2 а 
71 = -----ж- V 4h2 - Т, 

К + К' I / (К + К')В а 
72=-~ - r 4h2 -т· 

Если корни действительны, значит, r2 необходимо должно быть 
отрицательным. 

С л у чай I1Ьа. Rорни Рl и Р2 комплексные или действитель
ные и по абсолютной величине больше с. 

Здесь М (~) будет всегда отрицательным, так как отрицатель
но М (О) = а. Величина ~ колеблется между - с и с. Планета, 
удаляясь, обращается вокруг масс К и К' по ра3l!ертывающейся 
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ItривоЙ. Орбита является своего рода внешней развертывающеiiся 
спиралью. 

С л у чай IIЬР. Один или оба корня Рl и Р2 меньше С, но 
больше - с. 

Этот случай невозможен. Так как, по предположению, ;'1 > С, 
И непосредственно очевидно, что модуль ' 2 больше модуля ' 1 , то 
' 2 должно быть отрицательным и численно больше с. Функция 
L (х) не обращается в нуль ни при каких значениях х, которые 
заключены между - с и С, и для этих значений остается отрица
тельной. Теперь из уравнения 

М (х) = L (х) - 2К' х 

следует, что М (х) должно быть и для положительных х 1'аюке 
отрицательным (и отличным от нуля). С другой стороны 

М (- х) = М (х) - 2 (К - К') х, 

и поэтому М (- х) в упомянутой области также отрицате.'1ЬНО. 
Следовательно, никакой из корней Рl и Рз не может лежать между 

- с и + с. 
§ 4. Постоянная h равна нулю 

Пусть теперь 

L ('А.) = (К + К') 'А. + а = (К + К') ('А. - ,), 

М (11) = (К - К') 11 + а = (К - К') (11 - Р)· 

Мы должны здесь различать в зависимости от значения r два слу
чая, а именно: 

1) r < с, 
2) '> с. 
С л у чай IIIa. r < с. 
Функция L ('А.) во время движения остается положительной. 

Величина 'А. может монотоннО убывать, IIOIta она не достигнет 
значения 'А. = с. Затем 'А. начинает расти и непрерывно растет 
до бесконечности. 

Пусть 

а 

'=-К+К'<С' 

Абсолютная величина Р может быть здесь в заВИСIlМОСТИ от об· 
стоятельств меньше или больше с. 
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е л у чай IIIaa. 11'1 > с. 
Здесь фУНJЩИЯ М ( .... ) все1'Да остается отрицатеJIЬНОЙ, и так как 

(л2 -1t2
) ~r == у2 (1t2 

- с2) М (It) , 
то It должно периодически колебаться между - с и + с. 

Планета один раз пересекает линию К' К и затем удаляется в 
бесконечность по раскручивающейся спирали, охватывающей ли
нию К'К. Этот случай подобен IIbot. 

е л у чай IIIa~. ,р 1 < с. 
Чтобы М ( .... ) было отрицательным, It должно быть здесь мень

ше р. Величина It периодически колеблется между l' и-с. Пла
нета один раз пересекает линию КК' и удаляется в беСI\онечность, 
периодически колеблясь между гиперболой и положительной 
частью оси х. Движение очень своеобразно и неожиданно. 

е л у чай IlIb. , > с. 
Нижняя граница для л здесь будет равна " и движение со

вершается вне эллипса л = ,. Постоянная а должна быть отри
цательна (= - а.) и, согласно предположению, имеем 

Должны также иметь 

аl > 
К+К' с. 

аl > р= К-К' с, 

так что следует рассмотреть только один случай. 
е л у чай IIIba. , > с. р > с. 
Во время движения М (It) остается всегда отрицательной и, 

таким образом, .... периодичеСIШ колеблется в границах между 
- с и + с. Планета касается эллипса , = с и удаляется в беско
нечность по развертывающейся спирали, которая охватывает рас
сматриваемый эллипс. 

§ 5. Кратные корни уравненни В (л) = о илн S(It) = О. 
Предельные движения 

Если два к.орня совпадают, то возникает предельное движе-
вие. Будем различать следующие случаи: 

А) '1 = '2> с, 
В) '1> '2 = с, 
е) '1 = с> '2' 
D) '1 = С = '2. 
Различные случаи, в которых совпадают два корпя урав

JIения S (It) = о, мы рассмотрим позже. 

а К. Шарnье 
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С л у чай IVA. , = '1 = '2> с. 
Имеем 

[ГЛ. III 

Для того чтобы движение было возможно, необходимо, чтобы 
h было положительно Ш1И л = ,. Последний случай мы исследуем 
позже. Предположим, следовательно, что h> О. 

Так как уравнение 

(К + К') л + hл2 + а = О 

обладает двойным корнем л = " то 

(К + К') , + hr2 + а = О, (К + К') + 2h, = О, 
значит, 

К+К' 
Т=- 2h • 

Стало быть, корни должны быть отрицательны и поэтому не могут 
быть больше с. Если h отрицательно, то может встречаться только 
этот случай, и л должно быть равным ,. Он будет рассмотрен в 
следующем параграфе. 

и 

С л у чай IVB. '1 > '2 = с. 
Здесь имеем 

L (с) = (К + К') с + ж2 + а = О 

(Л2 _,...2) ~ =(Л-с)У2h(Л+с)(Л-r1). 
Если h положительно, то должно быть л > '1' И мы приходим 
снова к случаю IIЬ. 

Предположим, что h отрицательно (= - h1). Величина л 
должна быть меньше '1 и с ростом времени асимптотически при
ближается к значению л = с. Относительно значения корня р 
заметим, что 

м (с) < L (с) = О, 
и, далее, 

М (- с) = М (с) - 2 (К - К') с < М (с). 
Таким образом, функция М (,...) при ,... = ± с отрицательна, 

и либо оба корня Р должны лежать между - с и + с, либо они 
должны находиться вне этих границ (или быть комплексными). 

С л у чай IVBa. Рl и Р2 комплексные, или действительные, 
и по абсолютной величине большие с. 

Во время движения М (,...) всегда остается отрицательным. 
Тогда величина }! периодически колеблется в границах между 
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- с и + с. Планета ')писывает спираль, которая асимптотически 
приближается n ЛllНlIИ К' К. Эта спираль ограничивается снаружи 
ЭЛ.'Ilшсом л = r l' 

С л У чай IVB~ *). Корни Р1 И Р2 действительны и по абсо. 
лютной величине больше с. 

Так как теперь 

М (JL) = h1 (Р1 - JL) (JL - P\I)' 

1'0, чтобы М (JL) было отрицательно, JL должно быть либо больше 
Р1 или меньше Р2' В последнем случае JL периодически колеблет
ся между Р2 и - с, а в предыдущем случае ~ между Р1 и + с. 
Планета описывает маятникообразпое движение ОI.ОЛО К' или К 
и при этом асимптотически приближается к линии К'К. 

С л у чай IVC. r1 = С> r2. 
Как и в предыдущем случае, теперь получим 

(л2 _JL2) ~~ = (л - с) у2 h (л + с) (л - r2)' 

Так как здесь л > r2 , то h должно быть положительным. Большая 
полуось эллипса л может быть сколь угодно большой и с возра
станием времени асимптотически приближается к значению л = С. 

ДЛЯ значения "орня р, который здесь подвергается иссле
дованию, получим, как и в предыдущем случае, неравенства 

М (- с) < М (с) < L (с) = О. 
Так как М (+ 00) положительно, то находим, что 

Р1 > с, Р2 < - с. 

Значит, функция М (JL) не может во время движения менять знак, 
но остается отрицательной, и поэтому JL колеблется между -с и 
+ с. Движение подобно тому, которое исследовал ось в случае 
IVBa, только здесь нет никакой верхней границы для л. 

С л у чай IVD. rl = r2 = с. 
Он невозможен по тем же самым причинам, которые были от

мечены для случая IVA. 
Мы переходим теперь к тем случаям, в которых имеются крат

ные корни уравнения 

(~~)2 = О. 
Функция S (JL) = о имеет четыре корня, и все они могут являться 
граничными точками области допустимых значений. 

*) Случай В13 иереалеи. (Прu;м. пер, •• ) 
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ТаКIIМ образом, мы должны различать следующие случаи: 

К) Рl = Р2' 
L) Рl = с, 
М) Рl = - с, 
N) Р. = с, 
О) Р. = - с. 

Кроме того, может случиться, что совпадают ТРIl I\ОРНЯ: 

Р) Рl = Р2 = С, 
Q) Рl = Р. = - с. 

С л у чай УК. Pl = Р2. 
Здесь нужно предположить, что норень Р ле)нит между - с 

и + с, так как иначе он не влиял бы на движение. 
Пусть 

S {JA.) = 2 h (}12 - с2) (~ _ р)2, 

откуда следует. что либо h положительно, и тогда должно быть 
~2 = с2 *) (в таком случае движение будет происходить вдоль оси 
Х). или h отрицательно (= - hJ. Рассмотрим этот случай. Пусть 

М (~) = (К - К') }1 - hl~2 + а. 
Так как Р - двойной l<орень, то имеем 

следовательно, 

(К - К') р - h1p2 + а = О, 
К - К' - 2h1P = О, 

К-К' 
Р= 2h1 

(1) 

Подставим это значение В первое из уравнений; тогда будет иметь 
место соотношение 

(К - К')2 + 4h1a = О, (2) 

которому должны удовлетворять коэффициенты, тю, что а -
отрицательно (= - а1). Пусть, далее, 

L ().} = (К + К') ). - h;J...,2 - аl' 

и l<ОрНИ уравнения L ().) = о суть 
К + К' ± уг;(К";7'";+-К;I,';-:;;)'---4·а....,lhl-

71,2 = 2h
1 

• 

Если под квадратным корнем вычтем величину (К - K')2+4a1h1• 

*) Случай JI. = р таиже может встретиться и позже будет исследовав. 
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равную нулю, то получим 

К+К'±2 УКК' 
r.,2 = 2h1 

Теперь 

(УК± Y~)2 
2h1 
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(3) 

(у 1\ - У К')2 = К + К' - 2 У КК' = К - К' + 2К' - 2 V КК' = 
= К -К' + 2 уК'(уК' - уК)<К -К', 

и, следовательно, имеем 

К-К' 
rs< 2h

1 
< с. (4) 

ЗнаЧIlТ, только корень r может быть больше с. Мы должны здесь 
рассмотреть два случая: 

С л у чай УКа. r 1 < с. 
Здесь необходимо, чтобы 

А. = с; 
тогда движение происходит на линии К' К, и планета при возра
стании времени неограничеино приближается к точке .... = Р на 
этой линии, где Р определяется формулой (1), причем это прибли
жение может про исходить как с одной, так и с другой стороны. 

С л у чай УКЬ. r 1 > С. 
Движение ограничивается эллипсом А. = r 1• Планета колеб

лется между этим эллипсом и линией К'К; при этом она при 
монотонном увеличении или монотонном уменьшении .... асимпто
тически приближается к гиперболе .... = р. 

с л у чай VL. Pl = с > Р2' 
Планета асимптотически приближается к линии К' 00. Пусть 

(К - К') с + hc2 + а = О, (5) 

и тогда имеем 

S ( .... > = 2 h ( .... - с)2 ( .... - Р2) ( .... + с). 
Если h отрицательно, то .... должно колебаться между - с и Ps, 
и мы приходим к рассмотренному ранее в § 2 случаю *). Если h 
положительно, тогда следует, что всегда должно быть .... > Ps' 
Планета один раз касается гиперболы .... = Р2' а затем асимптоти
чески приближается к отрицательной части оси Х (или парал
лельной к ней прямой). 

Что касается корней rl и r 2 , то можно доказать, что они 
для поло"штельных h не могут быть больше с. Действительно, 

*) Если р, <-с, то движеиие происходит на оси Х. 
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согласно (5) 

L (е) = (К + К') е + м2 + а > О, 
и для всеХ л, б6льших е, имеем 

L (л) > L (е). 

[ГЛ. III 

Значит, фуккция L (л) во время движения не меняет знака и ПО
стоянно остается положительной. Величина л один раз принимает 
свое минимальное значение л = е. Планета один раз пересекает 
линию К' К и асим:птотически приближается к одной из ПрЯМЫХ, 
параллельных оси Х. 

с л у чай VМ. Pl = - е > Р2' 
Планета асим:птотически приближается к положительной части 

оси Х. Имеем 

s (f.L) = 2 h (f.L + е)2 (f.L - Р2) (f.L - с). 

Так как f.L < с, то h должно быть отрицательиым: (= - h1). 

Вместе с тем, 

М (- с) = - (К - К') с - h1c2 + а = О, 

так что а положительно. 

Далее, 

и, следовательно, L (е) положительно. Но так как L ( ± (0) отри
цательно, то, очевидно, 

r1 > с > r2• 

Область движения ограничивается эллипсом л = r 1• Величина 
л колеблется между л = r 1 и л = с. Отрицательная часть оси Х, 
с другой cTopoны от с, может пересекаться один раз, и орбита 
асимптотически приближается к положительной части оси Х 
с мая:тникоподобиым:и колебаниями при монотонно ум:еньшаю
щихся значениях f.L. 

С л у чай VN. Рl > Р2 = с. 
Имеем теперь 

S (f.L) = 2 h (f.L - с)2 (f.L - Рl) (f.L + с). 
Здесь h должно быть отрицательным (= - h1). Поэтому 

М (с) = (К - К') с - h1c2 + а = О. 
Отсюда следует, что L (с) положительно, и так как L ( ± (0) бу
дет отрицательиым:' то должно быть 

rJ > с > r~. 
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Этот случай совпадает с предыдущим, только в этом случае пла
нета теперь асимптотически приближается: к отрицательной части 
оси Х. 

С л у чай УО. Рl > Р2 = - с. 
Планета приближается: асимптотически к положительной части 

оси Х. Иначе этот случай будет совпадать со случаем VL. 
С л у чай УР. Рl = Р2 = с. 
Пусть 

так что 

М (с) = (К - К') с + м2 + а = О, 
М' (с) = К - К' + 2hc = О, 

К-К' 
с=- 2h ' 

и отсюда следует, что h должно быть отрицательным (h = - h1). 

Как и В случае УК, далее находим 

<ук± ft)2 
71,2 = 2h1 ' 

тю( что, как и в уназанном случае, 

72< с. 

С другой стороны, находим, что здесь также всегда 

71 >С. 

Движение ограничено эллипсом 71 = с, И орбита будет такой же, 
как и в случае VN. 

Наконец, в с л у ч а е VQ 
р] = Р2 = - с. 

Здесь будет 
К-К' 

-с=- 2h ' 

так что h положительно. Справедливы те же самые выражения для 
71 и 72' как и в предыдущем случае, поэтому 

(ук ± 'УК')2 
71,2 = - 2h • 

и оба корня отрицательны. 
Значит, функция: L (л) во время движения не изменяет CBoero 

знака и остается положительной, и так как 
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то величина л. один раз уменьшается до своего минимального 
значения л. = с. Орбита один раз пересеl(ает линию К'К и за
тем асимптотичеСI(И приближается 1( прямой, параллельной оси 
Х. Этот случай подобен случаю VM. 

Из заltlечательных орбит, I(оторые можно встретить в этой 
проблеме, наиболее своеобразные, пожалуй, относятся 1( слу
чаям Па'V и Паб, и они I(ажутся даже невероятным •. Поэтому 
исследуем ИХ несI(олы(o подробнее. 

В случае Па h положительно, Г1 и Г2 либо I(омплеl(сные, либо 
действительные и меньшие с. 

Исследуем те значения I(орней, I(оторые могут встретиться. 
Имеем 

и 

-(К+К')± V(K+K')2-4ah 
2h 

-(К -К') ± У(К ~K')8-4ah 
2h 

Сначала предположим, что Г1 и Г2 I(омплеl(сные. Тогда имеем 
(К + К')2 < 40th. 

Значит, а должно быть положительным, и далее будем иметь 

(К - К')'}, < 4ah. 

Корни Рl и Р2 таl(же будут l(омплеl(СНЫМИ, и имеют место те же 
условия, что и в случае Паа. 

Во-вторых, предположим, что 1'1 и Г2 деiiствительны и меньше 
с. Тогда имеем 

(К + К')2 > 4ah 
и 

или 

(К + К' + 2ch)2 > (К + К')2 - 4ah > О, 
или 

4ch (К + К') + 4c2h2 > - 4ah, 

где а может быть отрицательным. Можно разделить на 4h, и тогда 
получим 

(К + К') с + hc2 > - а, 

что можно ТaRже написать в виде L (с) > О. 
Случаи Па'V и Паб предполагают, что Рl и p~ могут принимать 

действительные значения, и что одно или оба эти значения по 
абсолютной величине меньше с. 
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Если оба корня по абсолютной величине должны быть меllьше 
с, то будем иметь 

К -К' + у(К -К')2 -4h~< 2ch, 
или 

(К - К')2 - 4ah < [2ch - (К - К')]2, 

откуда после преобразований получаем 

- (К - К') с + hc2 + а > о, 
что можно также записать в виде М (- с) > о. Теперь, очевидно, 

М (- с) = L (с) - 2Кс, 

и возможно, что при L (с) > О можем иметь ТaI<же М (- с) > о. 
Оба корня Рl И Р2 могут быть действительны и численно мень
ше с. 

Рассмотрим теперь соответствующие дифференциальные урав
нения 

где 

с > r 1 > r 2' с > Рl > Р2 > - с. 
Чтобы величины, стоящие под знаками квадратного корня, были 
положительны, величины л. и J.L должны, очевидно, удовлетворять 
следующим неравенствам: 

л. ;> с, Рl ;> J.L ;> Р2. 
Положим 

dwt Y2h(h+C)(h-rl)(h-r2) 
dt = h2 _",э 

dW2 У2 (с2 - ",2) h 
dt = h2_",~ 

Подкоренные выражения никогда не могут обратиться в нуль, и 
поэтому вспомогательные величины W1 и W2 монотонно возраста· 
ют вместе со временем. 

Далее, имеем 



122 ЗАДАЧА ДВУХ НЕПОДВИЖНЫХ ЦЕнтров 

И отсюда интегрированием получаем 

1 \1 
Л=С'+"4 W1 ' 

IIШ2+ '\l W2 
""=P1COS Т Р2 SШ т· 

[гл. 111 

Планета колеблется между двумя гиперболами, Рl и Р2' И одно
временно монотонно удаляется в бесконечность. 

Следовательно, случай I1аб существует. Что же касается слу
чая IIа~, то он содержится в IIIa~. 

§ 6. Периодические движении 

Движения, периодические во времени, могут встретиться в 

случаях, рассмотренных в § 2, если выполнены условия (10) § 1. 
Кроме того, движение будет периодичеCIШМ, если тело движется 
по кривой л = const, а также при условии, что орбита оп{>еде
ляется уравнением 

,... = const. 

Сначала рассмотрим эти случаи. 

С л у чай VIa. л = const. 
Так кю( 

(1) 

то очевидно, что л JIИбо равно С, либо совпадает с корнем урав-
пения 

L (л) = О. (2) 

в первом случае тело движется вдоль линии К/К, И мы уже зна
ем, что при этом могут встретиться только три случая: либо имеет 
место соударение с одной из притягивающих масс, либо планета 
асимптотически приближается к некоторой точке на линии К'К 
(УКа), либо планета удаляется в бесконечность. Эти случаи мы 
можем опустить. 

Остается еще упомянуть о случае, в котором л совпадает с 
одним из корней Г1 или Г2• Если Г1 > с > Г2 ' ТО Л не может тож
дественно совпадать с r 1• Известно, что для отрицательных h 
должна быть либрация по л между r 1 и С (случай Ib), а для поло
жительных h л возрастает до бесконечности (случай IIЬ). 

Если r 1 > Г2 > С, то h необходимо должно быть отрицатель
ным, так "al( для положительных h по крайней мере один корень 
должен быть отрицательным. Поэтому имеем 

(л2 - /!2) ~; = у2 '~1 (л2 - с2) (Г 1 - л) (л - Г2)' (3) 
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Если :МЫ исключим случай А. = С, то всегда будет иметь место 
либрационное движение между r1 и r2, и А. может оставаться по
стоянным ТОЛЬRО при единственном условии, что 

r1 = r2• 

Так как здесь будет двойной корень, то должно быть 

(К + К')2 - 4м = О (4) 

и, следовательно, 

(К - К')2 - 4м < О, 
так что Рl и Р2 будут комплексными. В соответствии с этим, ве
личина!.l. Rолеблется между - с и + С, И движение происходит 
по эллипсу А. = r, где (согласно IVA) будет 

К+К' 
r= 2~ (~ 

Всегда имеется особое решение дифференциального уравне
ния (3): 

А. = r 1 или А. = r 2• 

Находим, что вторая производная от А. по времени имеет конечное 
значение. Если, однако, А. = r обозначает двойной корень, то 
не только вторая производная, но и все производные высших 

порядков также при А. = r тождественно равны нулю. 
С л у чай VIb. !.I. = const. 
Если не принимать во внимание случаи !.I. = + с и если !.I. 

должно быть постоянным, то дифференциальное уравнение 

(А.2 - !.I.2) : = у2 h (!.I.2 - с2) (!.I. - Рl) (!.I. - Р2) (6) 

должно удовлетворяться только значениями !.I. = Рl = Р2 = р. 
с л у чай VIba. Для отрицательных h (= - h1) имеем 

(А.2 - !.I.2) ~r = у2 h1 (с2 _ !.I.2)(!.I. _ р)2, 

и в этом случае !.I. = Р является неустойчивым решением. 
Так как р - двойной корень, то имеем 

К-К' 
Р = 2h

1 
< С (7) 

и, кроме того, 

далее, 

(К - К')2 - 4м = О. 

-(К + К') ± У(К +K')2_4ah 
2h 

(8) 
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или, по (8), 
- (К + К') ±2 УКК' 

71,2 = 2h 

Таким образом, 

р = V7 t 72. (9) 

Отсюда следует, что 71 и 72 одновременно не могут быть больше 
с. Однако возможно, что 

71> с> 72. 

Теперь имеем 

L (л.) = Ь1 (71 - л.) (л. - 72)' 

и л. будет колебаться между 71 и с. 
В этом случае планета будет совершать маятникообразные 

движения вдоль гиперболы 

К-К' 
J.I.= 2h, 

Если К = К', то J.I. = О, и планета колеблется вдоль оси У, 
вблизи начала координат по обе стороны. 

С л у чай VIbp. Если h положительно, то для совпадаю
щих значений р получим 

К-К' 
р=- 2h 

(УК± VЮ)2 
71,2 = - 2h 

Таким образом, здесь оба корня 7 будут отрицательны. Функция 
L (л.) остается во время движения положительной. Величина л. 
возрастает до бесконечности. В этом случае планета уходит в 
бесконечность по гиперболе 

К-К' 
р=- 2h 

Если элементарные периоды 0012 и 0022 имеют такие значения, 
что 

т1ОО 12 + т26) 22 = О, 

где т1 и т2 обозначают целые числа, то будут иметь место перио
дичесIше орбиты. Числа т1 и т2 имеют разные зпаки, так иак (012 

и 6) 22 можно выбрать положительными. Лучше записать 

(10) 
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где теперь m1 и m2 обозначают положительные числа. Затем для 
соответствующего периода получаем значение 

2Т = 2m1(Oll - 2т2(021' (11) 
Примем теперь для постоянной интегрирования h положитель

ное значение, тогда уравнение (10) будет выполняться для бесl(О
нечного ряда дискретных значений другой постоянной интегри
рования а. и обратно. Таким образом, будет 002 периодических 
траекторий. 

Чем меньше числа т1 и т2, тем «проще» будет соответствующее 
пориодичеСI\ое движение. Орбита OI,азывается наиболее простой. 
если m1 = т2 = 1. Вообще постоянные интегрирования можно 
выбрать таI\, чтобы имел место этот случай. ТаI\, например, может 
быть в случаях Iby и Ica.. Мы получим периодическую орБИТУ2 
I\оторая не tIepeceKaeT сама себя. Однако в случае Iba. такой вы
бор едва ли возможен. Очевидно, наименьшими значениями для 
m1 и т2 здесь будут т1 = 2, m2 = 1. 

Рассмотрим отношеlше 
(0)12 

V = (0)22' 

ноторое ~fОЖIlО считать меньшим единицы (в противном случае 

это будет иметь место для (0)22), тогда движение будет периодиче-
(0)12 

ским, если V является рациональным числом. Так как на сколь 
угодно малом отрезке всегда найдется бесчисленное множество 
рациональных чисел, каким бы малым ни был выбран этот отре
зок, то периодические орбиты будут распределены всюду плотно 
среди орбит, для которых имеет место 0< V < 1. Таким обра
зом, необходимо придавать V бесконечно малые изменения, чтобы 
отделять произвольные периодические орбиты от соседних, но
периодических орбит. 

Бесконечное множество элементов называется счетным по Ка" 
тору, если можно пронумеровать его элементы так, что ни один 

элемент не будет пропущен. Рациональные числа между нулем и 
единицей образуют счетное множество; действительно, их можно 
запвсать в следующем порядке: 

1121 3 12 3415 
2'3'3'4'4'5' 5' 5' 5' 6'6' 

так что последовательно записываются те числа, знаменатели 

которых 2, 3, 4, 5, 6, ... и т. д., И для каждого знаменателя чис
лителю придаются значения 1, 2, 3, и т. д., за исключением таких 
значений, для которых числитель и знаменатель не являются 
взаимно простыми. 

Периодические орбиты образуют счетное множество, что, 
наоборот, не имеет места для случая непериодических орбит. 
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Множество последних, по терминологии Кантора, имеет более вы
сокую мощность, чем множество периодических кривых. Если рас
сматривать непериодические орбиты, то согласно § 2 гл. П эллипти
ческие координаты л. и ~, а следовательно, также и расстояния 
r и г' планеты от притягивающих масс, можно разложить в ряды 
Фурье в форме 

+00 

~ Ci"i. cos (i1U1 + i2u2). (12) 
i"i.=-oo 

Эти ряды равномерно сходятся, а и1 и и2 являются ливейпыми 
функциями времени: 

(13) 

где 

(14) 

Можно произвести некоторые интересные исследования этих 
рядов, которые представляют большой интерес для решения за
дачи трех тел. Для построения рядов (12) можно использовать 
приближенные методы, которые употребляются в «теории возму
щений». Рассмотрим, например, спутниковый случай Ib6, в ко
тором движущееся тело должно оставаться в окрестности массы 

К, и предположим, что масса К' сравнительно мала, тогда можно 
для получения выражений для координат использовать разло
жения по степеням малой массы К'. При определении методом 
последовательных приближений значений коэффициентов Ci,. i. 
пришлось бы преодолевать трудности, возникающие за счет ма
лых делителей, имеющих вид i1nl + i~2 (о которых впоследствии 
мы будем говорить), и ряды (12) не были бы равномерно сходя
щимися, хотя это И имеет место для истинных рядов (12). Можно 
было бы заранее сказать, почему должны возникать такие труд
ности. Объяснение этого, видимо, I<роется в том, что, как было 
доказано в § 3 гл. П, дЛЯ расстояния r от тела К не существует 
никакой нижней границы, отличной от нуля. Поэтому не су
ществуе1' также никакого среднего значения этого расстояния 

в том смысле, в !,аком это ПОllЯтие используется в теории воз

мущений. 
Возможно, что в подобных обстоятельствах и следует искать 

объяснение вопроса сходимости рядов теории возмущений. 
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§ 7. Сопоставление различных ТJlПОВ орбllТ, встречаЮЩlIХСЯ 
в задаче двух неПОДВIIЖНЫХ центров 

1. П р я м О л И н е й н о е Д в И ж е н И е. Планета дви-
жется вдоль отрезка К'К И.1И на его продолжении. 

Планета движется в начальном напраВ.1JеНIIИ до тех пор, пока 
она не СТОЛI\Иется с одной из масс (Iaa, Ia~, I1аа и др.), 

или планета движется в начальном направлении, пока она не 

достигнет определенной точки, затем возвращается и сталкивается 
через неI\ОТОРЫЙ промеЖУТОl\ BpeMeНII с массой (la1', Ia6 и др.), 

ИJJИ удаляется на бесI\онечность вдоль оси Х (lIаа), 

Рис. :!. PJlC. д. 

или приближается неограниченно к точке, расположенной 
между К' и К, не достигая ее за конечный промежуток времени 
(УКа). 

2. Л е м н и с 1\ а т о JI О Д О б н о е Д в и ж е н и е. Если дви
жеНllе не является периодическим, то 

ду плотно всю область, заl(лючепную 
внутри эллипса (Iba, Ib~; рис. 2). 

3. С п у т н и 1< О В О е Д В и-
ж е н и е. Планета движется внутри 
ограНllченной области, в которой 
находится одна из масс К или К'. 
Границами этой области служат дуги 
эллипса и гиперболы. Орбита явля
ется или периодической или повсю
ду плотно заполняет упомянутую 

область (Ib)', 1М; рис. 3). 
4. П л а н е т н о е Д в и ж е-

н и е. Планета движется (подобно 

орбита заполняет повсю-

Рис. 4. 

внешней планете) в области, ограНllченпой двумя софокусными 
эллипсами. Орбита либо периодическая, в случае когда оба 
эллипса сливаются, либо повсюду плотно заполняет соответ
ствующую область (Ica, Ic~; рис. 4). 
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5. Р а с х о Д я Щ е е с я м: а я т Н и к о В о е Д в и )1, е н и е. 
Планета удаляется в бесконечность от обоих центров, совершая 
маятникообразные колебания между 
ветвями гиперболы по обе стороны 
оси Х (Па1', IПаР; рис. 5). 

~ Гиперболическое 
синусоидальное ДВ. 

ж е н и е. Пл анета удаляется В 
бесконечность, совершая периоди-

1( 

-/' 

Рис. 5. Рис. 6. 

ческие колебания между двумя софокусвыми гиперболами (Паб; 
рис. 6). 

7. Р а с х о Д я Щ е е с я с пир а л ь н о е Д в и ж е н и е. 
Планета удаляется в бесконечность, совершая вокруг линии К'К 
обходы все возрастающих размеров (ПаР, ПЬа, IIIaa, IПЬа; 
рис. 7). 

, 
I , 

----::~ - ~ .... .... ..... " ......... , , .... , , , , 
\ " \ , 

\ , ~ ...... 
~ 

~ ----.......... .......... -\ I 
/ ------- .... 

,/ ,... ..... ;;:::---------- ... , \ , \ , , 
" " ..... ' ............ ~~-<:.:-_--

Рис. 7. 

, , , 1, {{ .... _ -) ",1 
" '.... ------- , " __________ ---- ..... ""tI' 

"--------------
Рис. 8. 

8. С х о Д я Щ е е с я с пир а л ь н о е Д в и ж е н и е. 
Планета асимптотически приближается к отрезку К'К, обращаясь 
вокруг него, но не достигая его в конечный момент времени (IVBa, 
IVC; рис. 8). 
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9. С х О Д Я Щ е е с я м а я т н и к о В о е Д В и ж е н и е. 

Совершая маятиикоподобиые колебания по обе СтороИЬ1 от ОСИ Х, 

Рис. 9. 

/ 
I 

1/ 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 

I 

Рис. 10. 

планета асимптотически приближается либо к гиперболе (УКЬ), 
либо к оси Х, не достигая этих границ за конечное время 
(УКЬ, IVВIЗ, УМ, VN, УР; рис. 9 и 10). 

10. А с и м п т о т и ч е с к и - п р я м о л и н е й н о е Д в и
ж е н и е. Планета асимптотически приближается к прямой, па
раллельной оси Х (VL, УО; рис. 11). 

к' 

-----_. -------............ к 

Рис. 11. 

11. Э л л и п т и ч е с к о е Д в и ж е н и е. Планета дви-
жется в определенном направлении по эллипсу, уравнение кото

рого 

(случай VIa). 

К+К' 
л= 2h1 

12. Г и пер б о Л и ч е с к о е Д в и ж е н и е. Планета дви
жется вдоль гиперболы либо так, что она удаляется в бесконеч
ность, и фокус этой гиперболы лежит в большей массе К, либо 
так, что она маятникообразно колеблется вдоль гиперболы около 
оси Х, и ФОКУС этой гиперболы лежит в меньшей массе К' (VIba, 
рис. 12). 

9 к. Шарлье 
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Все рассмотренные здесь типы движения, за ПСIi.lючениеllI 
случая VIba, являются устоiiЧИВЫIlIII II не могут переiiти при 
беСl\онечно малом изменении постоянных интегрирования (h и а) 
из одного типа в другой. 

Введенные выше наименования Д.'IЯ различных фОР~1 движе
ния не всегда дают адекватное описание соответствующеii орбиты. 

За более точны~! описаНlIе~1 l\lbl отсы
лаем читателя к предыдущим параг

рафам. 
В своей Ю1ассическоii работе об 

эллиптичеСl\ИХ интегра.lIах Леi-l\апдр 
посвятил подробные исследования про
блеме двух неподвижных центров [15]. 
При этом он ограничился С:Iучаем, 

Рис. 12. когда h < О, в l\OTOpOM, Kal\ мы видели. 
орбиты лежат n ограпиченноii об.lIасти. 

Среди возможных здесь движений он рассматривал типы 
1, 2, 3, 4, 8, 9, 11, 12. Сходящееся маЯТНИI\ообразное движение 
9 он рассматривал только для С.'1учая, когда планета асимптоти
чеСl\И приближается к оси Х (см. рис. 10). Общий случаi[ (см. 
рис. 9), в l\OTOpOM планета асимптотичеСl\И приближается к ги
перболе, он не заметил. Любопытно, что Лежандру БЫ:IО изве
стно важное свойство непериодических орбит заполнять повсюду 
плотно область возможности движения. По краiiней мере он 
определенно упомянул об этом относите.1J>НО П.'1анетного ДВЮ:liе
ния типа 4. 

Прямолинейное движение было изучено Лежандро!t! в преl(
положении, что планета может проходпть через массы К и К'. 
Полезно считать, что движение заканчивается соударением, так 
кю{ здесь утрачивается физическиii смысл движения и дифферен
циальные уравнения теряют силу. 

Лежандр основывается при рассмотрении этой проб.'1еl\lЫ на 
своих глубоких ИССJIедованиях эллиптичеСl\ИХ интегралов. Но эти 
рассмотрения оказываются неоправдаПI:lО громоздкими п трудными. 

В сравнении с этим, как мы видели, выполненное рассмотре
ние ДВИiI,ения оказалось почти не связанным с выкладочной ра
ботой и без громоздких формул. Если бы вместо интегралов Ле
жандра мы захотели ввести эллиптичесние функции, то это не 
принесло бы никакой пользы. Это излишне при рассмотрении форм 
движения, а для вычисления значений ноординат для произволь
ного момента времени это слишном ОНОЛЬНЫЙ путь, так как доста
точно выразить не координаты через время, а время через ноор

дипаты. А координаты через время задаются формулами (12), и 
коэффициенты в рядах могут быть всегда сравнительно легно 
вычислены. 
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§ 8. ПрUl)lеры 

Хотя в природе неизвестно ни одного примера, в котором дви
жение тела определяется притяжением к двум неподвижным цен

трам, но все же встречаются различные случаи, когда речь идет 

о трех телах, взаиМНО притягивающихся по закону Ньютона, 
в которых представляется справедливым предположить, что про

блему двух неподвижных центров можно выбрать в качестве при
ближения при изучении орбит. 

Напримрр, такой случай встретился бы, если мы бы захотели 
исследовать движение малого тела, которое с большой скоростью 
проходит через двойную систему. 

В нашей планетной системе также не исключены ПРИl\fеры, 
в которых возможно подобным образом получить приблиmе
ние к истинной орбите. Рассмотрим, например, систему, кото
рая состоит IJЗ Солнца, планеты и принадлежащего ей СПУТНИl\а; 
тогда угловую скорость планеты вокруг Солнца можно считать 
весьма малой, если спутник расположен достаточно БЛИЗI\О к П.l8.
нете, и, таким образом, по крайней мере на коротких промежут
ках времени, можно было бы считать Солнце неПОДВИЖНЫ1lJ, 
а СПУТНИI\ притягиваемым двумя неподвижными центрами. Есш! 
иметь дело с движением малой планеты под действием ПРИТЯiliе
ния Солнца и большой планеты - Юпитера или Сатурна,- TO~ 
как будет показано в одной из следующих глав, I\Оординаты пml
неты можно разложить в ряды по степеням угловой скорости 
большой планеты и затем воспользоваться методом последовате.IЬ
ных приближений, выбрав проблему двух неподвижных центров 
в качестве первого приближения. Хотя сходимость этих приближе
ний не была исследована, тем не менее представляет интерес про
верить орбиты, которые получились бы в первом приближении. 

Предположим, что тело находится на линии центров между 
Солнцем К и планетой К', и что оно в начальный момент будет 
удаляться с перпендикулярной к этой линии скоростью, причем 
К и К' будем считать ПОК01:l.щимися; его движение должно иссле
доваться в предположении, что тело будет притягиваться к К 
и К' по закону Ньютона. 

Сначала мы должны определить постоянные иптегрирования 
h и а, а затем вычислить корни rl' r 2' Рl' Р2. 

Согласно формулам (6) и (5*) § 1 имеем следующие фОРМУJIЫJ 
для вычисления h и а: 

t 2 2 [),2 ~2] (К + К') )., (К - К') '" 
h= 2 (л -f.L) ).,2_ с2 + с2_",2 - ).,2-112 + ).,2- .... 2 , (1) 

- ().,2_112)2 ~8 _ (К + К') л _ hл2 , 
ot - 2 ().,2_ с2) (2) 

9* 
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или 

- ot = ().I_ 1'1)1 ~I + (К _ К') IL + hIL". 
2 (c'-JL') r r (2*) 

Чтобы получить значения ~o, .... 0 и Ао , ~o, мы должвы в этих 
формулах подставить значения h и ot для начального момента. 

Выберем единицу дливы так, чтобы с = 1. Тогда расстояние 
К'К будет равно 2. Если тело в начальиый момент находится на 
расстоянии а от К', то 

~ = 1, .... 0 = 1 - а. (3) 

Чтобы вывести значения производных А:о и .... 0' воспользуемся 
уравнениями (1) § 7; так как согласно сделавиым предположениям 

Ха = О, 
находим 

у '1 " с" f.'odJLo - ау "'o-,r ,,- о, 
у c'-JLо 

JШИ, В соответствии с получениыми для ~o И .... 0 значениями, 

(1 - а) Ао + ~o = О, 

уl-(I-а)" .~ = Уо' 
у "'~ 1 

Таким образом, будем иметь 

io=~o=O (4) 
и 

Y~-1 
Уо (4*) 

"У1- (1- а)2 

Если подставить значения (3), (4) и (4*) в (1) и (2), то 

h 1.2 К К' (:;) 
= "2 УО - 2-а -7' v 

- а = (К - К') (1 - а) + h (1 - а)2. (5*) 

Если значения масс К и К', расстояние а и начальная скорость 
Уо задавы, то 8начения h и ot могут быть определены. 

Относительно а мы сделаем два различвых предположения, 
одно из которых соответствует мучаю, когда речь идет о планете, 

движущейся между Солнцем и возмущающей планетой, а другой 
соответствует спутниковому случаю. 
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Сначала заметим, что уравнение (5*) можно записать в следую
щей форме: 

м (1 - а) = О, 

где M(Jt) - то же самое обозначение, что и в предыдущих пара
графах. Следовательно, один из корней Pl' Р2 равен 1 - а, т. е. 
равен тому значению, которое имеет Jt в начальный момент. Гра
ница области, допустимой для орбиты, таким образом, проходит 
через ту же точку, в которой траектория (в начальный момент) 
пересекает линию К' К под прямым углом. 

Чтобы получить простой пример астероидного движения, по
ложим *) 

Тогда согласно (5*) 
ot=O, 

а = 1. 

h 1.2 К К' 
='2 Уо - - . (6) 

Определим начальную скорость 110 таким образом, чтобы астероид 
двигался BOKpyr Солнца К по Kpyry, если прекратится притяже
ние планеты К'. Как и в предыдущем параграфе, будет 

так что 

·2 К К 
Уо= -= , r (7) 

h = - ~ К - К'. (8) 
Для определения границы области возможности движения соглас-
110 предыдущим параграфам нужно вычислить корни уравнений 

L(Jt) = О 
II 

M(Jt) = О. 
Так как ot = О, то 

или 

Таким 

L(')..) = (К + К') ').. + h')..2, 
M(Jt) = (К - К') Jt + hJt2, 

L(')..) = (К + К') ').. - (~ К + К') ')..2, 

M(Jt) = (К -К')Jt-(~ К +K')Jt2
• 

образом, 
2(К + К') 

71 = К+2К' , 
2(К-К') 

Р, = К+2К' , Р2 =0. 

*) Это примерно соответствовало бы малой планете, которая находится 
на среднем расстоянии астероидов и возмущается Юпитером. 
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в обозuачениях предыдущих параграфов 

71 >С>7а, Pt>C>l>z>-С, 
И мы приходим К мучаю Iby § 2. Для л. и J.I. теперь находим 
с.'Iсдующие границы: 

2 (К + К') ........ л ........ 1 
К +2К' ., ., , 

O:>J.I.:> -1. 
Движение является либрационным. Для J.I. = О получаем отрезок 

2(К + К') АОВ оси У. Большая полуось эллипса л = к + 2К' прибли-

8 

к' __ -+-_-"К 

Рис. 13. 

женно равна 2, так как масса К' 
мала. Движение происходит внутри 
области Аве, которую траектория 
будет заполнять всюду плотно. Лю
бопытно, что граница области воз
можности движения при любых зна
чениях К' всегда образуется осью У. 

Перейдем теперь ко второму слу..: 
чаю, в котором малое тело, очень 

близкое к планете, будет удаляться 
от линии К'К в перпендикулярном к 
ней направлении. Предположим, что 
тело обладает такой начальной ско
ростью, что оно двигалось бы вок

руг К' по кругу, если бы можно было пренебречь притяже
иием СОJrRца; тогда будем иметь 

,2 К' 
УО=-а 

и значит, 

. К К' 

'~ = - 2 - а - 2а ' (9) 

где а обозначает малую величи~у. 
Движется ли тело вокруг К или вокруг К'? Чтобы решить 

зто, мы ДОJIЖНЫ вычислить корни 71' Г2 , 1>1' Р2' Имеем 

M{J.t) = (К - K')J.L + hJL2 + а, 
М(1 - а) = (К - К') (1 - а) + h (1 - a)Z + а = О, 

так что если М(1 - а) вычесть ив M{J.t), то 
M{J.I.) - М(1 - а) = [К - К' + h (J.t + 1 - а)] [J.I. - (1 - а»). 

Большая полуось гиперболы, ограничивающей область, внутри 
которой может двигаться тело, равна 1 - а. Еми, далее, имеется 
гипербf)ла, расположенная ближе к К, то тело должно двигаться 



§ 8] ПРИМЕРЫ 135 

вокруг К'. Условие того, что тело будет спутником К', таково: 

K-K'+h (t-a) 
- h <1-а, 

или, eC.'llI подставить значение lt, 

Для Луны 

К' К 
""7 > 2-а . 

К = 320000 К', 
200а = 1, 

и поэтому находим, что здесь 

К' К 

112 < 2-11 • 

(10) 

следовате:IЬНО, тело, которое находилось бы на расстоянии Луны, 
согласно с высказанными условиями, двигалось бы вокруг Солн
ца, а не вокруг ЗеЫJШ, если последние рассматривать неподвиж
ными. Это относится TaKiI,e и к тому случаю, когда вместо сидери
ческоii угловоii скорости Луны используется синодическая. 

На первый взгляд это кажется странным. Можно было бы ожи
дать, что тело будет двигаться вокруг Земли. Однако при ближай
шем рассмотрении находим, что результат не мог быть другим, 
так как именно здесь опускается притяжение Земли Солнцем. 
Прямое притяжение Луны Солнцем на самом деле почти вдвое 
больше прямого притяжения Луны Землей. Неравенство (10) мо
жет быть просто выражено следующим образом: тело движется 
вокруг Солнца, если удвоенная сила больше силы притяжения 
планетоii. 

Таким образом, для Луны нельзя использовать задачу двух 
неподвижных центров в качестве первого приближения. 

Ес;IИ бы вместо этого взять, например, внутреннего спутника 
Марса - Фобос, то мы бы нашли, что притяжение Фобоса Марсом 
в 200 раз больше притяжения этого спутника Солнцем. Для спут
ников Нептуна притяжение центральной планеты в 8000 раз боль
ше пря~IOГО притяжения Со.;шца. В этих случаях Солнце в первом 
приближении можно считать неподвижным*). 

*) При изучении движения комет в сфере действия Юпитера, а также в 
задачах механики космичеСRОГО полета с малой постоянной тягой, может 
быть использован предельный вариант задачи двух пеподвижных центров, 
в нотором ОДIIН из притягивающих центров удаляется в беСRонечность. Подоб
ный подход излагается в работах В. Г. Дёмипа [16], В. В. БелеЦRОГО [171, 
А .• ";J. Купицына [18]. (lIpu.\t. nepe8.)~ 



ГЛАВА lУ 

ЗАДАЧА ДВУХ ТЕЛ 

§ 1. Общие соо5ражеиия 

ЕOJIИ начало координат поместить в одну из масс m1 и через 
:1:, 1/, Z обозначить координаты другой массы т., то будем иметь 

где 

d2:r: __ I1:r: ) 

ае' - r
8

' I 
а2у J.Ly 
ае' = -7' 
dlz J.LZ 
ае' = -7' J 

JA.= ~ (тl + т.), 
,.. = х2 + 1/2 + z', 

и ~ обозначает постояннУ1О тяготения. 

(1) 

Из этих дифференциальных уравнений непосредственно полу
чаются OJIедующие интегралы: 

( 
а:!: )1 ( ау . I ( dz )1 2J.!. тt + Тt) + тt = r + 2h1t (2) 

который называется интегралом живых сил, и 

dz dy ) 1/ di -ZТt = СIt 

I 
а:!: dz 

t 
(3) z dt -XТt = С., 

ау dx 
Х Тt-1/(jj" = Сз, J 

которые будем называть интегралами площадей. 
ЕOJIИ эти интегралы умножить соответственно на Х, 1/, z и ре

зультаты OJIожить, то получается уравнение ПЛОСRОСТИ: 

CIX + Cs1/ + СзZ = о. (4) 

Из этого уравнения OJIедует, что движение происходит в некото
рой неподвижной плоскости. 
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Если обозначить через ot, ~ и 'v уrлы, которые нормаль к этой 
плоскости образует с осями координат, то уравнение плоскости 
можно записать также в форме 

х соэ а + у соэ ~ + z соэ 'v = О, 
и поэтому имеем 

Сl С2 Са ,г I I • 
ёOSCi = сов ~J = сов i = r Cl + Са + Са' 

Еспи i - наклонение плоскости орбиты к плоскости ху, 
9 - уrол, который образует восходящий увел орбиты с осью х, 
то непосредственно находим, что 

спедовательно, 

rде положили 

соэ а = sinisin 9, 
cos ~ = - sin i cos 9, 
СОЭ 'V = cos i, 

C1 = С sin i sin 9, } 
С. = - С s~n i cos 9, 
Са = CCOSl, 

(5) 

Если повернуть координатные оси, то i и 9, 'IaK же как Cl' 

С2 и Са, изменятся, в то время как С остается неизиениым. 

Форма орбиты определяется зна
чениями постоянных интеrрирования 

с и h. Получаются следующие четыре 
случая, которые мы поочередно ис

следуем: 

1. С = О, прямолинейное движе
ние; 

2. h1 отрицательно, эллиптичес
кое движение, 

3. ht. равно нулю, параболичес
кое движение, 

4. h1 положительно, rиперболи
ческое движение. 

В качестве исходноrо пункта ин-

Полюс 
ОРЬОIТ1QЛhноti 
f1ЛоскосmlJ 

L 
Полюс 

плоскОсfТ1(J ХУ 

теrрирования мы выбираем диффе- Рис. 14. 
ревциальное уравнение Гамильто-
на - Якоби, так как при этом мы придем к более подробным 
сведениям о задаче трех тел. 
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§ 2. Интеrрировавие уравнении Гамильтона - Якоби 
дли задачи двух тел 

В § 9 гл. 1 бьmо показано, что для задачи двух тел в полярных 
координатах уравнение Гамильтона - Якоби имеет следующий 
вид: 

( дW )' + .!- ( дW )' + 1 ( дW)' = 2).1. + 2h 
дr r2 дер r3 cos2 ер , д6 r 1· 

(1) 

Легко показать, что это уравнение можно проинтегрировать 
путем разделения переменных. Здесь можно применить теорему 
Штеккеля. Действительно, если положить 

'11 = 1, 

'13 = О, 

«Р21 = О, 
«Р22 = 1, 

1 
«Р23 = - \'082 ер , 

'JI = о, I 
«P~2 = О, 

'за = 1, 

(2) 

то будем иметь 

и 

L\=!q>ijl=1 (i, j=1, 2, 3) 

lдА ----1 6. дерll - , 
1 д6. 1 
Т дер21 = r 2 , 

1 д6. 1 
Т дерЗ1 = r 2 СО82 ер • 

Коэффициенты при частных производных в левой части (1) 
имеют, стало быть, ту форму, которая необходима для применения 
теоремы Штеккеля; далее имеем 

'Фl= ~, 'Ф2=0, 'Фз=о. (3) 

При помощи формул § 1 гл. 11 задачу можно непосредственно 
свести 1\ квадратурам. Соответствующие уравнения будут 

dr 
dt, (4) 

dr + dep О (4*) 
r2" / 2"" + 20t _ 2а2 11 /2ct2- 2cta ' 

V r 1 r 2 V СО82 ер 

(4**) 
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Если эти уравнения разрешить относительно dr, dq> и d6, то 
получим промежуточные интегралы 

!!!- = 1,1 211 ..:....2:х 1 - 2а2, ) ({/ v r I r 2 ! 

r2 (/ср = .. ,1 2:Х2 - ~ , t 
dt V cos2 q> 

d6 .. /-
r 2 cos2 ер. те = у 2:хз. J 

(5) 

При рассмотрении движения можно исходить либо из (4), либо 
из (5), смотря по тому, будут ли использоваться соответствующие 
теоремы § 2 или § 3 предыдущей главы. Из (4) очевидно, что здесь 
мы имеем пример условно-периодичеСRИХ движений, а в одном из 
следующих параграфов мы выведем теоремы, ноторые отсюда сле
дуют для задачи двух тел. 

Из последнего уравнения (5) следует, что otз должно быть поло
жительным, так как иначе de становится мнимым, и далее из вто
рого уравнения вытекает, что ot 2 также должно быть положитель
ным. Поэтому положим 

2а2 = 't~, } (6) 
2аз = It~, 

где Il 2 и hз обозначают действительные величины, которые также 
могут быть равны нулю. 

Подставим этн величины в (4) и проинтегрируем; тогда полу
ЧИ~I следующие уравнения: 

\ _г==dr==;;= Н ) J = l+ t, 

J 
I 211 + 2h

1 
_ h~ 

I r r2 

Il2 ~ dq> _ h2 ~ dr = Н 2, 

'/h2_~ r 2 J/211 -:-2h
1

- h; (7) V 2 cos2 ер . r r 2 

е - hз ~ dq> = НЗ, 
cos2 q> J/ h2_~ 

. 2 cos2 ер 

где Н1 , Н 2' НЗ обозначают три новые постоянные интегрирования. 
В соответствии с § 1 г л. II постоянная ОС1 совпадает с постоянной 
/11 интеграла живых сил. 

Уравнения (7) дают общий интеграл с необходимым числом 
постоянных интегрирования. Прежде чем определять из этих 
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уравнений координаты r, ер и е как функции времени, рассмотрим 
формы орбит при различных значениях постоянных интегрирова
ния. Как было уже установлено в предыдущем параграфе, орбита 
лежит в плоскости, а поэтому для изучения формы орбиты доста
точно найти расстояние r между обоими телами как функцию вре
мени. Но это выполняется с помощью первого из уравнений (7), 
которое мы теперь будем исследовать. 

Из второго уравнения (5) вытекает, что при ot9 = О ДОJIЖНО 
также иметь место аз = О, и поэтому при а 1 = О приходим К ре
зультату, что как ер, так и е должны быть постоянны, так что тело 
движется по прямой, вдоль радиуса-вектора. 

§ 3. Прямолинейное движение 

Из § 2 второй главы известно, что изменение механичес~ой 
величины r, определяемой дифференциальным уравнением 

(
dr )9 211- h~ 
те = r + 2h1 - ""j:2 = 'Ф (r), 

зависит от значений корней уравнения 

'iJ(r) = О. 

(1) 

(2) 

Эти корни не могут быть комплексными. Если бы имел место этот 
случай, то 'iJ(r) ни при каких действительных значениях не меняла 
бы знак. Но при достаточно малых r значение 'iJ(r) необходимо 
Jlвляется отрицательным, поэтому, если бы корни были компле~с
нымя, 'iJ(r) должно было бы бъrrь отрицательным, что невозможно. 
Нтак, корни комплексныии быть не могут. 

При с = О (и, следовательно, при h2 = О) уравнение 'iJ = О 
не может иметь больше одного корня. Исследуем теперь этот му
чай. HIiM уже известно, что движение происходит вдоль радиуса
вектора. Имеем 

(2*) 

Если. во-первых, ht. положительно, то правая часть уравнения 
(2*) ни при каких действительных (положительных) значениях 
r не обращается в нуль. Отсюда следует, что в этом случае r всег
да или возрастает, или всегда уменьшается. Оба тела либо неогра
uиченно удаляются друг от друга, либо в конце концов стаЛf>И
ваются друг с другом. 

Если, во-вторых, h1 отрицательно, то положим 

h1 = - /; (3) 
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тогда 

(~)2 == 2J.L - 2/r 
dt r' 

В соответствии с методом, развитым в § 2 гл. 11, введем при 
помощи уравнения 

(4) 

вспомогательную переменную w, так что 

(dW)2 ==.! 
dt r ' (5) 

где ~ обозначает некоторую положительную постоянную, пока 
не определенную. 

Из (5) следует, что w возрастает вместе с t. Уравнение (4) дает 
J.IO /w2 

r = т - 2~ • (6) 

Положим 
I.L _ / 
Т - -щr, 

откуда 

(7) 

тогда будем иметь 

r=-r(1-w9
). (8) 

Подставляя в (5) это значение. получим 

.. Г-- (1. 
t' 1-w"dw=~dt. 

J.Iof 2 
(9) 

и тогда после интегрирования находим 

(1. 1'2 
w V1 -w" + arcsinw = -J.IO- (t-to). (1О) 

'Уравнения (8) и (10) дают решение задачи. При t < to w отри
цательно и затем возрастает, а при t = to получает значение w = О. 
При этом расстояние r достигает максимального значения p./I. 
Далее r уменьшается до тех пор. пока оба тела в конечный момент 
времени не столкнутся. Это произойдет в момент 

t -t = J.IOn 
о 21'2/'1.' 

(11) 
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Для определения значений r в произвольный момент времени 
уравнение (10) необходимо разрешить относительно ш. Так как 
это уравнение трансцендентное, то его решение возможно только 

или посредством разложения в ряды, или ДРУГИМИ приближен
ными м:етода\lИ. Если расстояние между телами мало, то можно 
использовать разложения по дробным степеням времени, которые 
мы здесь получим. 

Из (2) дифференцированием получаем 

(12) 

Если тела соударяются в l'.IOMeHT t = О, то мы будем строить раз
ложение r в ряд в окрестности t = О. Введем вместо r новую пе
ременную р при помощи уравнения 

г= p~, (13) 
и тогда получим 

(14) 

Если теперь положить 

('15) 
то будем иметь 

ар = mytm- 1 

dt ' 

а2р ( 1 т-2 
dt2 = т т - ) yt . 

Величина (15) будет, очевидно, удовлетворять дифференциаль
ному уравнению (14), если т и у будут выбраны так, что 

откуда находим 

Следовательно, 

2-m=2m, } 
m(m-1)т3 = -1, 

2 ' 
m=з, j 

wЗj-

У= у ~. 

(16) 

(16*) 

wЗj9 11 

P=Y2t"=T (17) 

является частным решением (14). Оно не содержит постоянной 
интегрирования. Теперь будем искать оБIЦИЙ интеграл в форме 

Р = т + а Iт2 + OLзТЗ + .... (18) 
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Отсюда получаем 

?t = (1 + 2rl." + 3ОСа,,2 + ... ) ~; , 
d

2
p 2 6 ) (d-r:)2 (1 2 3 2 -L ) d2t: dt2 = ( ос. + ОСа" + . .. тt + + ОС2" + ОСа" ,... dt2 • 

Но согласно (17) 

(
d-r:)2 = ! d2-r: 1 
dt I -r: ' dt2 = - 1;2 ; 

тогда получаем 

d2p 1 2а2 9 '2 
dt2 = - тi'" + т + ОСа т О:Х4" + ... 

Далее, согласно (18) 

р:' = ,,2 + 2a 2't
3 + (а: + 2аа)т' + ... , 

И отсюда 

~ = ~ - 2схз + 31X~ - 2осз - (4oc~ - 6ОС2ОСа + 2ot4) " + ... 
р -r: 't' 

Таким образом из (14) получаем следующие соотношения: 

2ОС 2 = 21X2, 

9осз = - 3ОС: + 2осз, 
2ООС4 = 4oc~ - 6ос2осз + 2ОС4' 

Отсюда находим, что ОС. - прuизвольно, 

3 23 
ОСа = -7OC~' ОС4 = 63OC~, •••. 

Наконец, при помощи (13) для радиуса-вектора находим 

r = vriL (" + ОС2,,2 - fOC~3 + ~1X:r4- ••• ). (19) 

Если бы мы исходили из уравнения (2), а не (12), то в ряд для r 
вошла бы ностоянная h1• Следовательно, между ~ И а2 должна 
существовать зависимость. Для ее определения подставим (18) 
в (2) и тогда получим 

(20) 

Разложение r для случая соударения бьmо дано впервые Бар
роу [19J. 
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§ 4. ЭпиптичеСRое движение 

Если в уравнении 

г~(г) = 2,...г + 2h1r9 - ~ = О 

[ГЛ. IV 

(1) 

h9 отлично от IIУЛЯ И h1 отрицательно (= - 1), то оба корня долж
ны быть действительны и положительны. Мы должны доказать, 
что они не могут быть комплексными, и так как ",(0) и ",(00) отри
цательны, то оба корня должны быть положительными. Обозна
чим корни через Г1 и Г2 (г1 > г2); тогда 

г~и = 2/(Г1 - г)(г - rg). (2) 
Отсюда следует, что всегда должны быть выполненными неравен
ства 

(3) 

Согласно принципам, развитым в § 2 гл. 11, введем теперь вспомо
гательную переменную w при помощи формулы 

(;; у = ~ (гl -Г)(Г-Г2)' 
Выберем здесь ~ так, чтобы 

~ = 2/. 
и тогда будем иметь уравнения 

(;;)2 = (гl _ 7) (г - Г9), 

(d:e )2 = ~j = ;! . 

(4) 

(5) 

(6) 

Величина w монотонно возрастает вместе с t, и 7 периодически 
колеблется в границах от 71 до 79' Из (5) следует 

7 = rl sin9 ~ + Г2 cos2 ~ • (7) 

В этом случае орбита, как известно, будет эллиптической. Чтобы 
доказать это, нам необходимо принять во внимание уравнения для 
ер и е. Так как мы уже доказали, что орбита является плоской кри
вой, то плоскость ХУ можно выбрать так, чтобы она совпадала 
с орбитальной плоскостью. Тогда имеем ер = О и используем 
TO.lIbKO последнее из уравнений (5) § 2, которое запишем в виде 

(8) 

С другой стороны, 

(9) 
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и И3 этого уравнсния посредством ;~С.'lеIJИЯ получим 

.-.,"-=!:!.(~~_-~=-= = ао. (10) 
" J/ :!~Lr - 'l.j,,~ - II~ 

Интеграл ЭТОl'о уравнеllllЯ при соответствующем задапии ПОСТОЯН
НЫХ Р И е будет ::Iаписываться R Dlще 

" " = --------. 
1 + с cos (6 - п) , (11) 

где j[ обозначCtСТ постоннную интегрирования; (1 f) предстаВJJЯет 
собой полярное уравнение эллипса. 

Максимальное значение величины r равно r1 , а l\flПIимальное
r 2, Для введения обычных обозначений поло;юш 

"1 = а (1 +- е), r 2 = Il (1 - е); 
тогда из (7) UO.'lУЧИI\l 

,. = а (1 -- е СОБ ш). 

(12) 

(13) 

UСlIОМОl'аТСJlЬННЯ веШIЧИШ\ ш Шl.зьшается в астрономии зксцеп-
тричеСIюii uпома;'l1Iеii. 

Далее 11:1 (а), подставляя вместо " выря.шепие 
теl'РИРОВ3НlIЯ получим уравнение 

(13), после иIl-

UJ - е si!\ UJ =~ V 2/ (t - t",), 
(t 

(14) 

,(оторое обычно называется уравнением I\еПJlера, Если из (14) 
напти w как функцию t, то с помощью (1Э) МОiIШО вычислить соот
ветствующее злачение ". 

Величины а и е моншо легко выразить через постоянные иIl
тегрирования /11 и g. Согласно (1) имеем 

r\ + r2= j-, 
Отсюда и из (12) следует 

ИJШ 

lt~ 
а2 (1-е2)= _. 

2/ (15) 

(15*) 

С помощью 3TlIX форму.1J Il 2 И f выраiI:аются через 3.'IЛИПТJlческие 
элементы. Согласно (16*) § 2 г.'1. II период будет равен 

(1 Н*) 

10 к ШЩlJIье 
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или, если подставить вместо r значение (13), то 

2Т = 2:ta • (i6) 
У2! 

Отношение 2;1: 2Т называется средним движением n планеты, 
которое выражается следующим образом: 

У2! Yii". 
n= -а- = а'/. • (17) 

тогда формула (14) запишется в виде 

и' - е sin w = n (t - t,,). (18) 

Теперь выразим постоянные hз • H1.lf 2. Нз через обычные эл
липтические элементы. Согласно (5) § 2 имеем 

2dep 1 / h2 h: 
r dt = V 2 - сов2 ер • (19) 

где <р обозпачает угол. который радиус-вектор образует с пло
скостью ХУ. Следовательно. максимальное и минимальное зна
чения <р определяются формулой 

+ ha cos <р = L'""" , - ,..! 

и так как <р не может преВОСХОДИТL величины наклонения орби
тальной плоскости к плоскости ХУ, то 

hз = hscosi = Vf.ta(1- eS)cos i. (20) 

Для определения H 1 • lf 2 И Нз В (7) § 2 необходимо выбрать опре
деленные пределы интегралов. ИХ можно выбрать произвольно 
и положить 

(21*) 

(21 ***) 
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Если r = '1' то планета находится в перигелии. Из (21 *) полу
чаем. что - H 1 = tn - момент прохождения планеты через 
перигелий. 

Положим также в (21**) r = '1; тогда последний интеграл об
ратится в нуль. и получаем 

'Р" 'Рn 

~ ~ d<f__ = ~ d<p Н2• 
О .. f h2 h: о .. /1- cos

2 
i V 2 - сos2<р r cos2<p 

где через ерn обозначена широта планеты В момент ее прохожде
ния через перигелий. Если положить 

sin ер = sin i sin и, (22) 

то угол и будет иметь очевидный геометрический смысл (рис. 15) 
Имеем 

d<p 
аu= • 

... /{ _ cos2 i r сов2 <р 

и, следоuательно, Н2 = и,. - Х 
угловое расстояние перигелия 

от ВОСХОДЯIЦего узла орбиты. 
Если наконец. положить в 

(21 ***) ер = О, то получим 
Нз = 60 - долготу восходящего 
узла. 

у 

Рис. 15. 

Если обозначить через Q долготу ВОСХОДЯIЦего узла планеты, 
а через n - долготу перигелия, которая опреДЕ:JJяется обычным 
образом, как сумма угла между осью Х и линией узлов И угла в 
плоскости орбиты между линией узлов И направлением на пери
гелий, то получим следуюIЦуЮ совокупность значений постоянных 
интегрирования, выраженных через обычные эллиптические эле
менты: 

h1 = - :а ' h2 = у .... а(1- е2). 

1· 
hз = Jf .... а (1 - е2) cos i, Н1 = -t,., (23) 

Н2 =л:-Q, Нз=Q. 

Постоянные h1 • h2• hз • Н1 • Н 2' Нз называются каноническими mе
ментами орбиты. 

Выражение координат как функций времени будет дано в од
ном из следyIOIЦИХ параграфов. Хотя координаты " ер и 6 МО)l(80 
выразить как функции времени только путем раЗJIожения в ряды. 

10* 
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по ИХ lIfOiЮЮ представить в замкнутом виде как трю'опометриче

ские функции вспомогателыюн перt>1I1енноii - эксцеllтрическоii 
аномалии Ш. ИЗ (5) § 2 имеем 

или 

или 

r2 ач> = lz ... /1- cos2 
i 

ае 2 JI cos' <Р 

ач> h2 ае hz rlw 
.. / -eos!-t =,т =У27 ,,-, 
JI 1 __ о cos2 q> 

ач> 

... / cos! i 
JI 1- cos! q> 

уг=ё2аш 
1-ecosw' 

и после выполнения интегрирования получим 

sin q> ! у-т:т:е W ] щ'сsiп-.-. = 2 al'ctgl -1-- t.g -2 + Н2 , 
SШl -е 

(24) 

(25) 

где постоянная Н 2 долш.uа быть ТОЖ;{ССТВСНlJоii с введеШlOii в (21 **) 
постоянной интегрировашш. 

Отсюда получаем 

:~: i = cos lf 2 siJl 2 ю'r.Lg [у ~ =: tg ~ ] + 

+Si]1]{2cos2al'Clg[Y-~=:tg ~J. 
Но 

')х 

sin 2 arct:g х = г:-r х2 ' 

1- х2 

cos 2 Ю'е! g х = 1 -1- x~ , 

и поэтому после некоторых преобразованиii будем иметь 

sinq> 
sini = 

у 1 .-- е! sin W J/ f'OS 10 - е • Н 
1 - е c.os UJ cos 2 + 1 _ е eos u-; sш 2' 

Заметим, что из этого выражения следует 

(2Н) 

r sin ер = а sin i [11 - е2 sin U' cos 112 + (cosw - е) sin Н2]. (27) 

Величина r sin ер обозначает аппликату планеты, которая выра
щается при помощи ПРllведеНIIОЙ выше простой форм)'лы через 'IJ. 
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НUf\ОU('Ц, 113 (21 ***) имеем 
<р 

О -1fз = c\)S i q> --~ 
d 

.. j' cos~ i t 

О (,OS2 q> JI 1 - cos'! ,_ 

(IЛИ, вводS1 вспо1t10гаТСJJЬНУЮ В('.'IИЧИН~· ll, 

l' 

откуда 

\ cos i du 
О - Нз = J 1 _ sin2 i sini и ' 

О 

О - Нз = arctg (cos i·tg и). 

Введем снова «р; тогда окончательно получаем 

t (О _ Н ) = cos i sin q> 
g :1 .. r . 2' • 2 ' 

f SШ ~ - sш q> 
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(28) 

(29) 

где вместо sin q> необходимо подставить его вырю{(ение из (27). 
Из (29) выводятся следующие формулы: 

siп(О-Нз)=сtgitgq>, I 
(О _ Н ) _ v sin2 i - siпЗ q> 

cos 3 - sin i cos q> • 
(29*) 

Из (25) следует, что 

у1=- S;~2~- = cos{2 arcLg [y~ +: Lg ~ ] + Н2} 
иди 

.. j'1::'_,>i~2~ ~_ cos 112 COS 2 ю'сtg [ .. / 11 + е tg ~ J-JI sш- ~ JI - е .<. 

. 11 . 2 r ... /-1+7 10-1 
-SIn 2 S1O arctg LJI 1-е tg""2 ' 

11, следоватедьно, 

... /-1 si-n2 q> cosw-e 1I У1- e2 sinw . Н (30 
JI - sin2 i = 1 - е cos 10 cos 2 - 1 _ е cos w S10 2' ) 

С помощью этого выражения и (27) (если положить Нз = Q, 
Н 2 = n - Q) получаем 

rcosq>cos(O-Q) = a[(ct1sw-e)cos(n-Q)-

--1/1 - е2 sin w s,in (л - Q)), 

r cosq> sin (О - Q) = а ('08 i [Уl- e2 sin wсоs(л - Q) + 
+ (соsw-е)sill(л-Q)), r 

r sin q> = а sin i [yi - е2 sin w cos (л - Q) + I 
+ (cosw - е) sin (л - Q)). J 

(31) 
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Левые части этих выражений обозначают прямоугольные коорди
наты планеты В системе координат, ось Х которой совпадает с ли
нией узлов; ось У лежит в прежней плоскости ХУ, ось Z совпа
дает со старой осью Z. Таким образом, эти координаты суть 
линейные функции от cos w и sin w. Координаты, относящиеся к 
произвольной системе координат, также будут линейными функ
циями тех же величин. 

§ 5. ПараБОllИlfеское движение 

Если h" = О, то 

(
dr)2 = 2J'r - h~ 
dt r 2 ' 

И если положить теперь 

( 
dr )2 t ( 2 
dw = Т 211"- h2), 

то будем иметь 

(1) 

(2) 

(3) 

Из (2) следует. что ,. имеет минимальное значение h:/211, от ко
торого оно неограниченно возрастает. Обозначим перигелийное 
расстояние планеты через q; тогда 

h~ 
q= 2", (4) 

и 

dr .. 12", 
,г = JI rг аш, 
f r-q i" 

2У,.- q= у2: ш. 
Если, далее, мы определим ~ таким образом. чтобы 

J' _q 
"Щf-

и, следовательно, 

то ПОЛУlfИМ 

,. = q (WS + 1). 

(5) 

(6) 
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в соответствии с (3) между w И t будет иметь место соотношение 

7аш = "V13ае 

или, если подставить вместо 7 его значение из (6) и проинтегри
ровать, 

(7) 

или 

где через to обозначено время прохождения планеты через пери
гелий. Формулы (6) и (7) определяют радиус-вектор как ф}'нкцию 
времени. Координаты 7, <р, е можно выразить в конечном виде 
как фУНJщию вспомогательной величины ш. 

Подставим в формулы 

(8) 

(8*) 

вместо q> вспомогательную величину и, а вместо r величину ш, где 

sin q> = sin i sin и; 

тогда из (8) получим 

u = Н2 + 2 arctg ш, 

откуда после преобразований находим 

Имеем также 

sin ер 2w Н + 1 - w2 
• 1/ 

sini = 1+ws cos 2 1+wЗ sln2' 

У1 8inSep 
cosu = --о -.,-. , 

8111- L 

(9) 

(10) 

(11) 
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Для ;l;O.1fOTbl ШIапеты О 113 (8*) ПОJIУЧR('~[ зна'шнис 

или 

ИJIИ 

t, 

е = н. \ cos idu 
3 + J t .- Sill2 i Si1l2 l~ , 

11 

о = П! + RI'Ctg (сов i tg Il), 

tg (О - Н 3) = со,;; i tg ll. 

Отсюда следует, что 

cos (е _ 1/ ) = cos и 
31ft - 2' •. , 

-sш ~sш- и 

... / sin2 q> 
V 1- sin2 i 

('05 (Р 

· cos i sin и . 
Slll (е - нз) = -;--. -.-;-:-:-:- = tg ер ctg l. 

J' 1 .- Slfi" t sш~ It 

[ГЛ. lV 

(12) 

3амепяя Н'I 1i Н 2 через Q и 1t - Q, ПОСJIе подстановки выражений 
(10) и (11) получаем 

r cos ер ces (е - Q) = rz [(1--ш2) COS (n - щ-
- 2ш sill (n - Q)J, 

r cos <р sin (О - Q) = '1 cos i f2w cos (л - Щ + 
+- (1- ш2) sin (п - Q)], 

r sinep = q sin i [2ш C(;S (;1- Q) + 
+ (1 _ш2) sjп (п - Q)]. 

(13) 

Таким образом, в прямоугольпоii системе I,оординат, ОСЬ Х ко
торои проходит через восходящий узел П;IОСКОСТИ орбиты, КОО!'
дина ты выражаются при помощи (13) через рациональные функ
ции второго порядка относительно lIJ. Координаты, отнесенные 1( 

произвольноii системе I<оорди:нат, также будут рациональными 
функциями второго ПОРЯДFШ относительно ш. 

Если плоскость ХУ лежит в ШIОСI(ОСТИ орбиты, то е будет 
ДОJJГОТОU в орбите v. Выражепие для нее можно получить И3 (13), 
если положить :t = Q: 

r cos (v-n) = '1(1- ш2), } 

,. sin (v -:.:) = 2/fШ, 

ОТI<уда ПОС.'1е дещmия паХ()i~ИМ 

2w 
tg(v -п) = -1 -i' -11' 

(14*) 
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та" что 

Таним обрu;юм, мы H1Ifet'I\I сдеД)'ющую сводку формул для вычис
ленин ПО:lOщепия TC.'Ia из параболическоii орбите: 

t з 1/jL 
-3 w +w= .V-...-(t-to), 

2q" 

r = q(1 + w2
), 

t 
w = tg 2 (v - n), 

r cos<p cos(6 - Щ = q [(1 - ш2) cos(n - Q) - 2 wsin (n - Q)J, 
r cos<p sin (6 - Q) = q cos i [2 w cos (n - Q) + 

+ (1 - ю2) sin (;t - Q)J, 

/' sin <р = q sin i [2 W cos (Jt - Q) + (1-ш2) sin (п: - Щ). 

Для предстаВЛ('I1ИЯ координат как ФУНlШИЙ времени необходимо 
использовать раЗЛОп,ения в ряды, 

Вблизи момента прохогкдения планеты через перигелий коор
динаты можно раЗЛ()rJ\ИТЬ в ряды по етеНeIIЯ~I времени, которые 

сходятся для достаТОЧIlО больших, но ограниченных интервалов 
времепи, 

§ а. ГlfП('IJБОЛlIlJескос ДВllжеШlе 

~сли h1 положительно, то один из корней уравнения 

г2 'Ф(r) = 2p.r +- 2h1 ,,2 - h~ = О (1) 

должен быть ПОJIОiIщтельным, а другой - отрицательным. Если 
положить 

будем иl'tIЕ'ТЬ 

(2) 

Расстояние r меа;ду те;IНМИ имеет минимум, равный 1'1' и неогра· 
lIиченно возрастает после того I<аи он достигнут. 

Чтобы проинтегрироваТJ, уравнuнис 

(3) 
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мы должны ввести, в соответствии с принципам:и, развитыми в 

§ 2 гл. 11, вспомогательную величину ш, КОТОРУЮ определим так, 
чтобы 

( !!.!:... У = 2h1 (, - 'l) 
dw ~' 

(4) 

тогда получаем 

( dw у' = ~ (, + '2) 
dt ,. (4*) 

Из (4) следует 
h1 VfJ r-rl = 2if . (5) 

Для установления зависимости между r и временем неоБХQДИМО 
последнее выражение подставить в (4*); тогда получим 

dw Vrз (rl + :~w2+r2) 
dt = h

1 
(6) 

'l +2[f w2 

Постоянная ~ еще не определена. Выберем ее таким образом, 
чтобы 

h1 2if = r 1 + r2, (7) 

и затем вместо (6) получим 

или 

Теперь имеем 

(rl + rl) (1 + w2) - '2 аш = dt, 
y~ (rl + '2) (1 + w2) 

2 ~Y! +vfJdw = шу1 +VfJ + ln(w + У! +vfJ); 

\ .. r dw = ln(w + У! +ш2). J ,.1+wЗ 
Из (8) после интегрирования получим 

(8) 

_1 .. l_rl_+_r_2 w у1 + ш2 _ r2- rl ln(w + У! +ш2) = t-to. 
2 V ~ ~2~Y~~#(~rl=+~r2~) 
Положим 

А = 2 y~ (rl + '2) 
r.-rl 
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тогда из приведенного вышо уравнения следует 

xw У1 + w2 -ln (w + У1 +w2
) = Л(t -to) (9*) 

или 

81<10 ""1+'10" 
--~==- - 8).(1-1.> (9) w+ -Y1+w2 - • 

с помощью последней формулы по t можно вычислить ш. Здесь 
через 8 мы обозначили основание натуральных логарифмов. 

При помощи соотношений (2) получим следующие выражения 
для х и А через постоянные интегрирования ~ и h.: 

х = + v 2hlh~ + ,...., j 
1 .. r- (10) 

А = Ji""" h1 r 2h1• 

Как будет показано ниже, в зтом случае орбита будет гипербо
лическоЙ. Если выразить постоянные через злементы, то будем 
иметь 

rl=a(e-1), } 
r'J = а (1 + г), (11) 

где а обозначает действительную полуось, а г - зксцеНТРИf.итет 
гиперболы. Далее, согласно (2) и (7) 

h - J.L 
1 - 2а ' 

h. = yr-,...-a'( гА. ---1~), 
~_ J.L 
1" - 8а2е • I 

(11 *) 

Для х и А получим следующие значении: 

х =г, ] 
А= -Уа/'" ; 

2а I 

(11**) 

тогда формулы для пычисления радиуса-вектора гиперболической 
орбиты выразятся следующим образом: 

r = а (е - 1) + 2aew'J, I 
.. г- ""iL (1 t > 

8 8ID r 1+w" 2а."" - • 
-w-+--у7.{=+=wI=- = 8 • 

(12) 
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Эти фОРМУ.iIЫ IНччшгодны для расчетов таких орбит, эксцентри
ситет которых БJПIЗОI\ 1\ едишще. В этом с.'1учае а будет беСl\опечно 
веЛИI\О и, следоватеJfЫIO, по (11 *) ~ - исчезающе мало. Поэтому 
для таких орбпт рекомендуется при вычис;rеНlIЯХ избирать ,1Р~'ГОЙ 
путь. При интегрироваНИIf (Э) можно поступить следующим 
образом. ПОЛOiIilШ 

( 
dr ):! 2// dW = Т (1' - r1) (1' + 1'2)' (1.3) 

п тогда получим 

( 1;~*) 

Очевидно, что определенная таIШМ образом величина w обладает 
свойством монотонно возрастать вместе со временем. Полагая 
теперь 

~ = 2h, 

интеграл уравнения (13) напишеr.{ в виде 

_ rl - r2 + r]-;- r2 h . 
r-~ ~(' и, 

где ИСПОJIЪЗ0вано обозначение 

Так KaIi по (13*) 

rdю = Y~dt, 

(14) 

(15) 

(Hi) 

то, подставляя вместо r его значепие и ИСПОJIЬЗУЯ обозначенпе*) 
eW _ e-w 

sh 7lJ =-" 2 ' 

получим следующую зависимость между w и временем 

rl - r2 + rl -;- r2 h _ "JI";:! (t _ t ) 
2 w 2 s w-Yt" о' 

(Hi*) 

(17) 

Если теперь величины а и е заменить в (15) и 
соотноmепий (11), получим 

(17) при помощи 

r = a(echw-1), J. 

eshw -w = ~~ (t - ео). (18) 

Здесь, в соответствии с (11 *) и (14), 

_vl =,~ .Xt._ 
fl а·'!. • (f8*) 

*) Здесь е - оспование натуральиыx логарифмов. (Прu.м.. ред.) 
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Если оБUЗIН\ЧI1ТЬ через v AOJIrOTY порбите, '1'0 D соответствии 
с (5) § 2 

(19) 

Так как, далее, 

r ~; = -V2/Ll (г - rl)(r + Т2), 
то между дифференциалами r и v имеет место соотношение 

a~, = h2 (lr 
r -v 2h1 (r - '1) (г + '2) , 

(20) 

и легко убедиться в том, ЧТО этому уравнению удовлетворяет 
величина 

а (е2 -1) 
г= 1 -! е cos (v - '1:) , (20*) 

которая представляет собой нолярное уравнепие гипербо.1J.Ы с 
действительной полуосью а и эксцентриситетом е. Вместо величин 
Т1 , т2 , /Zl' Il 2 необходимо подставить значения (11) JI (11 *). 

Далее можно таким же образом, как для эллипса и параболы, 
представить ПРЯМОУГОЛЬilые координаты в заМIШУТОМ виде как 

функции пспомогательпоii величины llJ. Если подставить в (19) 
вместо dt выражение (13*) и вместо dr (18), то получим 

d h2d/U "y~(lw 
V = a"y~ (сЬ w -1) - е сh /u -1 • 

(21) 

Интеграл этого уравнения имеет вид 

Р-'I: .. /e-l-1 1(' 

t g -2- = V е' 1 III Т . (22) 

Для гиперболических орбит, эксцентриситет которых близок к 
единице, необходимо использовать другие формулы. 

§ 7. ОттаЛRllвательвая СIШ8. HO)leTBble ХВОСТЫ 

Если сила отташшвательная, то f.t ДОJJЖНО быть отрицатеJIЪ
I1ЫI\1 (= - f.tд. Если мы теперь рассr.ютрим уравнение 

Г~~И = - 2f.tl1· + 2/l1r2 - h~ = О, (1) 

то отсюда непосредственно получим, что Il1 должно быть только 
положительным, так как иначе двищение будет невозможным. 
Один из корней уравнения (1) должен быть положительным, а 
другой - отрицательным. Мы ПОЛОiЮШ 

(~)2 = '21Ll (г - 'l) (г +- '2) (2) 
dt г2 ' 
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Будем иметь 

(3) 

Из первого из этих уравнений медует, что Т1 > т,. В подоб
ном уравнении, рассмотренном в предыдущем параграфе, крити
ческип корень бьш, наоборот, ЧИCJIенно меньше 8ТОРОГО, Мы мо
жем по своему произволу при интегрировании (2) использовать 
либо первый, либо второй метод, описанные в предыдущем пара
грцфе. Положим теперь 

( 
dr )2 
dw = (т-тl) (Т+ rg), 

и тогда 

Из (4) следует, что 

rl - r. + rl + r. h 
Т=-2- -2- С w. 

Если это значение подставить в (4*), то получим 

rl - r. rl + r. h "/-21 ( -2- w+ -2- s w =, rll t-to). 

Далее, 

и, CJlедовательио, 

dv = h.dr 
r l' 2h1 "v'(r'= rl) (r + r2) • 

(4) 

(4*) 

(5) 

(5*) 

(6*) 

(6) 

Если ввести величины а и е, определив их при помощи СJlедую
щих равенств: 

Т1 = а (е + 1), Т, = а (е - 1), 

то согласно (3) будем иметь 

h1 = l:!. 
2а ' 

(7) 

(7*) 

ЕCJIИ принять во внимание соотношения (7) и (7*), то найдем, что 
интеграл (6) имеет следующий вид: 

r = __ a_(~e_2 _1+>---, 
ecos(v-n)-1' (8) 
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Но это не что иное, как полярное уравнение топ ветви гиперболы, 
фокус которой не лежит в точке r = О. Если сила 01'таЛl\Иватель
ная, то относительная орбита одного из тел будет rиперболоп, 
второй фокус которой находится в 
другом теле (<<Солнце»)). 

Для долготы в орбите V получим 
из (6*) дифференциальное уравнение 

d 
'Уе2-1 dw 

V = -=:--:-~:--
1 +е ch w ' 

(9*) 

(9) 

Ctин"е 
L r,-o(/+e) 

Формулы для вычисления относи- Рис. 16. 
тельных орбит двух тел, которые от-
талкиваются обратно пропорционально квадрату расстояния, 
таковы: 

w + е sh w = ~~ (t - to), )1 

r = а (1 + е сЬ w), 
1 .. j"e-1 10 

tgt(v-п) = V е+1 th T · 

(10) 

Если рассмотреть пространственное движение, то ноординаты 
тоже можно выразить в конечном виде как функции вспомогатель
ной величины ш. 

По гипотезе Бесселя хвосты комет образуются из мелких ча
стиц, которые по указанному закону отталкиваются от ядра ко

меты. Мы кратко остановимся на этом вопросе. 
В качестве орбиты ядра кометы примем параболу. Те величи

ны, которые относятся к ядру кометы, будем обозначать пропис
ными буквами, а соответствующие величины для отталкиваемой 
частицы - строчными. Например, R и V будут обозначать ра
диус-вектор и долготу ядра, r и v - соответствующие величины 

для отталкиваемой частицы. Справедливы слеЮ'ющие уравнения. 
Для ядра: 

-} Н:3 + Jtv = Vr~·I, (t - Т о), I 
R = Q (1 + ТР), 

1 
~V = tg T(V -П). 

(11) 
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ДJIЯ частицы: 

1l' + е 1;" ш =, ~,~ (t - lu), 1 
ц ,2 

r = а (1 + е Cll Ш), [1 

1 '1/е-1 1 
tgy(v-Jt) = V e+1 Lh T W ' 

(11*) 

Обозначая через S и s абсолютные с.корости ядра и частицы, в 
соответствии с (2) § 1 имееАf 

и 

( с/в )2 _ 2111 + ')/ 
\Те - - r -tl. 

Затем из интегралов площадей находим 

R2 clV .= Н I cft . 2, 

., rlv 1 
1'~ dt = t2· 

('12) 

(:12* ) 

Постоянные Н 2' Il 2, Il1 И элементы орбиты связаны следующими за
висимостями: 

}-/2 = Y'2j:LQ , ] 
It2 = Vllla (e2 -1) , 

/tl = ~~ . 

Сделаем теперь предположение, что в момент времени, когда 
частица отделяется от ядра нометы, аБСОJlютные скорости ядра и 
частицы равны как по величине, так п по направлению. Следо
вательно, 

l' =Л, l' = ~T, 

ds dS clv dV 
Тt=Тt' Тt=Тt· 

Из уравнений (12), (12*), (13) и (14) находим слеnующие Соот
вошения между элементами орбиты частицы и КООрДинатами ядра 
на параболической орбите: 

~I1 = _ 2111 + ~ ) 
R R а • t 

2f.1Q = f.11a (е2 -1). J 

(15) 

Отсюда МОilШО получить для любого момента времени веJJИЧИНУ 
.,еЙствительноЙ полуоси и Эl<сцентриситета гиперболы, описывае-
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мои частицей. Для того чтuбы ПОJIУЧИТЬ остальные элементы, под
ставим вместо r J[ V n полярное уравнение гипсрБОJIЫ (8) R и V 
и тогда получим 

(Т" f [1 fI(e
2 -1)] 

cos • - л:) ~-= -е- + R 

или, по (15), 

соя (У - л:) = -} (1+ ~~~), (16) 

откуда находится п. Если частица отделяется В момент t = Т, то 
для определения момента прохождения частицы через перигелии 
(на гиперболе) to из (11 *) получим 

сЬ w = + (~ -1), 1 
w + е sh w = ~~1 (Т - to), f 

(17) 

J"де 

sh w = VCh2W-1. 

После HeI,OTopblX преобразований приходим к фо!,мулам для 
определения Э.1Jементов гиперболы, описываемоii частицей: 

R 
а= , 

2(1.L.l:.-') 
\ '11-1 

1 ..L 211-Q 
'II-R cos(V-л:)= 1 • 

1/1-1.. 411-(1+~).!L V '11-1 11-1 R 

1 + 211-
сЬ w = 11-1 , 

,/ 411-( !-L)Q V 1+~ 1+~ R 

w + е sh w = ~{II-l (Т - to). 
а • 

(18) 

J 
Из этих формул можно сделать некоторые общие выводы. 

Действительная полуось описываемой частицей гиперболы имеет l\IИ
нимум при прохождепии ядра кометы через перигелий и затем мо
нотонно возрастает до бесконечности. Эксцентриситет в момент 
прохождения ядра через перигелий достигает максимального зuа· 
чения, а затем монотонно уменьшается до единицы. 

11 к. Шарлье 
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В момент прохождения кометного ядра через перигелий имеем 

а = Q , е2 = ( 1 + 2 .f....)2 , 
2(1+~J 111 

n = П, to = То. 
Итак, орбитой будет гипербола, каСWЮIЦаяся в вертексе описы
ваемой ядром параболы, параметр которой принимает значение 

а (е2 - 1) = 2.f.... Q. 
111 

Впрочем, это значение имеют все гиперболы. Долгота вершины 
гиперболы 1t при прохождении ядром перигелия равна П и при
ближается к 1t = V при возрастании расстояния. 

Относительно МОМента прохождения частицы через вершину 
(перигелий) гиперболы следует заметить [это непосредственно из 
формул (18) не видно], что если чаСтица отделится перед прохож
дением через перигелий, то Т - to будет отрицательным, если же 
частица покинет ядро кометы ПОСле прохождения через периге

лий, то Т - to будет положительным. В первом случае частица 
после отделения проходит через вершину гиперболической орбиты, 

А в последнем случае она все более 
r I удаляется от нее. Это непосред-

Рис. 17. 

I C'l'BeHHO обнаруживается по на-
: чальным условиям движения. 
I В противном случае орбиты до и 
:У после прохождения через пери

гелий будут одинаковы. 
При движении ядра кометы 

частицы постоянно отталкивают

ся ядром, и каждая описывает 

свою особую гиперболу. Все 
вместе частицы образуют хвост. 
Форму хвоста в различных точ
ках орбиты и при различных 
предположениях о величине от

талкивательпой силы 111 можно 
определить по выведенным фор
мулам.Мы, однако, ограничимся 
простым случаем, а именно, 

когда 111 = О, таким образом, дви-
жение частицы не зависит ни от 

притяжения Солнца, ни от его отталкивания. Тогда орбиты будут 
прямыми линиями, которые огибают параболу. Согласно взгля
дам Цёлльнера, равно как и по другим теориям комет (например, 
Аррениуса), такие частицы должны оказываться в кометных хво-
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стах, следоватеJIЬНО, соответствующее предположение не являет

ся пустой фИlщиеЙ. Заметим, между прочим, что при любом зако
не отталкивания первую часть орбиты послt:' отделения частицы 
можно рассматривать всегда как прямолинейную. 

Рассмотрим орбиту частицы Р, которая отделяется в момент 
t; комета (и частица) находятся в точке А (рис. 17). В момент Т 
комета находится в В, а частица движется вдоль касательной, 
проведенной в точке А, и находится в Ь. Поместим начало коорди
нат в фокусе параболы (Солнце), пусть ось Х направлена вдоль 
оси параболы, положительное направление оси У выбрано так, 
что ордината У кометы перед прохождением через перигелий по
ложительная. Если обозначить череа х и у координаты кометы 
(и частицы) в момент t, череа ~ и 11 координаты частицы в момент 
Т, череа е угол, который образует скорость кометы с отрицатель 
ным направлением оси Х, то будем иметь 

~ = x-~(T -t) соз е, } (19) 
'I'J = y-s(Т -t) siп е, 

где ~ обозначает скорость. 
По известному свойству параболы имеем 

t 
е = т (ll - зt) + 900, 

и так как согласно (14) § 5 

то 

1 
w = tgt(v-п), 

соз е = - ,r W '1 f w+1 
. е 1 

81П =,r . 
f w2 + 1 

Далее, иа (12) 
. .. j2ji" y~ 
s = V -;:- == у q (w2 + 1) • 

Согласно (14*) § 5 имеем 

х = q (шI - 1), у = - 2 qш. 

Если подставить 8ТИ выражения в (19), то получим 

.. /21-' W I ,=q(w'-1)+ V qw2+1(T-t), 

"1/21-' 1 ,,=-2qw-V qw2+1(T-t). 

(20) 

(20*) 

(21) 

(22) 

(23) 

11* 
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Если обозначить ч('рез w значение вспомогатеЛI.ноii величпны в 
:момент 1, u через JV - ее значение в момент Т, то по (И) 

1 3 + "Y~ ( ) тШ w = "У2 q". t -to , 

1 W8 + W - "V'ii (Т ). -3 - .. г- ", - to , 
.. 2 q • 

тогда 

"V'i ~[- 1 ] T-t= У; JV -ш + з(W3 _w3) • 

Подставляя это значение в (23), окончательно будем иметь 

6 = q(w2 -1) + ~q~ 1 [w -ш + +(W3
_W

3
)]. ) 

t'J = -2qш- W22~1[W -ш + + (J-V3
_W

3
)]' 

Отсюда получим уравнение касательной 

6 + wt') + q (1 + w2
) = О. 

(24) 

(25) 

(25*) 

Пусть теперь W остается неизменным, а время t принимает 
все значения, меньшие Т; тогда мы получим значения S и t'J всех 
точек, которые в момент Т образуют хвост. Мы получим уравне
ние кривой, ограничивающей хвост, если исключим w из обоих 
уравнений (25). Если Х и У - координаты KOltIeTbl в момент Т, 
то 

Х = q (~V2 - 1), } 
У = -2q~V. 

Введем затем обозначения 

1 
Е = -q(s-X), 

1 
н = ~(t'J-У), 

и тогда 

Е = ш2 -W2 + w22~ 1 [~'V -ш + ~ (JV3 _ша)] , 

H=-2(w-JV)-W2~1[J-V-w+ ~ (~J'З-w3)] 
или 

(2() 

Е = (ш - W){w + W - W22~1[1+ +(ш2 +wW + JV2)]} , ) 
(27) 

Н = (ш - W) {- 2 + w2 ~ 1 [ 1 + + (ш2 + wW + JV2) ]}. 
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Для тех частей хвоста, которые паходятся вблизи ядра, w -1V 
мало. ПОЭТОМУ введем величину и, которую выберем так. что 

w = JV + и, (28) 

и тогда в резу.'1ьтате преобразований 

.... 2 [ 2 (-w .l;- и) (JV +- ~ и) ] 

.... = и - 1 + 1..:.. W2 _:.. 2J-Vu + и2 
, I 

2u2 (пт +- ; и) 
Н ~ .. = - 1 +- JV~ -;- 2ТУи +- и2 • I (29) 

J<.:сли из этих уравнений исключить и, то получим уравнение хво
ста кометы. Если, D частности, и мало (рассматриваем ту часть 
хвоста, которая находится вблизи ядра), то *) 

.... _u2Пт2_1 I 

... - W 2 +1' 
_ 2 2ТУ (30) 

Н - - lt JV~ -+ 1 ' 

отнуда получаем 

(1'1/2 -1) Н + 21УЕ = О. 
Но ссди принять во внимание соотношения (26), ТО это уравнение 
можно записать в форме 

ХН - УЕ = О. (31) 

Таким образом, для малых значений и линия, ограничивающая 
хвост, будет прямой, которая располагается в направлении ра
диуса-вектора. 

Отсюда следует, что огибающая (29) для головы кометы имеет 
точку возврата, касательная к которой направлена В сторону, 
ПрОТJIвополоашую Солнцу. В этом мы находим объяснение тому 
известному факту, что хвост кометы паправлен в сторону, проти
воположную Солнцу. Следует отметить, что это утверждение со
храняет спою силу при любых значениях J-Ll' 

Из (29) сле~ует соотпошение 

Е + (IY + и) 1I + u2 = О. (32) 

Исключая из этого уравнения и второго из уравнений (29) и, 
получим уравнение четвертой степени для координат. На рис. 18 

*) При ЭТОЪf пренебрегаеАI членами со степенями u выше второй. (Прu1lC. 
ред.) 
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изображена форма, которую принял бы хвост при сделанных 
предположениях в случае удаления кометы от перигелия на 900, 

Рис. 18. 

как до прохождения через перигелий, 
так и после прохождения через него. 

Пусть lУ = + 1. Достаточно под
ставить в (29) одно из этих значе
ний. Тогда получим форму кометного 
хвоста как до прохождения кометы 

через перигелий, так и после его про
хождения, когда и соответственно при

нимает отрицательные или положитель

ные значения. Если положить IV = 
= - 1, то будем иметь 

. 2 \ 
2и2 (-1 +"'3 и) 

Н= 2- 2и+ ,,2 

Е = (l-u)Н -иЗ. 

в исследованиях Бесселя о форме хвоста кометы координаты 
частицы разлагались в ряды по степеням времени. Этот метод 
затем был развит Бредихиным в его известных исследованиях о 
хвостах комет *). 

§ 8. Задача двух тел, как пример условно-периодических 
движений 

В соответствии с (7) § 2 полярные координаты в задаче двух 
тел определяются следующими формулами: 

(1) 

Если r и q> для двух значений времени t принимают одни и те же 

*) Работы Бредихииа продолжил С. В. Орлов и др. (20). (ПРUМ. перев.) 
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значения и соответствующие значения 6 отличаются на величину, 
кратную 2n, то для этих двух моментов времени оба положения 
тела одинаковы. Если через е обозначить произвольную перио
дическую функцию от 6 с периодом 2n, то согласно (1) r, q> и е 
будут условно-периодическими функциями от Н1 + t, НВ и нз. 
в соответствии с § 3 гл. 11 для эпементарных периодов попучим 
следующие значения: 

О)lЗ = О, 

rде 

О)В1 = О, 

i 
\' dfP 

О)вв = J .. г- , 
-'1 f Ф 

.ji dfP 
О)вв = - СОВ l .. г • 

,сов' fP , Ф 

2!, h~ 
R = -+2Il1--r , 2 , 

Ф = 1- сов' i 
coв2 fP 

0)81 = О, 

О)зs = О, 

О)зз = :11, 

И где вместо hs и hз спедует подставить их значения из (23) § 4. 
Из (16*) и (17) § 4 имеем 

0)11 = т = 2!.. , (2) n 
где n обозначает среднее движение. 

Согпасно (5) § 4 зависимость между эксцентрической анома
пией w и радиусом-вектором r выразится спедующим образом: 

(3) 

Подставпяя из (3) dw вместо dr в 0)12. попучим дпя 0)12 выражение 
11 

h. \' dw 
О)1В = - а V 21 J 1 - е сов w ' 

о 

ипи на основании (23) § 4 

Подставим 

11 .. г--

~ 
,1-ei dw 

(J) --12 - 1 - е соз w • 
о 

" V§+е w tg-= -tg-2 1-е 2 

(4*) 
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и ПОЛУЧИll1 

Следовательно, имеем 

Далее, 

Если ПОЛОil\ИТЬ 

то отсюда следует, ЧТО 

и тогда получаем 

dv = уг=-ё2 dlQ 

1-ecosw' 

sin ер = sin i sin и, 

аu = I/rp 
.. / cos~ i' 
V 1-cos2 rp 

(4) 

(5*) 

Для вычисления элементарного периода 0>23 введем опять при 
помощи соотношения (5*) угол lt и тогда получим 

или 

" .\ аu 
0>23 = - сов t J 1-sin2 i sins и ' 

о 

" cos i \' [1 1 ] 
0>23 = - -2- J 1 - sin i sin и + 1 + sin i sin и аu. 

u 

Заметим, однако, что этот интеграл имеет ТОЧJlО такую ше форму, 
как и интеграл (4*), и следовательно, 

0>23 = - n. 
Наконец, имеем 

О>зз = n. 

Объединяя результаты, будем иметь 

0>11 = п/n, 0>21 = О, О>Зl = О, 
0>12 = - n, 0)22 = n, 0>32 = О, 
0>13 = О, 0>2З = - n, 0>зз = n. J 

Тогда для определителя I O>ij I ПОJIУЧИМ следующее значение: 
n3 

100jjl=n, 

(6) 

(7) 

(8) 
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которое оказывается отличным от нуля. В соответствии с (21) 
§ 3 гл. II можно ввести вспомогательные переменные Щ, полагая 

или 

тогда 

п: 
n(t + Н1) = -и1 , n 

п:Н2 = - п:иl + nuz, 

п:Нз = - п:и 2 + п:из. 
иl = n (t + Н1), I 

- 1ll + и2 == H z, 

- U z + из = нз; 

ul = n (t + Н1), ) 

п2 = n (t + H 1) + н 2' 

из = n (t + H1) + н 2 + нз. 

(8*) 

(8**) 

Отсюда видно, что в задаче двух тел координаты ", <jJ и е суть 
периодические фушщии от 1/1' 112 И 1/з С периодом 2п:, ИJПI. что то 
же самое, периодические фУНIщни трех величин 

n(t + Н1), Н2 , IIз 

с периодом 2п: для каждой из них, Вспомипая теперь, что На рав
но долготе восходящего узла Q, а Н 2 равн"о разности между дол
готой периге.;IИЯ п: И долготой восходящего узла, найдем, что лю
бая ограничеIIНая функция 'у от г, <р и е может быть записана 
в следующей форме: 

00 

'у (г, <р, 8) = ~ Aijke[in(I+H,)+jQ+k("'-о)] V=i. (9) 
i. ;. k=-oo 

Коэффициенты A ijk могут быть вычислены по формулам (24*) 
§ 3 гл. II и будут зависеть только от значений большой полуоси, 
ЭI\Сцентриситета и наклонения орбиты планеты, 

В специальных случаях форма разложения (9) может быть 
упрощена. Из (1) непосредственно обнаруживаем, что r ЯВ.ТJяется 
периодической функцией Ul' которая не зависит от II 2 И нз. Да
лее, <р является периодической функцией от иl и Н 2, не зависящей 
от Нз. Очевидно, что это имеет место и для 6 - Нз. 

Переменная и1 называется средней аномалией планеты, Обоз
начим ее через М; тогда 

М = n (t + H 1). (10) 
Приходим к следующей теореме: любая функция 'у (г, <р, 6 - щ, 
которая периодична по 6 - Q с периодом 2п:, может быть пред
ставлена как периодическая функция l'vl и п: - Q. 
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Если ось Х направлена вдоль линии узлов, то прямоугольные 
координаты планеты будут иметь указанную структуру. Соответ
ствующие разложения этих функций исследуем в следующем 
параграфе. 

Так как элементарные периоды связаны ,:оотноmениями 

0>11 + 0>22 + О>3' = О, 
0>13 + 0>23 + 0>зз = О, 

то в задаче двух тел выполняются те условия, которые необходи
мы согласно § 3 гл. 11 для периодичности движения во времени. 
Период равен 20>11 или 2n ,что уже известно из предыдущих па-

п 

раграфов. 

§ 9. Представление координат как фymщий времени 

Прежде чем переходитъ к прямоугольныи координатам, пред
ставим сначала радиус-вектор как функцию времени. Так как 
радиус-вектор определяется уравнением 

(~)\I=~+2h- л: 
dt r r l , 

(1) 

то, как известно из § 2 гл. 11, r является периодической функцией 

времени с периодом 2: ,для которой согласно (16*) § 4 имеем 

: = ~~ 1/211- dr h: 
, --;;- +2Л1- rz 

(2) 

Если ввести среднюю аномалию М: 

М = n (t + Н\) = n (t- t,;), (3) 

где е,; обозначает время про хождения планеты через перигелий, 
то r будет четной функцией JIIl, которая может быть разложена по 
косинусам кратных М. Положим теперь 

r 1 В а= 2" o+B1 cosM+B2 cos2M+ ... , (3·) 

причем для коэффициентов по теореме Фурье имеем значения 
n 

Bi = .3..- \' !: cosiM аМ. 
n J а 

о 

(4) 
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Для вычисления этих интегралов введем вспомогательную вели
чину w из § 4. В соответствии с формулами (13) и (18) указанного 
параграфа имеем 

!.... = 1-ecosw 1 
а ' 

М =w-esinw, I (5) 

следовательно, 

ам = (1 - е cos w) dw. (5*) 

Интегрируя по частям и принимая во внимание первое из уравне
ний (5), получим 

n 

В 2г~··M· d i= --о sшt sшw w, 
n~ 

о 

или 

n 

Bi = ~ \ cos [(i + 1)w - iesinw] dw
:u J 

о 

n - :i ~ cos [(i -1) w - iesinw] dw. 
о 

Введем в рассмотрение интегралы следующего вида: 
n 

JL = ~ ~СОS(iw-ksiПW)dw, (6) 
о 

и в этих обозначениях получим 

8. = -f (J1~1 - r;l). (7) 

Интегралы вида (6) называются бесселевыми интегралами или 
бесселевыми функциями. 

Если под ~ понимать значение w, которое лежит между преде
лами интегрирования О и n, то 

Ji = cos (i~ - k sin ~). (8) 

Из этого выражения следует, что 

1) JL непрерывно и при действительных значениях i и k за
ключено между - 1 и + 1; 

2) J~ ни при каких значениях k (действительных или комп
лексных) не может обратиться в бесконечность. Поэтому функции 
Бесселя могут быть разложены в абсолютно сходящиеся ряды по 
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степеням 'с. Это разложение имеет вид 

Л = :! (~ у {1- 1(Е ~ 1) (~)2 + 2! (Е + 1\ (i + 2) (~y - .. .}. (9) 

Функции Бесселя связаны между собой следующими рекуррент
ными соотношениями: 

kЛ-l- 2iJ~ + kЛ+l = О, (10) 

при помощи которых, если известны JO и Р, ;rforyT быть вычис· 
лены любые фУНIщии. Функции JO и J1 были затабулироппны 
еще Бесселем. Для вычисления бесселевых функций с большими 
значениями i следует рекомендовать данные Ганзеном разлоа,е
ния при помощи непрерывных дробей. 

Бесселевы функции удовлетворяют следующему однородному 
линейному дифференциальному уравнению второго порядка·): 

d2J 1 dJ ( i 2 
) 

dk2 + k dk +1-Jir J = О. (11) 

При i = О фОРМУJIЫ (7) для Bi непригодны. Возвращппr.J, к форму
ле (4), легко получим 

18 _1+12 "2 0- 28. (12) 

Перейдем теперI> к представлению прямоугольных координат как 
функций времени. 

Если ось Х направить по линии узлов, то для координат Хо, 
Уо, Zo согласно § 4 имеем следующие выражения через эксцентри
ческую аномалию: 

~ = (cos w - е) cos(л:-Q) - V 1- е2 sin wsin(1t-Q), 
а 

) 
I 

~O = cos i r у 1 - е2 sin w cos (л: - Щ+( cos w-e) sin (л:-Q)] , } 

~ = sin i [у1- e2 sin w cos (л:-Q) + (cosw-e) sin (л:-Q»). JJ 
а 

(13) 

l\оэффициенты вразложениях х, у и Z по кратным средней анома
лии записят от вычисления следующих интегралов: 

С, ~ ; ~(соs:-е)СОSiМ ам, 1 
D 2У1-е2 \'. . '~fd~f I 

i = -n-- ~ Sln w Sln til· ;,'. J 

*) Теорию бесселевыx фУllIщиii см. в [21). (Прu.м. nерее.) 

(11) 
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TenepI) найдем 

" 
С - .!.. \' ( _ ) d (sin iM) dM 

i - :ni J COS W е dM 
о 

ИJIИ 

" 
Ci = :i ~ sin iM sin w dw. (15) 

о 

Подобным же образом получим 

2 Y1-e~ ~~ . D i = . costMcoswdw. 
:nJ 

(16) 
о 

Подставляя вместо М выражение (5) и принимая во внимание (6), 
получим 

С 1 (Ji-l Ji+1) ] {=-у {в - {е, 

D 1 .. r1--2 (JI-l + JI+l) 
i = Т r -е {е ie' 

(17) 

Согласно (14) для i = О П<JJJУЧИМ 
" 2 С Со = n JCOS W (1-ВСОSw)dw-2е = 
о 

" 2 \" = - п J е cos2 w dw - 2е = - 3е. 
о 

Do = О. 

Если принять во внимание непосредственно получающееся соот
ношение 

.т::~ = Л, (18) 

то будем иметь 

~ 1 Ji-1'M ) cosw-e = kJ - i COSl I 

(I-e'sinw ~ ;~ 'е' .~ ..\-J~'SiП /М. I 
{=-оо J J 

(18*) 

где член, соответствующий i = О, в первом ряде следует поло
З 

)кить равным - "2 е, а в последнем - нулю. 
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Если ввести в орбитальной плоскости прямо~тольную систему 
координат, ось Х которой направлена от Солнца к перигелию, и 
обозначить координаты через 6 и Т), 1'0, как непосредственно вид
но ИЗ (13), будем иметь 

6 =a{cosw-e), } (19) 
т) = а У 1 - е2 sin w, 

и, значит, можно написать 

хо = 6COS (п - Q) - т) sin (п - щ, J 
Уо = [6 sin (п - Q) + т) cos (п - щ] cos i, 
Zo = Уо tg i. 

(20) 

Поэтому имеем 

1': ~ 1 Ji-l ·1I,r 1 ~ = а ."-1 ...,.. ie COS tJY.l , 

i=-ооL 
00 

"l = а у1-е2 ~ ~ J1;lsiniM, 
{=-оо J 

(21) 

откуда и вытекают разложения для х, у и z. Итак, эти коорди
наты представлены как периодические функции времени, причем 
коэффициенты являются uериодическими функциями от n - g, 
как это а priori было доказано в предыдущем параграфе. Ряды 
(21) сходятся при любом значении времени и для любого значе
ния эксцентриситета < 1. 

При помощи (9) координаты можно разложить в ряды по по
ложительным степеням эксцентриситета. полученвыe таким об
разом ряды, расположенные по возрастающим степеням эксцен

триситета, сходятся не для всех значений эксцентриситета, мень
ших единицы. Величину круга сходимости этих рядов мы иссле
дуем в одной из следующих глав. 

Если перейти теперь к произпольной системе координат, ось 
Х которой образует с линией узлов угол g, и обозначить в этой 
системе координаты через х, у, Z, то будем иметь 

х = xocos g - yosin g, \ 
у = xosin g + yocos g, (22) 
z = Zo, J 

и, следовательно, согласно (20) эти координаты можно записать в 
форме 

(23) 
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где коэффициенты А и В имеют следующие значения: 

А = cos (1t - Q) cos Q - sin (1t - Q) siIl Q cos i, ) 
В = - sin (1t - Q) cos Q - cos (1t - Q) sin Q cos i, t 
А1 = cos (1t - Q) sin Q + sin (1t - Q) cos Q cos i, 
В1 = - sin (1t - Q) sin Q + cos (1t - Q) cos Q cosi, I 
А 11 = sin (1t - Q) Sill i, 
B II = cos(1t - Q)sini. J 
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(23*) 

Общие выражевия для координат В задаче двух тел как фУНКЦИИ 
времени даются при помощи (23) и (21). 



ГЛАВА V 

ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ 

§ 1. Первые Dнтеграаы задачи трех тел 

Обозначая через Xi, Yi, 2:! абсолютные координаты массы lni, 

цля силовой функции V имеем выражение 

а k 2 
~ mimj 

у= ~ , 
f. ;=1 7ij 

(1) 

i<; 

где k2 обозначает постоянную тяготения, а 

г~; = (Х! - Xj)S + (У! - YJ)S + (Zi - z;)2. (1 *) 

Тогда дифференциальпые уравнения АВИНtения будут 

d2z i дУ 
Jni--=-

dt2 дZi • 

d2yi дУ 
m! dt2 = ду! ' (2) 

d2zf дУ 
m! dt2 = aZ

f 
• 

(i = 1, 2,3). 

в ряде исследований удобно все три координаты обозначать од
ними и теми же буквами. Пусть 

Х1' Ха, Ха - абсолютные координаты первого тела, 
Х4, Хб, Хе - » » второго)) 

Х7. Ха, 3:8 - » » третьего » 

Для симметрии условимся обозначать массу первого тела через 
lnL или та, или тз, массу второго тела - через т4 или тб, или 

то и т. д. Положим далее 

dZi 
У! = Jni(jt (i = 1, 2, ... , 9), (3) 
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тогда ДJIЯ ЖИВОЙ СИ.'IЫ Т получим выражение 

_ 1 ~ ( dЖj )2 1 '" у? Т - "2 ~ m. те =="2-~ -1 • 
m• 
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(4) 

Так как силовая функция зависит ТОЛЬКО от координат 
(и явно не зависит от времени), то 

Н = Т - V, (5) 

и канонические дифференциальные уравнения запишутся в виде 

аж. дlI ,1Yj дН 
-d = ду' - = - -д (i = 1, 2, ... , 9). (6) t j 1а :1:. 

Дифференциальные уравнения (2) или (6) обладают десятью 
алгебраическими интегралами. Существование этих интеl'ралов 
обусловлено опредеJlенными свойствами характеристической функ
ции, а именно: 

1. Если Н не зависит явно от времени, то имеет место интег
рал живых сил. 

2. Н не зависит от положения начала координат, TaI( как изме
нение его положения не влияет на значения скоростей и расстоя
ний. Отсюда вытекает шесть интегралов центра масс. 

3. Н не изменяется при повороте системы координат, и, следо
вательно, существуют три интеграла площадей. 

Разберем эти вопросы более подробно. Так как Н не содержит 
явно времени, то согласно § 8 J'Л. 1 существует интеl'рал 

Н = h = const, (7) 

который называется интегралом живых сил. 
Подставляя в Н значения Т и V, получим этот интеграл в виде 

11 2 k 2 

! ~ .!!i. = ~ тiтj + h 
2 {=1 т. rij 

(7*) 

или 

(7**) 

Если выполнить перенос начала координат на величину - а в 
направлении оси Х, то при этом Х\, Х.а И Х7 увеличатся на величи
ну а, а остальные I(оординаты останутся неизменпыми, и так как 

при таКОа! переносе Н изменяться не будет, то имеем 
2 

'" дН ~ -д-- =0, 
{=о :l:3i+1 

12 к. ШаРJlье 
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а также 
2 2 
~ дН ~ дН 
..::.J -д-- = LJ -д-- = о. 
1=0 Zai+2 1=0 Zai~ а 

ПОЭТОМУ. в соответствии с (6). имеем уравнения 
222 

'" dY3i+l == ~ I1УЗI+2 == '" dУЗI+З = О 
..::.J dt ..::.J dt ..::.J dt • 
1=0 1=0 1=0 

ИВ которых после выполпения интегрирования находим , 
~ УЗI+l = а" 
1=0 

2 

[ГЛ. v 

~ УЭi+' = а2. (8) 
1=0 
2 

~ УЗI+3 = аз. 
1=0 

где аl. а, и аз обозначают три проиввольные постоянные интегри
рования. 

Принимая во внимание соотношения (3) и обозначая через 
Ь1 • Ь •• Ьз три lIoBble постояпные интегрирования. в результате еще 
одного интегрирования получим , 

~ ТnЗIНХЗI+l = alt + ЬН 
1=0 
2 

~ ТnЗi+,:rЗI+2 = a'l.t + Ь,. 
1=0 

2 

~ m3i+эХзi+з = азt + ьз • 
1=0 

(9) 

'у равнения (8) и (9) называются интегралами центра масс. Еми 
обозначить сумму трех масс через М. а координаты центра масс 
через X1 • Х 2' Хз, то 

2 

МХ! = ~ Тn3i+1ХЗI+1. 
1=0 
2 

М Х 11 = ~ ТnЗ!+2ХЗi+2. 
{=о 

11 

М ХЗ = ~ Тn;ji+ЗХЗi t3. 
1=0 

(10) 
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и, следоватеЛhНО, согласно (9) имеем 

(10·) 
а из (8) 

У! = а! (i = 1, 2, 3), 
где 

(10**) 

Итак, центр масс движется прямолинеiiно и с неизменной ско
ростью. Так как силовая функция зависит только от взаимных 
расстояний тел, то она остается неизменной при повороте системы 
координат. Полагая 

Хзi+l = Хзi+l, 

X~i+2 = ХзiН cos q> - Хзi+з sin q>, 

X;i+3 =. ХзН2 sill q> + X3i+3 cos q> 

(i = О, 1, 2) 

и выражая силов~'IO функцию через новые коордипаты .т~, полу
чим 122]: 

или 

( 
av, ау,) 

~ - -,- Хзi+3 + -, -,- ХЗi-t2 = о. 
aX"i.L2 i:!Хзнз 

Последнее уравнение остается справедливым, если вместо коорди
нат со штрихами подставить uрежние координаты Xt. Но по (5) 

ан дV 
дх! = - дх! , 

поэтому 

~ --- ХЗНЗ - --- X3i+2 = О • ( 
дН дН) 

."-1 aX3i_'_2 дХзi+з 
Теперь, принимая во внимание уравнения (6), имеем 

~ (Х3i+2УЗi ~З - ХЗi+ЗУSi-t 2) ~--= о. (11) 

ЦикличеСI{ОЙ nepeCTaHOBRoii: индексов получим два апалогичных 
уравнения. Если проинтегрировать эти ура в непия , то получим 

t2* 
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три ШlТегра.,а площадей: 

~ (ХЗi+IIУЗi+З - ХЗi+ЗУЗi+2) = C1• ) 

~ (ХЗi-+зУЭi+1 - ХЗi,lУЗi+З) = С2. 

~ (ХЗi+1У3i+2 - ХЗi·;2!lЗi'l) ,., СЗ. 

[ГЛ. ,. 

(12) 

где С1 • С 2• сз обозначают постоянные интегрирования. Вводя вновь 
для прямоугольных координат обозначеНЮI Xi, Yi, Zi, выразиl',1 
lIнтегралы площадей следующим образом: 

(12*) 

Ес.'IИ ИЗl\lенить направление координатных осеН, то по(:тоянные 
Cl. С 2 , СЗ также изменятся, однако сумма 

останется неизменной. Направление координатных осеЛ МОilШО 
выбрать так. что С1 = С2 = О. Определенная таким образом пло
скость была названа Лапласом нсиаменяемоп плоскостью. "Учи
тывая то значение. которое эта ПЛОСIiОСТЬ имеет в ряде исследо

ваний JI теории возмущений, получим формулы для определения 
положения этой плоскости. 

При повороте координатной системы координаты х, У. Z преоб
разуются в новые координаты х', у'. z'. которые связаны с пре
дыдущими при помощи ортогональной подстановки. Пусть она 
имеет вид 

х' = аlХ + ~lY + YIZ, j 
У' = а 2'1: + ~IIY + YIIZ, 
Z' = азх + ~зУ + Уз z. 

и между коэффициентами имеют место шесть соотношений 

(13) 
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('14) 

в повых координатах х', у', Z' интегралы площадей имеют форму 

~ (' dz~ , ay~ ) , 
"'-Imi Уi(lГ-Zi(jt =С1. 

~ (, ax~ , dz~ ) , 
"'-1 mi Zi dГ - Xi(jt = С!, (15) 

~ (, ay~ , ax~ ) , 
"'-Imi Xi(jt-Yidt =сз· 

'У'множая (14) на mi и суммируя эти выражения для всех тел. по
лучим 

с: = (~!Vз - ~ЗV2) С1 + (V2<!З - Уаа2) С! + (а 2~З - a~~J ('3 

и отсюда посре:rством перестановки индексов получим еще 

С; = (~2УЗ - ~зуJ С1 + (У!СХЗ - узсхJ С! + (сх!~з - CX3~2) Сз. ) 
c~ = (~3Y1 - ~1Y3) С1 + (УЗСХ1 - У1СХЗ) С2 + (CX3~1 - CXI~3) (';j. } (10) 
с; = (~1Y! - ~2Y1) С1 + (У1а 2 - 'Yzй1) С! + (a1~2 -- а 2~1)сЗ' j 

Эти формулы можно записать проще. Действительно, 

(~2УЗ - ~зуJ2 + (~ЗУ1 - ~1УЗ)! + (~1Y2 - ~!Y1)! = 

= (~~ + ~~ + ~:) (Y~ + Y~ + У:) - (~1Y1 + ~2Yt + ~ЗУ:I)2 = 1, 

и тогда имеют место тождества 

~1(~!УЗ - ~зуJ + ~!(~ЗУ1 - ~1Y3) + ~з (~1Y2 - ~!Y1) = О, 
Y1(~!Y3 - I3зуJ + YI(~3Y1 - ~lУЗ) -1- 'Уз (~1Y2 - I3!У1) = О. 

Сопоставляя эти равенства с тремя следующими, 

находим, что 

a~ +a~ +а: = 1, 
a1~1 + а 2~II + аз~з = О, 
а1У1 + а 2У2 + азУа = О, 

+ а1 = ~2Y3 - ~ЗУ2' 
+ а 11 -= ~3Yl - ~lY3. 
+ аз = 131У2 - 132У1' 
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где в левых частях необходимо одновременно брать Шfбо знак ПJIЮС, 
ЛIl1)о знак ~1Инус, Если обе координатные системы ДО.'lжны совпа
дать, то коэффициенты а, ~, 'у должны ПРИНИ~lать с.'Iедующие зна
чения: 

а1=1, ~l=O, 'Уl='О' 

а2=О' ~2=1, 'У2=О' 

<t:J=O' ~З=О. уз=1. 

Отсюда слеД}'ет, что в УItaзанных выше соотношениях единственно 
возможным является знак плюс, и поэтому имеют место соотно

шения 

(17) 

из I{OTOPblX путем пеIJеСТёlНОВIШ индексов нолучаются шесть ана

логичных занисимостеП. Следовательно, уравнения (16) прнобре
тают вид 

с; := аlСl + !З1С2 + 'У1СЗ, 
c~ = а 2Сl + ~2{'2 -+- 'УI1СЗ, 

c~ = аЗС1 + РЗС 2 + 'УЗ(';j. 
(18) 

Сравнивая эти соотношения с (13), приходим к заключению, что 
при повороте координатной системы ПОС1'ОЯIIные площадей преоб
разуются ТaIШМ ;ке образом, как и координаты. Из (18) следует, 
что 

(19) 

где с обозначает постояпную, не зависящую от положения коор
динатной системы. В частности, координатную систему можно 

повернуть таким образом, чтобы ('~ = c~ = О. Умножая урав
нения (18) на а1' а 2. аз и складывая резулиаты, а зате;,1 выполняя 
то же самое с ~1' ~21 [~:I и т. д., получим три уравнения: 

С, = OtIC~ + O:2C~ + Ot3C~'1 
СВ = ~lC~ + ~2C~ + ~зс~, 
Са = rlC~ + r2C~ + rзс~, 

(18*) 
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({оторые при ('~ = c~ = О переходят в следующие: 

(19*) 

При помощи этих уравнений определяются косинусы углов, ко
торые нормаль к неизменяемой плоскости образует с первоначаль
ными координатными осями. 

Если через у обозначить наклон неизМеняемой плоскости 
к плоскости ХУ, а через П угол, I-\ОторhIii обраЗ~'ет с осью Х 
направление на восходящий узел Z 
неизменяеМой плоскости, то из 
рис. 19 непосредственно получаем 

otз = sin у sin П, I 
~3 = - sin у cos П, (19**) 
УЗ = cosy 

и для определения У и П Иlttеем 
уравнения 

tgП=-~ ) 
Cz' I 

. п Сl ~ tgr sш =-, 
Са 

tgrсоsП = _!!.. I 
Са J 

(20) 

Рис. 19. 

Полученные в этом параграфе заключения остаются справедли
выми и в случае, если вМесто трех .масс рассматривается проив

вольное число масс, ПрИТЯГJlвающихся по закону Ньютона. Дейст
вительно, необходимо только распространить суммирование в 
формулах (7**), (9) и (12*) на все тела системы. 

Если в нашей планетной систеМе плоскость ЭК.'lИптики принять 
В Jtачестве основноп плоскости ХУ, то, как известпо, координаты 
z всех больших lIланет будут малы. Отсюда согласно (12*) следует, 
что в планетной системе постоянные Сl и С! имеют малые значения, 
и поэтому из (20) находим, что наклон У неизменяемой пло
скости к плоскости эклиптики должен быть мал. Для определе
ния положения неизменяемой плоскости следовало бы подставить 
в (12*) значения координат и скоростей планет в определенный 
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момент времени и, принимая во внимание значения масс, вычис

.ТIИть постоянные Сl' С2 и сз. 

Так как массы планет известны недостаточно точно, то опреде
ление ПОЛОil~ения неизменяемой плоскости выполняется неуве
ренно. Эта неточность, однако, так незначительна, что для прак
тических НУН(Д положение неизменяемой плоскости можно 
определить достаточно строго. В дальнейшем мы обнаружим, что 
использование опреде .. '!енноЙ таким образом плоскости в качестве 
плоскости ХУ при исследовании движения тел в планетной сп
стеме приносит определенную пользу. 

§ 2. Уравнения движения в ОТНОСJlтельных коордннатах 

При помощи известных 10 первых интегралов проблемы трех 
тел (интеграла iНИВЫХ сил, шести интегралов центра масс и трех 
интегралов ПJIощадеii) можно понизить порядок системы диффе
ренциальных уравнений движения с 18 до 8. Итак, подходящим 
выбором координат дифференциальные уравнения движения мож
но свести к системе с четырьмя степенями свободы; позже это 
понижение порядка мы фактически выполним *). 

Обычно система дифференциальных уравнений минимального 
порядка не используется. В большинстве случаев довольствуются 
использованием 6 интегралов центра масс и с их помощью пони
жают порядок системы с 18 до 12. 

Если обозначить через 61 барицентрические Rоординаты, т. е. 
координаты относительно центра масс, тэн что 

то согласно (10) § 1 
2 

X31+1 = Х I + 631.,1, ! 
Х31+2 = Х2 + 63142' 

Х31+3 = ХЗ + 631+3 

(i = О, 1,2), 

~ m3i+8S3i+8 = О (В = 1, 2, 3), 
1=0 

а, <iначит, также 

~ m3i+S~31' s = О (В = 1, 2,3), 

или 

~ f]31+s = О (В = 1, 2, 3), 

(1) 

(2) 

(3) 

*) Если использовать каllOничесую форму, то порядок системы можно 
повизпть даже до 7. ер. § 10. 
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ес.'JИ положить 

(3*) 

в силу (3*) и уравнений (3) и (10*) предыдущего параграфа из 
(1) получаем 

тз! .... у 
УЗi+8 = -м- 8 + 11ЗI+8 (В = 1, 2, 3). (4) 

F.сли это значение подставить в выражение (4) § 1 для живой 
силы, то" принимая во внимание (3), получим 

(4*) 

Итак, полагая 

II = ~ " '1: _ v 
2"'-1 In. ' • 

(5*) 

будем иметь 

d~i дН 
([t = d'lj , 

aТJ! ан 
dГ = - a~! (i = 1, 2, ... , 9). (5) 

С.tIсдовательно, ес.tIИ начало координат находится в центре масс, 
ТО дифференциальные уравнения имеют ту же самую форму, что 
и для абсолютных координат. 

НеоБХОдIlМО заметить, что HODble координаты связаны соотно
шениями (2) и (3), так что среди новых координат независимыми 
будут только шесть. Следовательно, координаты Si можно заме
нить через шесть других коор;~инат. Обычно в качестве таких 
координат выбираются координаты, отнесенные к системе с нача
лом в одной из масс. Такие координаты называются относитель
ными. 

Обозначим через А, В и С три тела и примем С в качестве на
чала координат; при этом в качестве барицентрических координат 
С будут приняты 67, 68 И 69. Тогда относительные координаты бу
дут 

дЛЯ А: 61 - 67, 62 - 68, 6з - 69' 
дЛЯ В: 64 - 67, ~5 - 6~, 66 - 69. 

Если эти относительные координаты будут определены, то будут 
также известны и значения барицентрических координат. А имен
но, из (2) имеем 

ml~l + m46! + m767 = О, 

т1 (61 - 67) + т.! (6! - 67) + М67 = О, 
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так что барицентрические I{оординаты можно вышс.IJитьь по отно
сителъным координатам при помощи формул 

.м~7 = - lnl(~l - 67) - т4(64 - 67)' 1 
MS8 = - ln2(S2 - 68) - т6(66 - 68)' 
M~9 = - тз(6з - 69) - те(68 - 69)' 

(6) 

При выводе дифференциальных уравнений для относительных 
координат будем исходить ИЗ уравнений 

(i = 1,2, .. " 9), (7) 

которые тождественны с уравнениями (5). Обозначая массы А, 
В и С через та, ть и те, из (7) получим: 

d2 (1;1 -1;,) av та aV 
та -rii2- = д~l - те al;7 • 

d2 (t2 - I;s) aV та aV 
т =----
а dt2 iJl;2 те д~8 • 

(8) 

и 

d2 (1;, -1;7) iJV Inь aV 
ть dt2 = д/;4 - те д~, , 

d2 (~ -I;s) aV mь aV 
ть dt2 = at5 - те al;8 ' (8*) 

d2 (te - t,) QV ть aV 
ть dt2 = д~6 - rn; al;9 • 

Очевидно, что в уравнения (8) и (8*) входят только относитель
пые координаты, так как расстояния ме;кду телами, а С.lJедова

телыIo и У, зависят только от этих координат. Эти уравнения мо
гут быть представлепы в канонической форме. Если в соответ
ствии с рассуждениями § 8 гл. 1 положить 

ql = 61 -- ~7' q2 = 62 - 68 
И '1'. Д., то живая сила Т выразится через величины qi и соответ
ствующие 1\апонпческие переменные pi, определяемые уравне

нием 

дТ 
Pi=-.. , 

aqi 
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после чего будем иметь 

(i = 1, 2, ... ,6). 

Мы будем искать эти J(анонические относительные координаты 
в следующем параграфе. Обычно используют только относитель
ные координаты, котuрые не являются каноническими. Если по
ложить 

ql = ~1 - ~7' q, = ~4 - ~7' , 

q2 = S2 - ~e, q" = S" - Ss, ( 
q:1 = Sз - SII. q6 = ~6 - ~9 

(9) 

И комбинировать с этими координатами шесть величин pi, опреде
ленных так, что 

dqi 
Р! = mi тt (i = 1, 2, .. " 6), (10) 

ТО Можно получить дифференциальные уравнения для Pi и qi, 
хотя И не В канонической форме. Они могут быть приведены к 
форме, которая ИМеет некоторое сходство с канонической, и по
этому она была названа Пуанкаре полуканонической [23J. 

Имеем 

где 

v= 

r&: = (S4 - S7)2 + (S5 - SS)2 + (So - S\I)II, ] 
r~a = (Sl - ~7)2 + (S2 - SS)2 + (~з - 60)11, 
r~b = (Sl - S4)2 + (S2 - S5)2 -1- (SЗ - ~6)2. 

Эти уравнения могут быть записаны таюко в форме 

r~c = q: + q: + q:, \ 
2 2+2..1.-2 rca = ql q2 I qз, 

r:b =, (q1 - q4)2 + (q2 - q:;)2 -1- (qз __ -чо)2. , 

(11) 

(12) 

(12*) 

Д.ТJ:Я нолучения входящпх в (8) u (8*) частных ПРОИЗ80ДНЫХ от 
V сначала заМОТПl\f, что 

aJ' дУ 

a~i = дqi 

при i = 1, 2, ... ,6. Тюшм образом, уравнения (8) и (8*) имеют 
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фОР~fУ 
dtqi аУ та дУ 

т ---------
а dt2 - дqi те д;i+6 

d2qi дУ ть дУ 
mь (ji2 = дq i - m; д;i+6 

'Но 

следовательно, 

а также 

Далее имеем 

k2mam bq4 

rfc 

д: 1 (r ~J = - r~$1 • 
са 

~ ,_t_) =0 
дql ~ rbc ' 

Если положить 

то уравнения (13) примут вид 

(i = 1, 2, 3), j' 

(i ~-= 4, 5, 6). 

~(_1_) = О 
дq4\rса ' 

d 2qi дУ1 
ma (fj2 = дq. 

(12qj дУ! 
mьdfГ = дqi 

(i=I,2,3), ] 

(i =4,5,6). 

Вводя теперь величины 

[l'Д. V 

(13) 

(14) 

(15) 
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JI полагая 

) 

(16) 

получим ПОЛУI,8110ШIЧеСКllе уравнения движения для относитель

ных координат: 

dqt al1a 

lit = aPi ' 

llqi дНь 
те = aPi ' 

dPi дНа 
liГ = - aqi 

11Pi дНь 
([г = - aqj 

(~ = 1, 2, ~), I 
(z = 4, 5,6). 

(17) 

1\8i1щое тело системы обладает своей собственноii хараl\терllСТН
'IOCI-\oii функцией. Это дифференциальные уравнения, которые 
обычно lшадутся в основу исследований в так называемой теории 
возмущений. ОН1I обладают определенными преllмущеСТnРМIt в 
ВЫЧlIслительных задачах, но эти препмущества теряются, I\ОГ;Щ 

рассматриваются общие свойства движения. Здесь выгоднn пе
ПО.ТlЬ:ЮВ8ТЬ канонические переменные. 

§ 3. Канонические ОТНОСlIтельные координаты 

Чтобы установить каноническую систему перемеllНЫХ, 11 1;01'0-

рой в качестве q-координат были бы относительные КООIЩI1Ш\ТЫ, 
необходимо в соответствии с § 8 гл. 1 выразить живую СJlЛУ Т 
через q-коордииаты и их производиые, а затем получить соответ

ствующие импульсы Р при помощи формул 

дТ 
Pi = -д. • (1) 

qi 

Тогда по (4*) § 2 имеем 

'i 9 , ~ (dX i )2 ~ (d~i )2 2Т =-= М "'-J dГ + "'-J mi те . 
{=1 {=1 
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Первый член в этом выражении согласно (10*) § 1 равен постоян
ной величине и поэтому не ДОЛЖСН Прllниматься во внимание. 

Итак, если положить 

(Z) 

то прежде всего следует выраяить правую часть этого уравнения 

череа относительные координаты. 

Имеем 

~1 = ql + ~7' 
S2 = qll + Ss, 
~8 = qз + S9, 

И согласно (6) § 2 

Следовательно, 

MS7 = -mlql - m,q" I 
Mss = - mllqll - mliQf" 

M~9 = - тnsqз - moqs· 

M~l = (mь + me)ql - mbq4, 
MSII = (ть + ltle)q2 - mbqfJ, 
МSз = (ть + те)qз - mbqs, 
MS4 = - lnaql + (та + me)q4' 
Ms r. = - maq2 + (та + me)qfJ, 
Mss = - maqs + (та + mc)qs' 

(4) 

При помощи (3) JI (4) баРJЩСНТРJlчеСl\ие координаты выражаются 
через относительные КООРДIIНIlТЫ. Подобные формулы имеют место 

и для СI(оростей ~·i. Отсюда получаем 

I 1 ·2 ·11 ·11 
Т = 2М [та(ть + те) (ql + qll + qs) + 

• 11 ·11 • 2 • • •• •• + ть(та + me)(q, + q5 + qo) - 2тать (qlq4 + qllq6 + qзq8)]. (5) 

Далее, согласно (1), получим 
дТ 1 •• 

Рl = -.- = м [та (ть + те) qt - mambq4], I 
~ ~*) 
дТ 1 .. 

Р .. = -.- = "! [mь (та + те) q .. - mambqt J. 
aq4, " 

Принимая во внимание соотношения (4), эти уравнения можно 
записать в форме 

Р .. = mt~i (i = 1,2, ... , 6). (6*) 
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Итан, относительные координаты и произведения абсолютных 
скоростей на массы в совокупности образуют систему канониче
ских переменных для задачи трех тел. 

Из (2) § 2 имеем 
m7S7 = -- mlSl - m,s" 

и, следовательно, 

) 

I 
I 
J 

Таким образом, шпвую силу можно записать в форме 

(6**) 

1" = ~S [p~ + ~t + (Рl+ Р4)2] , (6) 
~ та lnь те 

где Зllан S о:шачаеl', что суммирование должно быТJ. распростра
нено на все три КООРДllнатные ОСIl. Можно также воспользоваться 
Фuрмой 

где положено 

111 -, =-+-, 
l1~a IIta те 

(7) 

Каноническне ОТНОСlIтельные l{оординаты, на которые впервые 
обратил BlIIlMaHIlI:! Пуашшре, представляют большой интерес 
благодаря своей простоте. В следующем параграфе мы обнаружим, 
что они обладают неl{ОТОрЫМИ недостатками, которые можно 
уменьшить при применении введенных Якоби нанонических коор
динат. 

§ 4. JIКОGиевы каноничесвие координаты 

В своем знаменитом Tpal{TaTe «Об ИCJшючеНИII узлов в задаче 
трех теш> Якоби [24] IIспользовал спстему '\ООРДllнат, в которой 
дифференциаЛI.ные уравнения ПРllобретают наноничеСI{УЮ форму, 
без изменения формы живой СШIЫ. Его результат был распро
странен Аллегре на задачу n тел r251. Ход :этого исследования 
примерно следующий. 



192 ЗАДАЧА ТРЕХ ТЕЛ [ГЛ. V 

Обозначая через ~it 'l'Jft ~! прямоугольные Iiоордипаты массы 
lIIi. отнесенные к С"истеме координат С начаЛО~1 в центре масс, 

согласно (4*) § 2 будем иметь. если отбросить постоянный ч;rен. 

1 ~ r( d~i )2 (d1Ji )2 ( d~i )2] T=2~midt+dt+dt • 
{=1 -

(1) 

и уравнения движения примут вид 

) 

I 
m! d2~i = дV I 

dt2 д~! 

(l = 1. 2, ... , n). J 

d2~i дV 
mi(jj2= Щj • 

d21'Jj дV 
m! (ji2 = д1]! • 

(2) 

Координаты связаны тремя уравнениями 

(3) 

с помощью уравнений (3) три из координат МОГУТ быть выраже
ны через остальные; можно ТaI<же различным образом 3n коорди
нат 6~, 'l'Jf. ~! заменить через 3 (n -1) новых переменных. Пред
положим наиболее простое: зависимость между старыми и новы
ми координатами выражается прп помощи линейных уравнений. 
Положим 

61 = otllХl + «12Х2 + ... + «1,n-l Хn-l. 
62 = ot21Хl + ot22Х2 + ... + otg,n-l Хn-l. 

(4) 
6n = otпl Xl + otп2x2 + ... + otп,n-lХп-l. 
'l'Jl = otн111 + ot12112 + ... + otl,n-l11n-l. 

, , 
где Хl' Х2 • ••• , Хn-l. 111. 112" • 11n-l. ZI. Z2' •••• Zn-l обознача. 
ют новые координаты. Между n (n -1) I<оэффициентами otн 
можно установить ряд соотношений. Интегралы центра масс (3) 
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дают следующие n - 1 соотношений: 

~ micxil =0, 

! ~ micxi2 =0, 
..... 
~ micxi. n-l = о. 

(5) 

Ес.lIИ поставить еще условие, чтобы живая сила сохраняла 
свою форму (1), т. е., будучи выражена в новых переменных, Т 
имела бы вид 

(6) 

где через J.tl' J.t2' ... , J.tn-l обозначены постоянные МIIОiШlтеЛII, 
то получим следующие уравнения: 

n 

~ miotiroti' = О 
(=1 

(r, s = 1,2, ... , n-1; r<s), 

т. е. (n-2~ (n-1) соотношений. 

Для коэффициентов I!i получаются значения 

n 

J.'i = ~ m.CX:i (i = 1, 2, ... , n -1). 
8=1 

Так нак теперь 

(7) 

(8) 

то Xi, Yi, Zi образуют вместе с ... iXi, J.tiYi, l!iZi каноническую спетему 
переменных. 

На Iiоэффициепты CXi; наложено 

_ 1 + (n -1)(n - 2) = n (n -1) 
n 2 2 

условий, в, следовательно, иы имеем в своем распоряжении еще 

n (n -1) _ n (n -1) = n (n --1) 
2 2 

13 R. Шарлье 
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условий. Этим произволом МОЖНО воспользоваться так. чтобы 
новые координаты имели простой геометричеСlШЙ смысл. 

Пусть G1 - центр инерции двух масс, m1 и m 2, G2 _ .• центр 
инерции трех масс, т1. т2• и та. ]1 т. д., так что G11_ 1 обозначает 
центр инерции всей системы n тел (рис. 20). Пусть, да

tJ, 

т, 

Рпс. 20. 

лее, Хl' У1' Z1 обозначают IIроеlЩlШ 
т, OTpe3I(a ln1m2 на координатные оси, 

Х2, У2' Z2 - проекции отрезка G1т з 
и т. д. и, нанонец, Xn-l, Yn-l, Zп-l 
обозначают проеКЦIПI отрезка Gn- 2 mn 
на координатные ОСII. Если теперь 
положить 

(11 = ln l • ) 

(12 = m 1 + m2. I 

• 
C'Js = ~ mi. 

i=1 

t 
J 

(10) 

то для I<оординат в системе с началом n центре масс ПО:IУЧИМ 
следующие выражения: 

Ci
n

_
2 

m
n 

-- Хn -2 -~ X Il -1. 
Cin _1 "'n 

Ci
'I

_
1 

--Хn-1' 
"11 

(11) 

После просТьtх вычислений находим, что условия (5) и (7) здесь 
выполнены. Для коэффициентов l1i получим значения: 

mn 
JJ.n-1. = 0"-1 G . 

n 
(12) 
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~'равнеНJJЯ дnиit\ения в БО()РДlIнатох ЯJ\оби имеют вид 

j 
(13) 

d
2
zi дV I 

f.Li· dt" = дZi 
(i = 1, 2, . ", n -1); J 

uни могут быть записаны и в f,аНОНllчееI,ОЙ форме. С ;)'!'ОЙ целью 
ПОЛОЖИ~f 

Xi = q:;i-2, 

Yi = q,~,. \ 
Zi = Qsi. 

и~ 1,2, ... , n), 

РЗ1-1 -- J.t\I]:I\-J, 
P3~-2 _ J.t~3~-2' \ 

Рзi = J.lil]зi 

(i = 1, 2, ... , n - 1); 
тогда получим 

dqi дlI 

"dt = дРi ' 

dPi дН 
"dt = - дqi 

(i = 1, 2, ... , n -1.), 
где 

н = т -v, 
или 

) 

~ 
I 
J 

§ 5. Вариация ПОСТО8НВЫХ. I{ановичесвие мементы 

(14) 

(15) 

(10) 

ЕСJIИ в проблеме n тел одна из масс весьма велика по сравне
нию с другими, то влияние последних друг на друга, по крайней 

мере на малых интервалах времЕ'НИ, сравнительно мало и можно 
ПОЛУЧlIТЬ приближенное представление о движении, по крайней 

'3· 
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мере на Ma:lbIX IштерRааах временн, ес:ш ПрШШМПТI, во внпмание 
To:Iыоo ПРllТНil'~lllIе остальных бо//ьшеii I\laccoii, в последующем 
;~"lя краТI\ОСТИ пмепуемоii Солнцем, и пренсбр(~чь сначала взаим
ным ПРllТнжеНlIем Ma,'lblx масс. Орбиты Ma:rblx масс в первом при
б:шжеНllII будут конпчеСЮШII сечениями, в ОДНОМ ИЗ фокусов 
J,OTOpblX находптся Солнце. Ес.тш ПрIIНЯТЬ во внимание также 
ПРИТЯi;l\еНIIС I\-IaЛЫМИ телами друг друга и Солнца, то элементы ко
ничеСКl1Х сечений, ноторые по.чучаются в первом приближении, 
можно рассматривать как переменные и их изменение определить 

так, чтобы задать пстинное движение тел. 
ФОРI\IУЛИРУЯ в общем виде, мы можем этот ПрИНЦIIП, KOTOPblii 

бы.'I введен в астрономию ЛаграЮf\еl\I JI IIменуется методом варпа
ЦIllI постоянных, выраЗl1ТЬ так, что длн интегрирования дIlффе
ренцна.'IЫIЫХ ypaBHeHlfii 

uq; 

cft 

дН 

JPi ' 

dPi дН 
----;rг = - iJq i (i =-= 1, 2, ... , Il - 1) (1 ) 

сна'lала выдеJIПем '1acТl, харat,теРllСТllчеСI\ОЙ фУВIщии Н' lJ пн
тегрнруем Дllффt'реIЩШ\JIЫlые урnвнеНIIЯ 

J/l' 
iJ 1'; , 

(i . .= 1, 2, ... , n -1). (2) 

При этом I,оординаты qi и Pi получим выражеННЫМlf через время 
11 2 (n -1) постоянных IIнтегрирования - нараметров. Эта ор
бита, по Гильдену, называется промежуточной орбитой. Если 
параметры этой орбиты считать переменными, то можно вывести 
дЛЯ НИХ дифференциальные уравнения первого порядка, которые 
полностью соответствуют общим уравнениям движения (1). 

ЕСШf, в частности, уравнеНIIН (2) IIнтегрировать при IIОМОЩИ 
метода Гамильтона _. Якобп If получающиеся ПрlI этом постоян
ные IfнтеГРJlрованпн рассматривать НЮ, переменные параметры, 

то СОf.lаСIЮ § 1 fJI. 1 Дllфференцпальные уравнеНJJЯ для этих пара
метров получаются в канонической форме II могут быть непосред
ственно заНlIсаны. }rпомннутые параметры lIазываются Rанони

чеСНИМII элементаМII. 

Ес.1JИ мы рассматриваем задачу трех тел JI в I\ачестве Rоординат 
выберем якобиевы координаты, то 

(3) 



§ 5] ВАРИАЦИЯ ПОСТОЯННЫХ. RАНОНИЧЕСRИЕ ЭЛЕМЕНТЫ 197 

где согласно (12) § -1 
1/I/.те 

J.tb = т +т • 
Ь е 

(4) 

Если абсолютные координаты (и.'ш баРJlцентрические координаты) 
массы mi обозначить через ~i, 'УН, ~i, а абсолютные координаты 
центра инерции g обеих масс ть и те - через ~g, 1')g, ~g, то будем 
иметь 

ql = ~b -~, 

q4 = 6а - ~g. 

q2 = 1')ь -1')е, 

q5 = 1')а -1')g, 
(5) 

так что ql' q2' qa являются относительными координатами ть В 
системе отсчета с началом В те, а q4' qo, 
qs - относительными координатами та н то 

системе отсчета с началом В g. 
Таким: образом, имеем 

7~C = q~ + q: + q:. } 
7~a = q;+ q:+ q:. 

Далее, 

2 2 + 2 2 7еа = 7 ga 7ge + 7ga7ge cos <Р. 
2 2 + 2 2 7аь = 7ga 7gb - 7ga7gbCOSq>. 

где 

и, кроме того, 

7gb = те 
7ье. r ge = 

ть+те 
так что 

(6) 

Рис. 21. 

ть 
lI1ь +те 

rbe, 

m 2 

7:а = (ть +/)me)2-(qi + q:+ q~)+q:+ q:+ q: + 
2ть + m + m (qlQ4, + Q2Q" + qзQв). 
Ь е 

«()* ) 

(6**) 
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Если одна из масс, например, те, весьма велина по сравнению 
с двумя другими, то находим, что приближенно 

r2 = q2 + q2 + q2 = r2 
еа .& 5 6 ga' 

И этим обосновываем введение обычной формы промежуточной 
орбиты, так называемого кеплеровского эллипса. С этой целью 
положим 

Н = Н' + Н", 
где Н' выбирается так, что 

Н' = 2~b (~+ р: + Р:) + 2~a (р: + р: + ~) -

и, следовательно, 

Ни = k2ma.me 
rga 

(7) 

(8) 

(8*) 

Промежуточная орбита определится дифференциальными урав
нениями 

dqi дН' 
--;п- = aPi ' 

) 
I 

c1Pi дН' ~ 
dГ=- aqi I 
(i = 1, 2, ... , Н). J 

(9) 

Эти дифференциальные уравнения распадаютсн па две отдельные 
системы. Одна получается, когда индекс i принимает значения 
1, 2, 3, другая - при i = 4, 5, 6. 'Уравнения для определения 

q1t q2' q8' Рl' Р2' рз, С одной стороны, и для q4' qr" q6' Р4' Р5' Рв, -
С другой, будут иметь одну и ту же форму. Если рассмотреть 
уравнеНИJl 

где 

dqi дНь 

dt = aPi ' 

dPi дНь 
dt С-= - aqi 

(i = 1,2,3), 

) 
I 

t , 
(10) 

(10*) 
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то согласно § 9 гл. 1 можно получить их решение из уравнения 
в частных производных: 

1 [( aw )2 ( ан' )2 ( a~y )2 J k2тbт 
2/Аъ аЧl + iJ!j~ + аЧ8 = V 2+ 2~ 2 -i- Itl. (Н) 

ql Ч2 t}:; 

Если W - функция от ql' q2 И qз, которая удовлетворяет этому 
уравнению и, кроме постоянной h1, содержит два не;щвпсим:ых 
параметра h2 и ha• то ииее~:I 

aw \ 
ah1 = t + r1'II aw 
a~ = r2. 
aw 
a~ = rз. 

(Н*) 

где Yl' уз, У3 обозначают новые постоянные интегрирования. 
Кроме того, 

Теперь положим 

aW 
Pi=-a 

qi 

тогда уравнение (11) примет вид 

(Е = 1. 2, 3). (11**) 

t:lb' .!. [( аw)з + (~~)2 + (дJY )2] = ~ + JLbhl. (12) 
2 \ дЧl a(/~ дчв V ч~ + ч~ + ч: 

Интегрирование этого уравнения выполняется при помощи тео
ремы Штеккеля, как показано в § 2 гл. IV. Обычный способ ин
тегрирования этого уравнения состоит в следующем. 

Сначала вводим вместо прямоугольных координат полярвые 
координаты, полагая 

ql = r cos Ч' cos 8, 1 
q2 = r cos Ч' sin 8. ~ 

qз = r sin Ч', J 

(13) 

l"де r2 = q~ + q~ + q~, и получим затем вместо (12), записывая ~ 
и J.t вместо ~b и I-tb. 

~ [(а:)2 + :2 (aa~)2 + '2C~B2cp (дд~)З] = fi; +JLh1• (f4) 
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Если записать это уравнение в форме 

( aW)2 + _1 _ ( aW)2 = т2 i _ (aW \2 + 2[32 + 2 h "1 
дч> соз2 q> д6 L ar J r J.t t / 

то найдем, что переменные можно разделить и записать 

W = W1 (Т) + W 2 (q» + W a (е). 

LГЛ. v 

ИмеJlНО, если через h2 и ha обозначить две произвольные постоян
ные, то непосредственно находим следующие три уравнения: 

так что 

(15) 

Постоянные интегрирования обозначим через h: и h:, так как 

ОПIl, нак было ПОI\азано в § 4 гл. IV, должны быть положитель
ны. Нижние пределы :интегрирования могут быть выбраны про
нзвольно. Тогда cOГ.ТJaCHO (11*) получим 

(16) 

l'де 

(f6*) 
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Промежуточные интегралы будут СЛt'дующпми: 

!.L ~/~ = V R, j 
•• -/.2 ~ = 11 (JJ 
r- dt ' 

2 2 d6 !.Lr cos <р dt = Ila• 

(16**) 

Кап и в § 4 гл. IV, отсюда заключаем, что r ДОЛЖНО иметь мини
мальное значение r2 = а (1 - е) и максимальное значение 
rl = а (1 + е) 11 периодичесnи nолебаться в этих границах. 
Для периода получим зна'Iение 

или, после выполнения интегрирования, 

ДJIЯ среднего движения n получим следующее значенне: 

n_;т =3_ 
- т II-n·t •• 

Орбиты, которые определяются уравнениями 

(i = 1, 2, ... , 6), 

(17) 

(17*) 

где Н' задана формулой (8), суть ноничесние сечения (в тех слу
чаях, которые нас особенно интересуют, эти НОНllческие сечения 
всегда эллипсы), и ть будет описывать элЛlШС с фокусом в те, 
а та - эллипс, фонус nOTOpOro находится в центре инерции масс 
ть и те' 

Сопоставляя уравнения (16) с соответствующими уравнениями 
(21) § 4 гл. IV, находим, что в последних уравнениях всегда стоит!.L 
вместо величины ~2, фIIrУРllрующей в (16). Поэтому выражения 
для канонических элементов h,.. hз и т. д. легко вывести H::J (23) 
§ 4 гл. IV. Получим 

132 
lZ1 =---

2""а 
fl = -t,,, f2 = л;-Q, 

Itз=~-Vа(1-еl)соsi, } (18) 
fз= Q. 
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Прнведенное значение h1 ПОЛУLlено исходя из ТОГО, что сумма 
обоих KopHeil rl и r2 уравнения R = О должна быть равна 2а, 
а с другой стороны, 

;3~ 

rl + r2 =- - ~thl ' 

откуда и следует указанное ЗIIачеюю. 

Содержащиеся в (18) постоянные ~ и ,... получают различные 
значеllИЯ в зависимости от того, раССl\fатривается ли масса А llЛИ 

масса В. А именно, для массы А 

I 
(19) 

и, значит, 

k 

I 
(19*) 

-а3/2 

Для массы В: 

(20) 

откуда 

(20*) 

в этом приб.lIижеНIIИ среднее движение тела В имеет ту же форму, 
которую оно lшело бы, еСJIИ бы отсутствовало тело А. 

Эллиптические орбиты, которые мы нашли длн обоих тел А 
и В, можно использовать в качество первого приБJlИжеllИЯ к ис
тинным орбитам вследствие БОJIЬШОЙ величины массы С и выте
кающей отсюда малости разности Н - Н' при постоянных зна
чениях элементов, если рассяатрпваемые интервалы времени 

малы. Если элементы считать переменныl\l,. то их изменения 
можно определить так, чтобы удовлетворяллсь точные уравнения 
(1) задачи трех тел. Дифференциальные уравнения для этих из-
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менениii, l,aK было ПОl\азапо в § 10 гл. 1, ПО.1Jучаются О'1ень про
сто, если возникающие при интегрировании Дllфференциального 
уравнения raMIJJIbTOH3 - Яlшби постоянные, "оторые были на
званы каноническими элементами, принять n качестве перемен
ных элементов. ПОЛОilШllI 

ltl = Ittb, 112 = It2b' /lз = IlзЬ , 

1, = 11Ь, 12 -= 12Ь, 1з ,.,-= Y:ib 

И 

h, = h1a, h6 = "-аа, Jl8 = hза, 

1,1 =1,а, 111 = 12а, 1. = 1За, 

где h1a, hзa и т. д. обозначают определяемые формулами (18) ка· 
нонические элементы массы А, h1b , h2b И т. д.- liанонические эле
менты массы В; тогда изменение элементов hf. и Vi согласно § 10 
гл. 1 определяется при помощи уравнений 

di'l дН· dhi дН· 
ёlt = alti' dt = - ai

i 
(i = 1, 2, ... ,6), (21) 

где Н" = Н - Н', причем эти уравнения вполне заменяют общие 
уравнения (1). 

Если эллиптические элементы тела В обозначить через а, е, i, 
t", n, Q, а соответствующие элементы тела А - через а', е', i', t:, n', Q', то канонические элементы hi и "У! (i = 1, 2, ... , 6) 
будут СВЯ:Jаны с ЭЛЛИПТIIческими элементами следующими фор

мулами: 

~2 
1tl = - ~~a' /l2 = ~ Уа (1 - е2), 
11 = -t", 12 = п- Q, 
и 

/lз = ~ -v а (1 - е2) СОЗ i, } (21*) 

1з=Q 

r:!'2 

1 1'" h5 = 11' '/а' (1 - е'2), l4 = - 2~' а' , 1" ,. '1s = ~' ~ а' (1 - е'2) соз i', } 

18=Q, 1,=-t~, 15=n'-Q', 
(21 **) 

где 

~ = ~ь, .... , = .... ь,} 
~'= ~4' .... = .... а 

(21***) 

И ~ь, .... ь и т. д. определяются при помощи формул (19) и (20). 
Дифференциальные уравнения эллиптических элементов проме

жуточной орбиты нетрудно получить, если принять во внимание 
определяемую формулами (21 *) и (21 **) зависимость между 
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эллиптическими и каноническими элементами. Выгоднее сохранить 
канонические элементы, так как для них дифференциальные 
уравнения имеют наноничеСI\УЮ форму. Целесообразно заменить 
две пары наноничеСJiИХ элементов другими, также каноническими. 

Пусть ими являются элементы h1, Уl И h4, У4' Имеем 

N - ~ --./-, 
!1а • 

~2 
а = - 2!1h ' 

где под h будет пониматься либо h1, либо h4• Следовательно, имеем 

n = ~~ (- 2h)'/ •• 

Но тогда координаты тел А и В, l(aK было ПОI\азано в § 9 
гл. IV, будут периодическш.ш функциями величины n (t + у) 
и могут быть разложены в тригонометрические ряды по синусам 
и косинусам этого угла. Очевидно, что в правых частях урав
нений 

dji дНИ 

dt = дhi 

при i = 1 и i = 4 будут содержаться члены, Iюторые умножаются 
на время (так как в n входит либо h1 , либо h2). Но такие члены 
неудобны с различных точен зрения, и их в этом случае леГI{О 
избежать. Уже ЛаШIас и Лагранж ввели в связи с этим другие 
элементы, для I(ОТОРЫХ таl(ие члены не встречаются. Для канони
ческих дифференциальных уравнений (21) эта замена элементов 
была впервые выполнена Делоне [26]. 

Положим 

l = n (t +Уl)' 

Если теперь рассмотреть уравнения 

dh1 дIl" djl дНИ 

dt = - дjl' (ft = дh1 ' 

то, очевидно, 

дН" дН" дl дН" 
--=--·--=n--
дjl дl дjl дl ' 

и, следовательно, 

Да:Iсе IIMeeM 

dl ( djl ) дn dh1 
Тt=n 1+(jГ +(t+rl) дh1 ([Г. 

(22) 

(23) 

(24) 
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(дН" ЕСЛIl обозначить через fJh
1

) ПРОIlЗВОДНУЮ от Н" по ЯВНО вхо-
дящему h1, то 

дН" ( дН· ) дН" дл 
ahl = fJh1 + дГ(t + rl) ah1 • 

Так нан теперь 
а"(1 дН" 

dГ=~· 
то ИЗ (24) получим 

dl ( дН" ) дТl" дл дn dh1 
dt = n + n fJh

1 
+ nдГ(t +у.) ah

1 
+ (t +у.) fJh

1 
dГ' 

или, COl':raCHO (23), 
dl ( дFI") dt :-~~ n + n fJll

1 
• (25) 

Формулы (23) и (25) решают задачу. 
Вводя величину 

(26) 

можно неСIЮЛЬКО упростить уравнеНIIЯ и одновременно придать 

нм более симметричную форму. Имеем теперь 

ПЛJl 

тан что 

~a 
L=---:===,..

"у -2!J.h1 ' 

ТаНIIМ образом, лмеем 

дН" dh1 ~'dL dL 
- n -аг = (it" = !J.L8 те = n dt ' 

n поэтому 
dL f)!l" 
Тt=-дГ' 

Далее имеем 

( д~· ) = ( ~~" ) :~ = n (д~: ) ; 
тогда вместо (23) и (25) получим 

dL дН" dl ( дН" ) 
(ft= -дГ' Те== aL +n, 

(24*) 

(27) 

(28) 

(29) 
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дН" , 
где СI<оБJ\П ОКОЛО iJL МОГУТ oытr. опущены, если дифференцп-

ровать толы<o по явно ВХОДЯЩ('МУ L, считал n пе заВJ1СЯЩI1М от 
этой величины. 

Если несколы;о lI:3MeHllTb хаРaI,теРНСТIlЧОСI\УIO фующпю, то 
уравнения (29) можно заПIlсать n I\аllOlIическоii форме. ПОЛOlЮIМ 

(30) 

в таком случае 

тогда вместо (29) получи.м уравнения 

(IL iJF dl iJF 
-;it -= дГ ' те =-~ - iJL • 

Точно таким же путем элементы h4 и '\'4 заменяются новыми каНОНII
ческими элемеnтаМII. ИтаJ\, BBeдc~[ хараJ\ТСРJlСТl1чеСI,УЮ фующию 
следующего вида: 

Обозначая элементы орбиты В через L, G, Н, 1, С, h, а соотнет" 
етвующие элементы орбиты А через L', G', Н', l', g', h', получим 
следующие уравнения: 

dL дР dl iJF , 
Тt=7iГ' Тt= - iJL ' 
dG дР dg дР I (32) Тt=7ii' dt = - дС ' I 

(1I1 iJf<' dh иР I 
тt = i:Jlt" , "dt = -FП' J 

dL' iJF ,i!' д'" ) (ft=w' Тt= - iJL" 

~ (/G' aF dg' дР (32;10) ,{Г = iJg' , Тt= - дС' , 

dU' iJF (",' дР 

J dt=дi1' ({г = - дН' , 
где 

L=~ Уа, l = n (t + у), 

I G = ~ (а (1 - е2), g=n-Q, (32**) 
Н = ~ Уа (1 - е2) cos i, It = Q 
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L' = [~'~! а', [' == n' (t -1- r'), I 
,,' -- n' - о' J (32***) 1" - ... , 

li' =~' ~ra'(1-e'2ic()si', ,,' = О'. 
С' = ~' ViZ;-(l - е'2) , 

п риведе:м еще значения ~ 11 ~': 

(33) 

Средние движения даютсн формулами (19*) и (~O*) *). 
Для характеристичеСl{оii фУНКЦИИ F, входящеii в (32) 11 (32*), 

из (3) и (8*) получим следующес выражеПllе: 

J.t' = _~ + " ~:~. + 1~2man~Ь _ + ,,"2mатс __ /.:2
mu!!-&,,:.... (34) 

~lJ.L- -1J. L • r аЬ r са r ga 

ФУВIщия F обычно называстся возмущающей или пертурбацнон
ной фУВIщиеii. Два первых члена в привсд('нном вышс выражс
llИИ согласно (33) IJ (4) имсют ПОРЯДОl' возмущающих масс, а по
следующие члены - ПОРЯДОl' нвадрата малых масс та 11 mь. 

§ 6. Вариация постоянных для относительных координат 

Кеплеровские эллипсы могут быть использованы в качестве 
промежуточных орбит не только для якобиевых координат, но и 
для обыкновенных или относителыlхх наНОПllческих координат. 
Геометрический смысл этих орбит раЗЛIIчен, хотя различие между 
ними всегда имеет ПОРЯДОI{ возмущающей массы. С формальной 
точни зрения отличие связано с различными значениями посто

янных ~ и ~' и фУВIЩJШ F. Это значит, что для вычисления воз
мущениii элементов мошно использовать формулы (32) и (32*); 
нужно толы\О задать другие значения nходящllМ в формулы (32*) 
и (32***) постоянным ~ и ~' и возмущающей фующии. В частно
сти, при обыкновенных относительных координатах для каждого 
тела имеется особая возмущающая функция. 

Сначала рассмотрим обыкновенные относительные коорди
наты. Для них согласно (17) § 2 еправедливы полуканонические 

*) Едва ли нужно отмечать, что не следует смешивать &лементы Н и н' 
с таюom же обозначевиями для характеристической функции. 
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дифференциальные уравнения: 

dqi дНа 
~ = др! ' 

dqi дНь 

---сп- = aPi ' 

аР! aH,t 
(ft= - aqi 

dPi дНь 
dt = - aqi 

[ГП. V 

(i = 1, 2, 3), 
(1) 

(i = 4, 5, 6), 

rAe выражения для На 11 НЬ задаются формулой (16) § 2. Полагая 
теперь 

На = Н: + Н;, НЬ = H~ + Н;, 
выберем ФУНКЦИИ Н: и H~ таким образом, что 

где 

3 
н' = _1_ ~ '_ k2Ша (та + тс) j 

а 2mа ~ Pi r ac ' 
\=1 

н' = _1_ ~ 2 _ k2mb (mь + тс) 
ь 2ть ~ Pi rbc ' 

{=4 

7~ = qi + q~ + q~, 
7' =q'+q'+q2 ьс 4 :; 8' 

Интегрирование дифференциальных уравнений, 
щих кеплеровские эллипсы, 

dqi дН: dPi дН: 
(i = 1,2,3), liГ = aPi ' (ft= - aqi 

dqi дH~ аР! дH~ 
dt = др! ' crг=- aqi (i = 4, 5,6) 

(2) 

(3) 

опре!lСЛНЮ' 

j (4) 

по методу Гамильтона - Якоби сводится '( интегрированию 
уравнения в частных производиых следующего вида: 

1 {(дИ')2 ( дН' )2 (дЛ' )2 I !З2 Ui) 
Т aql + aq2 + aqa 1 = Vqi+q:+q: + J.t'tl' 

которое полностью совпадает с уравнением (14) предыдущего 
параграфа. Здесь постоянные ~2 и .... имеют следующие значения: 

для массы А: 

(6) 

для массы В: 

.... =mь, (6*) 



16] ВАРИАЦИЯ ПОСТОЯННЫХ ДЛЯ ОТН8СИТЕnЬНЫХ НООРДlIНАТ 209 

Возникающие при интегрировании (5) канонические элементы 
выразим по формулам (21*) § 5 через эллиптические элементы, 
а затем введем элементы Делоне; тогда получим дифференциаль
ные уравнения (32) И (32*) § 5. Для массы А возмущающая фун
кция имеет следующую форму: 

~4 ~'& k~mamb k2mamb 
F a = 2"L~ + 2"-L's + -r-b- - 3 (qlq4 + q2q5 + qзqа). (7) 

r r а r bc 

а для массы В: 

~. ~'. k2mamb k2m am b 
Fb = 2fJL2 + 2v.L'~ + rab - r~c (qlq4 + q'lQ5 + qзqе)· (7*) 

Для среднего двпжения имеем выражение (17*) § 5: 
~ ~~ n=--=--

v.a"" v.
L8 

П, следовательно, 

(8) 

Рассматривая канонические относительные координаты, для 
характеристической функции в соответствии с § 3 будем пметь 
выражеНllе 

(9) 

где т~, т~ и т: даются формулами (7*) § 3. Спловая фунция V 
согласно (1) § 1 имеет вид 

(9*) 

Положим теперь 

Н = H~ + H~ + Н", ( 10) 
где 

н: = -J, s -p-~ k
2

m cma J 
.. та "са 

H~ = ~ s Р; _ k2mbrna ; 
- mь rbc 

(10*) 

14 Н. Шар:rье 
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тогда 

(10**) 

Поэтому кеплерОВСБие эллипсы в этом случае будут определяться 
дифференциальными уравнеНIIЯМИ 

(lqi дН: dp,! дН: 
dt = api' dt = - aqi 

dqi дll~ dPi дH~ 
dt = aPi' те = - aqi 

(~ = 1, 2, 3), I 
(l = 4, 5, 6), 

(11) 

и мы опять сведем задачу Б рассмотрению уравнения Гамиль
тона - Якоби 

1 {( aw )2 ( дН' )2 ( aw \ 2 1 [32 / 11 *) 
Т aql + aq2 + aqa) J = }! q~ -;- q~ + q: + IH 1, ( 

где теперь постоянные ~2 11 I.t для массы А: 

I.t - т' - тате I а - а - та + lII е ' 

k 2m2m2 
r:l2 k9. # а с 
t" = ~т тате = . , 
а а та,те 

(12) 

для массы В: 

(12*) 

Дифференциальные уравнения в перемеНIIЫХ Делоне принимают 
форму (32) и (32*) § 5, а средние движения будут выражаться сле
дующим образом: 

k.,r m...Lm I f а I с 

Па = 1/ ' 
а • (13) 

т. е. точно таБ же, как и для случая обыкновенных относительных 
координат. Однако БеплерОВСКIIе эллипсы в обоих случаях не 
будут одинаковыми, БаБ это видно IIЗ значений (6) и (12) постоян
ных ~ и J.t. Они отличаются на веЛIIЧИНУ порядка возмущающей 
массы. В одном из следующих параграфов мы сформулируем 
более точно различие между каНОНllческими 11 обычными БООр
динатами. 
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§ 7. Интеграл живых СШI 11 Ilнтегралы площадей 
в различных ROopAIIHaTax 

211 

Дифференциальные уравнеНlIЯ Д:IЯ nаНОНllческих относитель
ных J\оорДlIнат 11 для яnобllевых nоорДlIнат имели форму 

dqi дIl dPi дН 
dГ = aPi' тt = - aqi (i = 1, 2, ... ,6). (1) 

Так как в обоих случаях Н явно не содержит времени Jl харак
теристическая ФУНIЩllЯ заВIIСIlТ толыю от переменных Р. и qt, 
то из (1), умножая уравнения на d:: 11 - :rt и складывая ре
зультаты, получим интеграл 

Н = COJlst, (2) 

который называется интегралом iЮIВЫХ сил JI по (16) § 4 11 (7) 
§ 3 имеет форму - в яnобиевых nоорДllнатах: 

~ S ( pi + Р:) - Jl = Jtl' (3) 
2 f1b f1a / 

В канонических относительных 1,00рДlIнатах: 

~ S ( pi + Р: + '.!.РIР4 ) _ V = I z ' " Ll, 
та ть те 

где суммироваНlIе распространяется на все Tpll J\оординаты. Для 
якобиевых коорДllнат согласно (14*) § 4 имеем 

Pl = J..I.a Ql' Р", = J..I.b Q4' (4) 

тогда, следовательно, вместо (3) можно записать 

~ [J..I.a (q~ + q; + q;) + J..I.b (q: + q: + q:)] = V + It, (3*) 

Т. е. интеграл живых сил имеет здесь то же самое выражение, что 

и в случае абсолютных координат, но множители, заВИСЯЩIIе от 
масс, имеют другое значение. 

Чтобы выразить интеграл ЖIIВЫХ сил в обыкновенных отно
сительных координатах, необходимо подстаВIIТЬ в (4) выражения 
(5*) § 3 

м Pl = та (ть -J:- те) 11 - mambq4, . } 

11;/ Р4 = - mambq1 + ть (та + те) Q4, 
(5) 

где 

м = та + ть + те. 
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и тогда вместо (4) получим 
i 1 ., .,. • 
т S м [та (ть + те) ql + ть (та + те) q4 - 2татЬ11 q4] = Т? + 11. 

(6) 

Такую форму ПрИНШIает интеграл живых сил, будучи выра
жевиым череа относительные координаты. 

Перейдем теперь к интегралам площадей, которые по (12) 
§ 1 11 абсолютных координатах выражаются следующим образом: 

~ (ХЗi+2УЗi+З- ХЗi+зУЗi+2) = Сl, j 
~ (ХЗI+ЗУЗi+l - ХЗi+1Узi-tЗ) = С" 
~ (ХЗ!+lУЗI+' - ХЗ!+2УЗi+1) = Са, 

(7) 

где Хl' Х2, Хз суть прямоугольные координаты массы А, Х,&, Хъ, 
ж. - координаты массы В и ж7 , Х8, Хе - координаты массы С. 
Кроме того, 

(7*) 

При помощи интегралов центра инерции находим, что интегралы 
(7) сохраняют свою форму, если начало координат поместить 
в центр масс, с.1Jедовательно, интегралы площадей l\IOЖНО выра
зить в форме 

~ (~Зi+2ТJЗi+З - ~3i+зТJ3i+2) = C~, j 
~ (~Зi+з1]ЗI+1 - ~31+11]зi+З) = C~, 
~ (~ЗI+1'lЗI+2 - ~Зi+21]Зi+l) = С;, 

(8) 

где постоянные в правых частях, вообще говоря, отличны от по
стоянных С1, С2 , СЗ' 

ДЛЯ получения выражений для интегралов площадей в liано
ничеСI\ИХ относительных координатах необходимо использовать 
формулы (3), (4), (6*) I1 (6**) § 3, которые дают 

MS1 = (ть + те) ql - mbq4, 
MS4 = - maql + (та + те) q4' 
M~7 = - maql - mbq4, 

1]1 =Р! (i = 1, 2, ... ,6), 

1]7 = - (Рl + Р4), 
1]8 = - (Р2 + р,,), 
1]" = - (Рз + Ре), 

(9) 
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если под ql. 
Боординаты. 

Q2. • • • • Qe. Рl. Р2' •••• Ре понимать 
Разрешая эти уравнепия, ПОЛУЧIIМ 

ql = ~l- $7' 1 
q .. = ~"-~7' 
р{ = 'YI• (i = 1, 2, ... ,6). 

Но отсюда следует 

Q2Ps - QSP2 + q&P6 - Q6P" = 

Банонические 

(9*) 

= (~~ - ~8)ТJз - (~з - ~&)112 + (611 - 68)116 - (~6 - 6&)ТJIi = 
= 62ТJa - ~aТJ2 + ~5ТJe - €eТJIi - ~8 (ТJз + ТJe) + ~& (ТJ2 + ТJ5) = 

= 62ТJз - ~зТJ2 + ~5ТJ6 - ~6ТJIi + 68ТJ& - 6&ТJ8 = Cl" 

u для пнтегралов площадей получим выражения 

q2Рз - Qsp" + Q5P6 - Q6PIi = C~ '1 
qsp, - q4Ps + QePl - QlP6 = С;, 

Q4P" - q"p, + Q1P" - Q2Pl = С;. 
(10) 

Таким образом, форма интегралов площадей остается неизменной 
при переходе от абсолютных координат Б каноническим отиоси
тельным. 

То же самое имеет место, если воспользоваться преобразованием 
Якоби. А именно, применяя координаты ЯкоБJI, по (15) § 4 будем 
IIMeTb 

где 

Но ПОСБОЛЬБУ 
dg i 

Pi = f.tiТt ' 

то вместо (11) можно написать 
d2qi дУ 

f.ti (ji2 = дqi ' 

(i = 1, 2, ... ,6), (11) 

(11*) 

п так Бак V не изменяется при повороте системы координат, то 
точио таким же путем, Kal( это было сделано в § 1 ПрlI рассмо
трении абсолютных координат, получим 

дУ дУ аУ дУ 
- дq2 qз + aqs Q2 - дqъ q6 + aqe q" = О. 
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Если подставить выражеНlIC (11*) 11 выполнить интегрирование, 
вамечая при этом, что 

Jll = Jl2 = Jlз = ~tb, ~t .. = Jls = Jl' = /la, 

то ПОЛУЧIIltI уравнения 

(12) 

которые могут быть записаны таюке в форме (10). 
Если интегралы шющадеii в nаnих-либо КООРДIlнатах прини

мают форму (12), то говорят, что в этих I\оординатах интегралы 
площадей остаются справедливыми. Само собоii разумеется, что 
интегралы, которые соответствуют I1нтегралам шющадей, должны 
существовать при любом выборе КООРДIlнат. Но позже ltlbl увидим, 
что форма (12) весьма выгодна в ряде оБЩIIХ рассуждений, IIмею
щих важное значение для задаЧII трех тел. 

ЕСЛII lIспользовать оБЫI\Новенные относительные I<оординаты, 
то форма интегралов площадей окажется более сложной. Ее 
можно получить IIЗ (10) II (9). Если первые два из соотношений (9) 
УМНОЖllТЬ соответственно на m1 = та 11 т4 = ть и принять во 

вниманпе четвертое соотношение, то будем иметь 

111 Pl = та (mь +. те) q'l - та1llь14". } 

111 Р, = - ma'nьql + 1Ilь (1Ilа + те) q,; 
(13) 

подставляя эти соотношения в (10), получим первый из инте
гралов площадеii в следующей форме: 

Другие IIнтегралы площадей получаются в результате цикличе
ской перестаНОВКlI индексов. Следует заметить, что члены в пра
вой части (после с;) будут второго порядка относительно масс. 
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§ 8. ОСRу.лllрующие э.лементы 

Еслп координаты и СпОрОСТИ тела будут выражены через 
определенные параметры 

~! = «I>i (t, iXl, "'2, iXз, Yl' У2, Уз), ] 
qi = 'l\>i (t, iXl, iX2, "'з, Уl, У2' Уз) 

(i = 1, 2, ... , (), 
(1) 

где аl' а2, аз, 'Yl' 'У2' 'Уз суть параметры пли элементы орбиты, то 
может случиться, что фУНIщии «I>i п 'i'i тю,овы, что 

илп 

.h. _ aq>i 
't'1 - at (2) 

(2*) 

тогда производные от иоординат qi будут вычисляться точно 
таким же образом, как 11 в случае непзменных элементов. 

В ЭТО~f случае элементы орбиты называются оскулирующими, 
так как промежуточная орбита в каждыii ltlOMeHT времени каса
ется истинной орбиты. Те элементы, которые ВВОДИЛ1lСЬ в каче
стве переменных величин для случая якобпевых координат или 
обыnновенных относительных координат, являются оскулирую
ЩIIМИ. ЭТО не будет иметь места для элементов, введенных 
в случае ианонических относптельных координат. 

Предположим, что КООРДllнаты для промежуточной орбиты 
суть (qi) п (Pi) (i = 1, 2, ... , 6), а соответствующие координаты 
для истинноii орбиты Р! 11 qi (i = 1, 2, ... , 6). Тогда согласно 
методу вариации ПРОIIЗВОЛЬНЫХ постоянных имеем 

Р! = (Pi), qi = (qi) (i = 1, 2, ... , 6). (3) 

Промежуточные орБIIТЫ, которые мы рассматривали в двух пре
дыдущих параграфах, определяются дифференциальными урав
нениями следующего вида: 

d (qi) дН! d (Pi) дН1 
(fГ = д (Pi) , -(!-t - = - д (qi) 

d (qi) дН2 ({ (Pi) дН2 
----;п- = д (Pi) , -(и- = - д (qj) 

где 

(i. = 1, 2, 3), j' 

(t = 4,5,6), 
(4) 
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Здесь через "1 и "! обозначеиы величины, которые зависят только 
от масс и имеют различные значения в разных системах коор

динат. 

Из (4) и (4*) следует, что для i = 1, 2,3 
d (9f) 

(Pf) = "1 (ft (5) 

и для i = 4, 5, 6 

(5*) 

Согласно § 6 -7 для пстИИВьtх орбит в обыкновеИвьtX относитель
иых координатах и в якобиевых координатах будет 

Pi = "1 ~~. (i = 1, 2, 3)'1 
dqi . 

Pj = "! F (z = 4, 5, 6). 
(6) 

Для этих координат согласно (3) всегда имеем 
а9( d (9j) 
Тt=(JГ 

(7) 

или, что то же самое, 

а9. д9. 
/lГ=дГ' 

В этом случае промежуточиые орбиты всегда являются оскули
рующпми. 

Иначе будет при использовании канонических относительвьtX 
координат. Согласно (13) § 7 имеем 

та ~ть + те) • тать J 
Pl = tma+mb+me ql- та+ть+те q", 

(8) 
тать • ть (та + те) • 

Р. = - та -+- ть + те ql + та + ть + те q., 
В то время как соотношения (5) и (5*) дают 

(9) 

Из (3) получаем 

та(ть -+-те) (lql тать dq, тате aql 
та -:-ть+ те Тt- та+ть+ т" Тt= та -:- те дt 

, 
тать dql + ть(та + те) dq4 т"те aqf, 

та -+-ть+mе dt та+ть+те dt ть + те 7ft' 
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и поэтому 

dql = aql + ть дч! j 
dt де ть+те де ' (10) 
dq4 = дчс + та дql 
dt де :та + те де • 

Стало быть, скорости для промежуточной 11 IIСТИННОЙ орбит не 
совпадают друг с другом. Таким образом, элементы, которые 
вводятся в случае этих координат, не являются оскулирующими. 

Ра8личие между компонентами скоростей в ИСТIIННОМ и про
межуточном движении согласно (10) имеет порядок возмущаю
щей массы. Оно может быть еще более значительным, если скоро
сти будут весьма большими, что может встретиться, если две 
массы проходят достаточно близко друг от друга. 

Недостаток канонических относительных координат состоит 
в том, что при их применении элементы не будут оскулирующими, 
но С теоретической точки зрения это не имеет большого значения. 
С практической точки зрения ОСКУЛИРУЮЩllе элементы пред
ставляют определенные преимущества, п поэтому координаты 

Якоби предпочтительнее канонических относительных координат. 

§ 9. ИСlCJlIOчевие узла. Teopel\la Лапласа об устойчивости 

Из интегралов площадей задачи трех тел можно получить 
некоторые важные выводы, к которым мы теперь перейдем. 

Обозначим якобиевы координаты массы В через ql' q2' qз, 
а координаты массы А через q4' q", q6' Начало координат в первом 
случае находится в массе С, а в последнем случае - в центре 
инерции масс С иВ. Полагая 

Р. = Itbqi 
Pi = Ilaqi 

(i = 1, 2, 3), } 
(i = 4, 5,6), 

(1) 

для промежуточной орбиты будем иметь дифференциальные урав
нения: 

dqi дНь dPi дНь 
(i=1,2,3), 

I 

те = aPi ' те =- дqi 

dqi дНа dPi rдНа 
(2) 

(lt= дРi ' dt = - dqi (i = 4,5,6), 

где согласно (10*) § 5 
1 k2mbrn.c 

j 
Н Ь = - (р2 + р2 + р2) 

~ь 1 2 3 V ч~ -:- ч~ -.:... ч; 
, 

1 k 2mamc 
(2*) 

Н = - (р2 + р2 + р2) _ 
а ~a 4 ii 6 V ч2 , ч2 _,- ч2 

J. Т "1 6 
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в соотвеТСТВJIИ с (1), мы можем заппсать эти уравнения также 
в форме 

tflqi дНь 
J1b""(ji2 = - дqi 

d2q{ дlfа 
J1a di2 = - дqi 

(i = 1, 2, 3), I 
(i == 4, 5, 6). 

(3) 

Отсюда получим интегралы площадей для промежуточной орби
ты массы В: 

(4) 

и аналогичные выражения для тела А. 
Промежуточное движение каждого из тел происходит в плос

костн, положение которой определяется формулами (5) § 1 гл. IV. 
Еслп наклонность этой плоскости обозначить через i, а долготу 
восходящего узла - через О, то будем иметь 

где 

Cl ='С sin i sin Q, I 
С2 = - С s~n i СОВ О, 

Са = С COS t, 

(5) 

Для массы А имеют место аналогичные уравнения, которые мы 
запишем в следующей форме: 

' , . ., . nl 
C~ = с' sin i' sin О', I 
C~ = - С Sln t Sln~' , 

Са = С' сов i'. 

(6) 

Если плоскость ХУ будет лежать в плоскости орбиты тела В, 
то получим 

! dqs dq1 ) 
J1b\qlТt -q'1./lt = С, 

или, если ввести полярные координаты (см. § 5), 
dv 

J1ьr'1./lt = с, 

(7) 

(8) 
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rде v обозначает ДО.'lготу в орбите. Но теперь СОГ:Iасно (16**) § 5 

I-tbr2 cos2 ер ~~ = Itз = It2 cos [. (8 *) 

Если ПЛОСIiОСТЬ ХУ леilШТ в ПЛОСIiОСТII орбиты В, то ер = О, i = О 
в, следовательно, уравненпе (8*) пршrет вп;:( 

(8**) 

тде теперь е = v. Если сраВНIIТЬ (8) 11 (8*), то буде~[ иметь 

(9) 

rде р определено таli же, liali в § 5. 
Если подставить эти выражения в (5) и (4), то интегралы 

площадей примут следующую форму: 

( 
dqз dq., \ (;1 1! 1 9'" Q .... ь q2----;jt-qз dt-J=~ а( -е-)SlDlSlD , 

I-tь(qз :~l_ql dJeЗ)=-~vа(1-е2)SiпiсоsQ, (10) 

( 
dq2 dql \ r:! J! (1 9 • I-tb ql (ft - q2 те J = ~ а - е-) cos l. 

Для тела А ПОЛУЧIlМ аналогпчные уравнеПIlЯ: 

I-ta (q5 а:: - q6 (~in = ~' -v а' (1- е'2) Sill [' sin ~1', ) 

( 
(!q4 dqe\ r.I, .. 1 '(1 '2)'" Q' j I-ta q6Тt -q4Тt) = -~ J' а . -е SlDt COS_ , ~ 

(
dq" dq~ \ (;1' r, (1 '2)" J I-ta q4Tt-q5Тt) = ~ 1/ а -е COSl. 

(11) 

Переходя теперь к ИСТIIННЫМ орбитам 11 обозначая КООРДIlнаты 
точек В 11 А соответственно через ql' q2' qз 11 через q4' qo, q6' по 
(12) § 7 ПОЛУЧIIМ IIHTerpa.'lbl площадеii 

( (Iqз d
q2

) (dq8 d
q6

) "! I-tb \ q2 тt - qз тt + I-ta q5 тt - q6 тt = Сl, 

( 
dql (!qз') (dqJ (!qe ') " 

.... ь qз тt - ql тt + I-ta q6 те - q4 тt = С2, 

I-tb (ql d:e2 - q2 (%1 ) + I-ta (q4 d:t5 - q6 а::) = с;. J 

(12) 

Известно, однако, что в этом случае промежуточные орбиты точек 
В и А являются оскулирующими орбитами *). Координаты 11 

*) Это не является пеобходимЬDI для ааRJIIочевия об оскулирующем ха
рактере орбит. На самом деле достаточно, чтобы для IIВтеrралов площадей 
вмела место форма (10) § 7. 
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скорости можно выразйть одинаковым образом через элементы 
и время вне заВИСIlМОСТИ от того, имеем ли мы дело с истинной 
IIЛИ промежуточной орбитой. Вспомогательные выражения (10) 
и (11) можно подставить в (12), и тогда интегралы площадей будут 
выражены слеДУЮЩIIМ образом через ОСRулирующие элементы: 

~ V а (1- е2) sin i sin Q + ~' r а' (1-е'2) sin i' sin Q' = C~, ] 

~ 1 а (1- е2) sin i соз Q + ~' У а' (1- е'2) sin i' соз Q' = -= С;, (13) 

~ уа (1-еЙ) соз i +~' 1 а' (1-е'2) соз i' = сз. 

ПРII помощи этих интегралов в задаче трех тел можно вычислить 
фОRальный пара}Iетр [р = а (1 - е2»), наклонность и долготу 
восходящего узла эллипса, если известны соответствующие вели

чины для другого эллипса. 

Эти уравнения ДОПУСRают простую геометрическую трактовку, 
если в Rачестве основной плоскости ХУ выбрать неизменяемую 
ШIOСRОСТЬ. Тогда имеем C1" = с./ = о, и если третью постоянную 
обозначить через С, то уравнения (13) выразятся следующим 
образом: 

~ уа (1- е2) sin i sin Q + ~' уа' (1- е2) sin i' sin Q' = О, ] 

~ V а (1- е2) sin i cos О + ~' Уа' (1-е'2) sin i' соз Q' = О, (14) 

~ 1/ а (1_е2) соз i +~' уа' (1-e'2)cosi' = С. 

Теперь 113 первых двух уравнений получим 

tg Q = tg О', (15) 

и должно быть либо Q = Q', либо Q = Q' + 1800. В первом 
случае оба члена в первых двух уравнениях были бы одного п 
того же знака, и их сумма не могла бы стать равной нулю. Стало 
быть, 

Q = О' + 180''. (16) 

Восходящий узел одной из орбит планет на неизменной плос
кости совпадает с нисходящим узлом другой орбиты. 

Эту изящную формулировку интегралов площадей впервые 
обнаружил Якоби. 

Если обозначить параметр оскулирующего эллипса через р, 
так что 

р = а (1 - е2), р' = а' (1 - е'2), 
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то вместо (14) можно записать 

Q=Q'+1800, I 
~ ур sin i = ~' .,r р' sin i'-, 

~ fp cos i + ~' -v р' соз i' = С. 
(14*) 

Если заданы Q', i', р', то с помощью этих уравнений можно вы
числить Q, i и р. Из третьего интеграла площадей следует важ
нейшая Teoper.la небесной механики, а именно, знаменитая теорема 
Лапласа об устойчивости. Благодаря исследоваНIIЯМ Лапласа II 
Лагранжа, к которым мы еще возвратимся в одном из следующих 
разделов, было показано, что если принимать во внимание по 
крайней мере только члены низшего порядка относительно возму
щающих масс, то большие полуоси а и а' оскулирующпх эллипсов 
будут совершать только периодические колебания вблизи сред
них значений ао и a~. Это утверждение, которое составляет первую 
часть теоремы об устойчивости Лапласа, мы будем предполагать 
здесь доказанным. 

Если не принимать во внимание эти периодичеClше колебаНIIЯ 
и заменить этп величины в третьем уравнении (14) их среДНИМII 
значениями, то будем I1меть 

~ уао (1-е2) cosi +~' .,ra~(1-e'2)cosi = С. (14**) 

Обозначая средние движения через по 11 n~, cor:laCHO (17*) § 5 
получим 

N - ~ • 
0--'-1 ' J.Lao' 

тогда вместо (14**) можно таюне записать 

,...noa~ V1-e2 cosi + ,...'n~a~2 y1-e'2cosi' = с. (17) 

Так как ао (а следовательно, также и по) и a~ предполагаются не
изменными, то имеем также 

2 + " '2 t ,·Lnоао J.L по ао = cons , 
и, следовательно, 

,...noa~ (1 - .,r 1 - е2 соз i) + ,...' n~a~2 (1- .,r 1- е'2) cos i' = С', 

где С' обозначает новую постоянную. 
Это уравнение можно записать в следующей форме: 

2 е2 сов' i + sin2 i ' , '2 е'2 сos2 i' + sin2 i' , (18) 
,...nоао 1 + У 1 2 • + ,... nоао 1 + У 1 '2 ., = С • 

-е cos ~ -е СOS& 
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Теперь преДПОЛОЖIШ, что в HCI,OTOPblii ~IoMeHT времеНII ЭRсцен
ТрПСlIтеты 11 наЮIОННОСТl1 бы;ш Ma:Ibl. ВЫЧIIС."IЯЯ IIЗ (18) значение 
постоянноfI С' по значеНIIЮI е 11 i в УПО~Iянутыii момент времени, 
наХОДIШ, что С' ДО.'IЖНО быть таЮl\е !IIa:IQ. Но TaR Ral\ С' ЯВ.'1яется 
веШlЧиноil постоянноп, то :Iевая часть (18) всегда до;ннна оста
ваться малоfI. Е С.'! 11 , ню,онец, преДПО:IОiЮIТЬ, что lIШОilПlтели 

~А.nоа~ и J!'n~a~2 (lI;Ш, что то те, ЧIIС.'lа ~Уаоll~'У;о) суть величины 
одного 11 того же ПОРЯДl\а, то 113 (18) будет следовать, что эксцен
ТрИСIlтеты 1I наRЛОННОСТII ДОЛil\НЫ иметь ма.'1ые значеНIIЯ для лю
бого момента временн. 

Справедливость этоп теоремы устанавлпвалась в предполо
il\ениях, что: 

1) большие ПОЛУОСII а 11 а' IIспытывают ТОЛЬRО малые коле
баНIIЯ, 

2) ~ 1Га 11 ~' у' а' суть ве.'lИЧl1ИЫ одного 11 того же порядка. 
Последнее УСЛОВllе в Rаждом I{OHRpeTHoM случае легко про

верить, если только выпо:шено первое условие. 

Что Rасается первого ус.'IОВIIЯ, то его выполнеНllе доказано 
:шшь с точностью до первых степенеiI масс; IIЗ различных сообра
женпп представляется весьма вероятным, что оно выполняется 
совершенно строго 11 В TOl\1 случае, когда рассматривается движе
нпе на неограниченном промеЖУТI{е времени. Здесь полезно рас
смотреть, что в этом отношенип можно заЮIЮЧIJТЬ IIЗ интегралов 

площадеП. 
Предполагая, что ДВШl\еюю ПрОllСХОДIlТ в ОДНОП IlЛОСКОСТИ, 

IIЗ (14*) находим Д;IЯ i = О 

(19) 

Это уравнеНllе ПОJ\азывает. что параметр р пли р' не может не
ограниченно возрастать. На самом деле маJ\СlIмальное значение 
этоfI веШIЧИНЫ определяется уравнеНИЯМII 

,Г:р -- .2.
YJ'-~' 

,r-' с 
r J1 =т' 

С другой стороны, с уравненпеlll (19) очень хорошо сог.'1асуется 
предположеНllе, что р п р' могут ПрИНIlмать произвольно малые 
значения. Это означало бы, что :lIIбо е приближается сколь угодно 
блпзко К единпце, Лllбо а принимает cJ\o.'Ib угодно малые зна
чения. 

В предыдущих раССУil\деНlfЯХ молчаливо предполага:IОСЬ, что 
оба члена в (18) имеют один и тот ,l\e знак. Это будет в том случае, 
ногда n 11 n' или оба положительны, ШПI оба отрицательны, т. е. 
оба тела А и В обращаются BORpyг начала координат в одном и 
том же направлении. Это предположение справедливо для нашей 
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планетной СlIстемы. ЕСЛII одно 11.111 HeC1\0.1b1\0 тел ДВИЖУТСЯ в на
правлеюПI, обратном по сравнеНIIЮ с ДРУГIIМП, то, l\aK указал 
Лаплас, доказательство утраЧlIвает свою Си.'IУ. 

Данное Лапласом доказательство УСТОПЧIIВОСТП ДВШI,еНIIЯ оста
ется справедлпвым 11 дЛЯ ПРО1I3ВО:IЬНОГО чпсла те.'!. ДеЙСТВllте.'1ЬНО, 
вместо (18) получпы 

~ 
11 е2 cos2 i -;- sin2 i , 

"nа V = С, f'" l' 1 •. •. -r - е-sш- ~ 
(20) 

11 если все тела движутся в одном 11 том же направлеНИII, то все 
члены в левой чаСТII равенства Jlмеют одинаковые знаЮI. Так I,aK 
cYMl\Ia всех членов мала, ч.то с.'1едует IIЗ наблюдательных данных 
о нашеii планетной системе, то должен быть малым также I{аждый 
член. Эксцентриситеты I1 НЮ\.'IОННОСТII Д.'1я планет нашей солнеч
ной системы должны оставаться ма,1ЫМН в предположении, что а 
постоянно IIЛII БЛIIЗК() 1\ постоянной. Этот вывод может ДОПУСI,ать 
только таl\ие IЮl\лючеНIIЯ, когда Лllбо nа2 !'<IRл6 (т. е. д.'1Я планет, 
I\оторые очень БЛПЗJ\О раСПО.'10жены I,СОЛНЦУ), либо сравни
тельно очень мал6 ~. Из последнего замечания следует, что ДОRа
зательство УСТОЙЧИВОСТII Лапласа теряет свою силу для ма.1ЫХ 
планет, наклонности и эксцентрпситеты которых могут ПрПНlI

мать большие значения. 
Оскулирующие Э.1JЛlШСЫ, "оторые рассматрпваЛlIСI, здесь, 

БЫЛll получены при пспользованпп J\аНОНIIчеСf\IIХ I,оордпнат 
Якоби. Еслп бы ИСПО.'1ьзовалнсь оБЫf\новенные относительные 
Rоординаты 11 были введены соответствующие ОСКУ:Iирующпе 
Э.1JЛllПСЫ, то, как было показано в § 7, I1нтегралы п:тощадеп не 
ПрИНЯЛll бы столь простой формы, а поэтому на этн элементы 
выводы Лапласа не распространяются. ЕСЛIl пренебрегать 
ч:тенаМlI второго порядка ОТНОСllТСДЬНО масс, то, I,aK следует пз 
(14) § 7, форма (12) Д.'IЯ интегралов площадей сохраНIIТСЯ и Д:IЯ 
обыкновенных ОТНОСl1тедьных координат, 11 эти пнтегралы будут 
IIметь впд: 

~m 1 а (1- е2) sin i sin Q = Сl, ] 

~m (а (1- е2) sin i cos Q = С2, 
~m V а (1 - е2) cos i = Сз-

(21) 

в аСТРОНОМИIl обычно используются только ОТНОСllтельные RO
орДIlНаты 11 получающпеся для НJlХ ОСI,УЛllрующие ЭЛ.1JIIПСЫ. ИЗ (21) 
наХОДIlМ, что вывод Лапласа ОТНОСlIтельно устойчивости нашеii 
планетной системы справедлив также 11 для этих элементов, но 
только с точностью до первых степеней относительно масс (вн.'1Ю-
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чительно)*). ПО.1:ные выражения для интегралов площадей через 
обыкновенные ОСRУЛIlрующие элементы можно вывести из § 7 (14). 

Возвращаясь опять к якобиевым координатам, выведем выра
жения для интегралов площадей через элементы Делоне (см. § 5). 
Полученные выражения найдут применение в следующем парагра
фе. Эти элементы были 

JJ= ~ lffi, 
G = ~ v a-(:-:-1---et=), 

Н = ~ v а (1- е2) cos i, 

1 = n(t + r), 1 
g=n-Q, J 
It = g. 

(22) 

Поэтому интегралы (13), будучи выраженными через эти эле
менты, примут следующий вид: 

-v G2 - Н2 sin lt + -v G'2 - Н'2 sin It' = с;, I 
VG2 - Н2 cosh + VG'2 -H'2cosl~' = -с;, 

Н +Н' = с;. 
(23) 

Используя неJlзменяемую плоскость в качестве основной, RaR l[ 

ранее, получим h = h' + 1800, и отсюда уравнения (23) можно 
записать в следующей форме: 

lL = lt' + 1800, J 
G2_H2 = G'2_H'2. 

Н +Н'= с. 

(24) 

Эту удобную фОР~IУ интегралов площадей мы используем в сле
дующем параграфе для понижения порядка системы дифферен
циальных уравнений задачи трех тел. 

§ 10. ПРllведеНlIе систе~IЫ дифференциа;JЬНЫХ уравненнй 
задачи трех тел R четыре)! степевич свободы 

Девять абсолютных прямоугольных координат трех масс 
в задаче трех тел первоначально определяются системой 18-го 
порядка [см. (2) § 1]. Система сводится к 12-му порядку либо 
при помощи шести IIнтегралов центра инерции, либо введением 

*) Приведенные рассуждения не ЯВЛЯЮТСJl строгими. В последнее время 
существенный прогресс в решении проблемы устойчивости солнечной системы 
был достигнут В. И. Арнольдом [27], который доказал теорему: «Если 
масса, эксцентриситеты и наклонности планет достаточно малы, то для 

большинства начальных условий истиннОе движение условно периодично и ма· 
ло отличается от лагранжева движения с подходящими начальвыtшш условияии 

в течение всего бесконечного промежутна времени - 00 < t < + 00». Однако 
и сейчас еще нельзя утверждать справедливость теоремы .Лапласа. (Пр им. 
nереIJ.) 
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обыnновенных относительных координат, либо, если система будет 
иметь каноническую форму, введением каноничеСЮIХ относи
тельных nООРДIlнат, или nоординат Якоби или каким-либо иныl\{ 
путем. 

Полученная таким образом система 12-го порядка обладает 
еще четырьмя интегралами, а именно, тремя интегралами ШIоща

дей и интегралом живых сил. Поэтому, если исполыювать эти ин
тегралы, можно получить систему 8-го порядка. Сохраняя кано
ническую фОР~IУ дифференциальных уравнений, эту систему 
8-го порядка можно записать как систему канОнических урав
нений с четырьмя степенями свободы. Оказывается, что харак
теРIlСТIlчеСJ\ая функция этой nанонической системы остается не 
зависящей явно от времени. Следовательно, для :этой системы 8-го 
порядка существует интеграл iЮIВЫХ сил, и можно было бы с его 
помощью ПОНlIЗИТЬ ПОРЯДОIi спстемы еще на еДИНIIЦУ. 

КаI\ бы.'10 поназано впервые Лагранжем, а позже Якоби 11 др., 
Дllфференцпа.1:ьные уравнения задачи трех тел можно свести 
к системе 7-го ПОРЯДl>а. Предлагаемый вывод канонической си
стемы с четырьмя степеНЯМII свободы для задачи трех тел заим
ствован у Пуанкаре *). 

Будем I1СХОДИТЬ из дифференциальных уравнений в элементах 
Делоне и предположим, что неизменяемая плоскость принята 
в качестве плосности ХУ. Тогда будем иметь следующие дифферен
циальные уравнения: 

dL aF dl aF \ 
те = д[ , те = - aL' I 

dG aF dg aF I 
dt = ag' dt - aG ' (1) 

dH aF dh aF 
те = дh ' "Те = - дН' J 
dL' aF dl' aF 
dt = дf ' те = - aL" (1 *) 

и Т. Д., и I1нтегралы площадей запишутся в виде 

/l = h' + 1800, ! 
C2-H~ = С'2_Н'2, (2) 
Н+Н =С. 

С помощью двух последних из этих уравнений Н 11 Н' можно вы
разить через G 11 G'. Второе уравнение дает 

G2 _G'2 = Н2 _Н'2 = (Н + Н')(Н -Н') = с(Н -Н'), 
*) Повижевие порядка дифференциальных уравневиi аадачи трех тел 

выполнялось Леви-Чивита [28], С. Ли [29], Воронцом [30], Радо [31] и др. 
(Прим. neре8.) 

15 к. Шарлье 
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так что 

Н = ~ + 2~ (G2 - G'2) , ] 

Н' = 1- - ;с (G2_G'2). 
(3) 

Возмущающая функция F зависит от элементов L, G, Н, 1, g, h. 
L', G', Н', 1', g', h'. Покажем, что если в качестве основной плос
кости выбрана неизменяемая плоскость, то в F не будут содер
жаться h и h'. В гл. IV было показано, что для ОСКУЛllрующего 
эллипса координаты являются периодическими фУНКЦИЯМII от [, 
g и h. Отсюда следует, что возмущающая функция, которая через 
координаты выражается при помощи формул (6), (6**) и (31) 
§ 5, будет периодической функцией от 1, g, h и 1', g', h', так что 
можно записать 

F = ~A;: (il + jg + kh + i'l' + j'g' + k'h'), (4) 

где i, j, k, i', j', k' принимают любые целые значения от -00 

до +00. Коэффициенты А зависят только от L, G, Н, L', G', Н'. 
Теперь согласно третьему интегралу площадей (2) 

Н+Н'= с, 

П, следовательно, имеем 

dH dH' 
Тt+Тt=O. (5) 

Из (1) и (1*) находим 

дР дР 
дh + дh' =0. (5*) 

Подставляя вместо возмущающей фующии в это уравнение ее 
значение (4), получим 

~ (k + k') А -sin (и + jg + kJ~ + i'l' + j'g' + k'J~') = О. (6) 
сos 

Это уравнение должно выполняться тождественно, а это возможно 
только при k + k' = О, так что элементы h и h' в возмущающей 
функции всегда встречаются только в сочетании h - h'. Если, 
в частности, выбрать неизменяемую плоскость в качестве плос
кости ХУ, то согласно (2) будем иметь 

h -h' = 1800, (7) 

так что в этом случае F не будет зависеть от h и h'. ЕСЛIl при по
мощи (3) исключить Н и Н', то F станет функцией от L, G, l, g, 
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L', G', l', g'. Используя для содержащихся в этой ФУНКЦИИ вели
чин G и С' обозначения Г 11 Г', так что 

по (3) имеем 

Тогда 

G = Г, G' = Г', 

Н = + + ~ (Г!\ - Г'II)" 

Н' = -]- - ~ (rlI_r'2). 

(8*) 

(8) 

М МЮ Mffl M~ М мг иг 
аг~аGаг+анаг+ан'~~аГ+fflс-ffl'с' 

Но из (7) и (1) следует 

и, значит, имеем 

Таким же путем получим 

aF aF 
дН ~ дН' 

aF aF 
ar~aG' 

aF aF 
дГ' ~ aG' • 

(9) 

(fO) 

(fO*) 

Вместо (1) и (1*) получим теперь следующие канонические диффе-
ренциальные уравнения для задачи трех тел: 

dL aF dl дF 

Тt==дl' те = - aL' 
df aF 
dt ~ дс , 

dL' дF 

dg aF 
dt = - дГ ' 

dl' aF (Н) 

тt = al' , те ~ - aL" 
df' дР 

Тt= дс" 
dg' aF 
Тt= - дГ" 

которые соответствуют четырем степеням свободы. F являетС8 
функцией от L, G, l, g, L', G', l', g', которая получается из общего 
выражения (4) путем исключения G, G', Н, Н' при помощи (8*) 
и (8). 

После того как из уравнений (11) L, Г, 1, g, L', Г', 1', g' будут 
найдены как функции времени, движение общей ливии узлов на 
неизменяемой плоскости найдется посредством квадратуры. 
А IIменно, 

dh д}' 
те ~ - дН' (f2) 

15· 
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где пере;з; дифференцирование!>! F следует рассматривать naI, 
фУНКЦIlЮ 12 первоначальных элементов. После дифференцирова
ния введем Г и г' с помощью (8*) Il (8). ЕСЛII уравнения (11) будут 
проинтеГрIlрованы, то в правой чаСТII (12) будет стоять известная 
функция времени, и тогда долгота восходящего узла найдется 
при ПО~IOЩIl nвадратуры. 

Так naK время не входит явно в F, то Сllстема (11) I1МeeT ин
теграл живых сил 

F = const, (13) 

при помощи которого можно lIСn.:lЮЧIlТЬ один пз элементов и по

луч.ить систему 7-го порядка. Наnонец, вместо времени примем 
в качестве независIIМОЙ переменной однн из оставшихся элемен
тов (например, l); тогда окончательно будем иметь для задачи трех 
тел систему дифференциальных уравнений 6-го порядка. 

Если в качестве независимой переменноii использовать [, то 
система будет I1МeTЬ такой вид: 

dr дР дР 
dГ = - дi : .aL ' 
dL' дР . t~F 
ж= -df' aL' (14) 

dr' дР .aF 
dГ = - ag' : aL ' 

После вычисления частных производных от F необходIIМО при 
помощи (13) из правых частей уравнений (14) JlсnлючитьL. 'Урав
нения (14) не обладают канонической формой. После того пап 
система (14) проинтегрирована, величина l находится как функ
ция времени посредством квадратур И3 уравнения 

dl дР (15) 
те = - aL' 

Если рассматривать движение трех тел в плоскости, то движение 
можно описать канонической системой с тремя степенями сво
боды. 

При i = О G и Н совпадают, и можно положить 

G = Н = П. (16) 
Здесь существует только один интеграл площадей, а именно 

П + П' = С. (17) 

Из этого уравнеНIIЯ следует, что 

дР + дР _ О (18) 
дк ag' - , 

где g обозначает долготу пеРllгелия. Это уравнение показывает. 
что F зависит только от разности g - g'. 
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Введем теперь две величины, К и k, при помощи следующих 
уравнений: 

К=П, } 
k=g-g', 

(19) 

ИЗ которых следует, что 

П' = с -к; (19·) 

тогда при помощи (19) и (19*) F можно представить как функцию 
L, l, к, k, L', l'. Имеем 

(20) 

и поэтому 

dk _ d(g-g') __ дР +!.!.... __ дР 
dt - dt - дП дП' - дК • (21) 

Далее имеем 
dK dП дР дР 
dt = те = д, = ak ; 

rогда дифференциальные уравнения движения выразятся сле-

дующим образом: 

dL дР 

Тe=дf' 

dL' дР 
dt = al' , 
dK дР 
Тe=дk' 

dl дР 1 те =- aL' 
dl' дР 

dt =- aL" I 
dk дР 
те =- дК' J 

(22) 

Эти уравнения представляют собой каноничеСRУЮ систему с тре
мя степенями свободы. 

После того нан будет проинтегрирована система (22), долгота 
перигелия получается при помощи нвадратур из уравнения 

dg дР 
те = - дП ' (22*) 

в котором после вычисления частныx производных от F правые 
части должны быть выражены через L, L', К, l, l', k. 

Уравнения (22) допускают интеграл живых сил 
F = const, (23) 

поэтому, принимая вместо времени в качестве независимоi пере
менной один из элементов, можно понизить порядок системы 
дифференциальныx уравнений движения в плоскости до четырех. 
Однако эта система не будет наноническоЙ. 
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При понижении порядка системы дифференциальных урав
нений проблемы трех тел до четырех можно использовать произ
вольные канонические переменные qi, Pt, Необходимо только 
выразить через эти переменные интегралы площадей, и понпжеНllе 
порядка будет выполняться с большими или меньшими затрудне
ниями таким же путем, как и выше, Автор показал, как можно 
составить канонические уравнения движения с тремя степеНЯМII 

свободы для случая плоского движения, если в качестве q-коорди
нат использовать расстояния трех тел от общего центра инерции 
при надлежащем выборе соответствующих канонических пере
менных [32). Этот метод имеет свои преимущества, так как воз
мущающая функция оказывается алгебраической функцией пере
Meнных' в то время как оскулирующие элементы входят в возму

щающую функцию трансцендентным образом. Эти преимущества 
достигаются и в том случае, когда вместо расстояний трех тел от 
общего центра инерции в качестве координат выбираются взаим
ные расстояния. Вывод дифференциальных уравнений оказывается 
ТОчно таким же, что и при использовании в качестве обобщенных 
координат расстояний от центра инерции. Понижение порядка 
системы дифференциальных уравнений движения в этом случае 
до восьмого в изящной форме было выполнено Брунсом [33). 



ГЛАВА УI 

ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 

§ 1. Введение иовых канонических мементов 

Ес.пи 2n величин xi и У. определяются канонической системой 

dЖi aF dYi дF 
тt = дyi • dt = - дХi 

(i = 1, 2, ... , n), 

И если положить 

Х. = '. (~1' at, ••• , аn, "11' "1" ••• ,"1n), } 
Yi = g. (аl' at, ••• , ~n' "1 .. "1" ••• , "1n), 

(1) 

(2) 

то существует, очевидно, бесконечно много форм функций fi И g., 
при которых для новых переменных ~. и "1. дифференциальные 
уравнения будут снова иметь каноническую форму: 

d~i дF dТJi дF 
тt = дТJi ' тt = - д;. (i = 1, 2, ... , n). (3) 

Мы хотим отыскать условия, иначе говоря, определить форму 
функций fi И g. так, чтобы имели место уравнения (2) и (3). 

Предположим, что F задана как функция Xi, Yi (i = 1, 2, ... 
. . . , n) и времени. Тогда имеем 

d;i Щi dЖ1 д!;i dЖt д;. dжn 
Тt=дж Тt+дж Те+"'+дЖ Те+ 

1 2 n 

д~ dYl д;. dy, д;. dyn + дУl те + ду, тt + ... + дуn те, 

Введем теперь обозначения 
n 

[а, Ь] = ~ (да ~ _ ~!!!..), 
.=1 дж. ду. ду. дж, 

(4) 
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TorAa 

(5) 

Но 

~ _ 'iJF д~1 + ... + дР д~n + дР д1)1 + ... + дР д1)n 
ду. - д~1 ду. д~n ду. д1)1 ду. a'ln ду. ' 

дР = дР д~1 + ... + дР д~n + дР д1)1 + ... + дР дТJn 
дх. д~1 дх. д~ дх. 8'11 дх. дТJn дх •• 

и, следовательно, 

д~! дР д~ дР дР (д~! ЩI д~. д~l) 
дх. ду. - ду. дх. == д~1 дх. ду. - ду, д~, + 

+ ... + дР (a~i д~n _ д~. д~) + 
д~n дх, ду. ду. дх. 

+ дР (д~! дТJ 1 _ д~! a'll) + ... + дР (a~i д'Jn _ a~i a1Jn) 
д1)1 дхз дуз дуз дх, afJn дх. дуз дуз дхз • 

Если просуииировать все эти выражения, последовательно пола
rая s = 1, 2, . . " n, получим 

дР дР 
[~f, FJ = [~i, ~tJ д~1 + ... + [~i' ~n] д~ + 

дР дР + [~i, "Ъ] д1)1 + ... + [~i, 'l']n] дТJn • (6) 

Точно таким же образом получим 

d1)f дР дР 
тt = ['I']f' F] = ['I']f' ~1] д~l + ... + ['I']i' ~n] д~ + 

дР дР + ['I']f, 'l']lJ д1)l + ... + ['I']f, 'l']n] a1Jn' (6*) 

Потребуем, чтобы дифференциальные уравнения имели вид 

d~i дР d'lf дР 
Тt=a'li' Тt=-Щi' 

и эти уравнения, очевидно, выполняются, если УДовлетворяются 

следующие соотношения: 

[~f, ~,.] = О, 
['I']f, '1'],.] = О, 
[~i, 1),.] = О, 

[~i, 1)f] = 1 
(i, r = 1, 2, ... , n) 

(' =1= r). 

(7) 
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Если выполняются эти условия, то переменные, введенные при 
помощи (2), являются каноническими. 

Соотношения (7) являются достаточными; необходимы ли они -
это для нашей цели безразлично, так как эти условия для иссле
дуемых здесь преобразоваНIIII выполняются. Сравнивая (6) 11 (6*) 
с (3), находим, что уравнения (7) будут также необходимы, если 
не делать никаких особых предположенпй относительно функ
цииF. 

С помощью этой теоремы мы введем теперь вместо элементов 
Делоне новые канонические переменные. 

1. Вместо элементов L, G, Н, l, g, h введем новые переменные 
А, Г, Z, Л, 'У, z при помощп следующих уравнений: 

А = L, Г = L - G, Z = G - Н, } 8 
л = l + g + h, 'У = - g - h, Z = - h, ( ) 

а также соответствующие величины вместо элементов L', G' 
ит. д. Новые элементы А, Г 1I т. д. будут каноническими. Действи
тельно, если старые элементы L, G, Н, l, g, h обозначить через 
Хl' Х2 , Хз, Уl' У2' Уз, так что L = Хl' G = Х2 И т. д., а соответствую
щие новые элементы через ~1' ~2' ~з, '111' '112' 'I1з, так что А = ~1' 
Г = ~2 И Т. д., то, во-первых, находим, что 

[~i, ~,] = [ун, 'I1r] = О, 
так как ~. зависят только от Хl' Х2' Хз, а YJi - толы(о от Уl' У2' Уз' 
Далее, 

[~1' '111] = 1, 
[~1' '1121 = О, 
[~1' 'I1з] = О, 

[~2' 111] = О, 
[~2' 112] = 1, 
[~2' 11з] = О, 

[~3' 111] = О, 
[~з, '1121 = о, 
[~3' 11з] = 1. 

Таким образом, условия (7) выполняются, 1I поэтому новые эле
менты будут каноническими. Выразим их через эллиптические 
элементы: 

A=~ya, f=~Vа(1-r1-еll), z=~уа(1-е2)(1-СОSi),} 
л = l + п, r = -- п, Z = - Q, 

(9) 
где л обозначает среднюю долготу в орбите, 'У - долготу периге
лия, Z - долготу восходящего узла. Элемент Г пропорциона
лен квадрату эксцентриситета, Z - квадрату наклонности. 

2. Введем, далее, вместо элементов Г, Z, 'У, Z элементы ~, 
11, р, q при помощи следующих равенств [2]: 

~ = y2fcosr, р = y2Zcosz, } 

11 = у2Г sin r, q = V2Z sin z. (10) 
Новые элементы также являются каноническими. 
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Так как при преобразовании (10) в выражения для новых 
элементов входят только два сопряженных элемента, то мы можем 

исследовать каждое преобразование отдельно. Предположим, 
что уравнения 

dx дF 
dt =:: ду , 

dy дF 
те =:: - дх ' (11) 

где F зависит ОТ х, у и времени, преобразуются к переменным 

~ = y2xcosy, 1') = -Y2xsiny; (12) 
тогда 

[~, ~] = О, 
[~ ,n] = дs дТJ _ д~ ~ =:: 

, '1 дх ду ду д:& 

[1'),1')] = О, 

- .. :- cos у . f2x cos у + ~ sin у. )_ sin у = 1 
,2х ,2:& 

и, значит, S, 1') являются каноническими. Отсюда слеДу'ет, что 
каноническими будут и элементы, определяемые формулами (10). 

Полученные канонические элементы мы положим в основу 
последующих исследований по теории возмущений. Их выра
жения через эллиптические элементы согласно (9) и (10) будут сле
дующими: 

А = ~ уа. л = l + 31, 

~ = v' 2А (1- y1--'еZ) COS31, 

1') = - у 2А (1- 11-eZ) sin 31, (13) 

р = У2А У 1-еZ (1-cosi) cosQ, 

q = - У2А Y1-е2 (1-соsi)siпQ, 

где л - средняя долгота. 
Исследуем более подробно зависимость между приведенными 

выше элементами Пуанкаре и эллиптическими элементами. Из (13) 
следует, что 

~ Z .. '" 11 1 (УХ) +(УЛ) =2(1-у1-еZ) =ell + T et +... (14) 

Это уравнение показывает, что eZ может быть разложено в ряд 
по степеням величины 

~ Z " nZ 

(УХ) + (УА) . 
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Далее, тап как 

то 

V 2-(-1 ---У-=""'1=е=2) = е ( 1 + ~ е2 + ... ) , 

ix = (1 + I~e2n) е cos n, 

Ул = - (1 + I<xne2n) е sin n. 

Из (14*) следует, что 

есозл: = Jл{1- ~ [( ix)2 + (у;'.)2] + ... }, J 

esinn = - ;л{1- ~ [( iл)S+ (У'А)2] + ... }; 
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(14*) 

(15) 

таким образом, е соз n и е sin n можно разложить В ряды по сте

пеням Jл и -Vл· Обратно, из (15) вытекает, что iл и ;л 
можно разложить в р яды по степеням величин е соз n и е sin n. 

Рассматривая теперь элементы р If q, находим, что 

1 

;л(1- еl!)-"4 = У2(1- y1-sinS i) cosQ, 

1 

ух(1-е2)-"4 = - У2(1- y1-sin2 i)sinQ, 

откуда следует, что sin i cos Q и sin i sin Q могут быть разло
жены в ряды по степеням величин 

1 

и 
q --
уХ (1-е2) 4. 

Стало быть, мы ПРIIХОДИМ К заключению, что величины 
е соз п, е sin n, sin i соз Q, sin i sin Q могут быть разложены в ря
ды по положительным степеням величин 

1; 1'J Р q 

УА' УА' уХ' УА' 
п наоборот. 
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Если пренебречь членами третьего·) порядка, то будем иметь 

~ 
ecosn = 'УА' 

•• Г\ Р 
sш ~ COS ~, = 'УА' 

. ~ j еsшп = - 'УА' 

• . . q 
sш ~ SШ Q = - 'УА . 

(16) 

в следующем параграфе мы докажем, что возмущающую функ
цию можно разложить в ряды по степеням е cos n, е sin п, 
sin i cos Q, sin i sin Q. Отсюда следует также, что она может 
быть разложена по степеням 

р q 

'УА' 'УА' 

§ 2. Форма ра3JIожеВИII возмущающей функции 

Если ввести обозначения 

l' = есозп, 
8 = esin п, 
г' = е' cos п' , 

и = sinicosQ, J 
v =sinisinQ, 

и т. д., 

(1) 

то можно показать, что возмущающую функцию можно разложить 
в ряд по степеням г, 8, и, г', 8', и' и т. д., причем коэффициенты 
в этом разложении будут функциями элементов А, л, А', л' и т. д. 

Так как возмущающая функt{ия является аналитической 
функцией координат, которые конечны при r = s = и = г' = 
= ... = О, то достаточно доказать, что координаты могут быть 
разложены в ряды по степеням рассматриваемых величин. 

Заметим сначала, что 

е2 = г2 + s2, sin2 i = u2 + v', 
н, следовательно, 

е2n = (г' + s2)n, sin2n i = (ull + v2)n, 

откуда следует. что все четные степени е и sin i представляют собой 
целые рациональные функции г, 8, и, v. 

Для прямоугольных координат в § 9 гл. IV мы нашли 

x=A~+B1'], J 
у = Al~ + B l 1'], 
z = A2~ + В21'], 

*) и более BblCOKoro. (Прu&. р18.) 

(2) 
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где 

~, 1 Ji-l -l ) 
6 = а i=~ т (~ cos ~ , ~ 

(2*) 

11=ау1 - е2 ~' +Jt;l sin il. I 
i=-oo J 

Коэффициенты А, В, А 1 И Т _ д- имели следующие значения: 

А = соз (11: - Q) соз Q - sin (11: - Q) sin Q соз i, 

В = - sin (я - Q) соз Q - соз (11: - О) sin Q соз i, 
А1 = соз (11: - Q) sin Q + sin (11: - О) соз Q соз i, 

В1 = - sin (11: - Щ sin Q + соз (11: - Q) cos Q соэ i, 

А2 = sin (11: - О) sin i, 
В2 = соз (11:- Q) sini. 

(2**) 

Эти коэффициенты могут быть записаны слеДУЮЩI{~1 образом: 

А = соз (11: - Q) cos Q - sin (11: - Q) sin Q (1 - sin2 i)'/1 = 

= cos (11: - О) соз Q - sin (11: - Q) sin Q (1 - ~ sin2 i -

- ~ sin4 i - ..• ) = соз 11: + ~ sin2 i sin (11: - Q) sin Q ( 1 + 

+ ~ sin2i+ ... ) == COS1l:+ ~ sin2isinQ(sin1l:cosQ

- соз 11: sin Q) ( 1 + ~ sin 2 i + ... ) = cos 11: + 
+ (~ uv sin 11: - ~ v2 соз 11:) (1 + 1 sin2 i + . -. ) . 

Введем следующие обозначения: 

(3) 

где Р1, Р2 И Ра обозначают ряды, которые расположены по поло
жительиым: степеням и, v (и начинаются с членов 2-го порядка); 
тогда остальные козффициеиты можно представить в такой же 
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форме: 

ТЕория ВОЗМ~ЕНИЙ 

А = cos 1& + Р2 sin 1& - Рз cos 1&, 

В = -sin 1& + Р? COS 1& + Рзsiп 1&, 
A1 = sin1& - P1sin1& + Р2 соsя, 
B1 = соsя-Р1соsя - Pssin я, 
А2 = usiпя-vсоsя, 

В" = и cos 1& + v sin я. 

По известной теореме тригонометрии 

cos пО = СП COSn О + Сn-2 COSn-2 в + ... , 

[гл. VI 

(4) 

(5) 

где СП, Сп-2 И т. д. зависят только от n. Дифференцированием 
получаем соответствующую формулу для sin n в: 

sin пе = sin в [Dn- 1 cosn-1 в + Dn_з соsn-з в + ... ]. (5*) 

Из этих выражений находим 

еn соз nя = сnтn + Сn_2тn-2 (т2 + 82) + ... , } 
еn sin nп = s [Dn_1rn-1 + Dn-зrn-з (т2 + S2) + ... ]; (6) 

следовательно, еn cos n 1& и еn sin n1& суть целые рациональныe 
функции от r и s степени n. 

Теперь рассмотрим постоянный член в (2*). Согласно § 9 гл. IV 
3 

в выражении для 'I'J он равен нуЛlo, а в 6 равен -2' ае. 
Опуская постоянный член и избавляясь в (2*) от ОТРlща

тельных индексов, можем записать 

00 

t: "" 1 (Ji-l ri+1) ·l ... = а "-1 -.- ie - J {е COS l , 
i=l J 

00 

'I'J = а Y~1~-e-';-2 ~ -:- ('n;l + J~;l) sin а, 
i=l 

где вместо средней долготы l подставим ее выражение из урав
нения (13) § 1: 

l = л -1&. (7) 

Будем иметь 

~ = а ~ ~ (~;1 _ ~;1) (соз iя cos iл + sin i1& sin iл), 

'I'J = а 11' 1 - е2 ~ + ('n;l + J~;l)( - sin i1& cos iл + cos iп sin iЛ). 
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Коэффициенты J~e MoryT быть разложены в ряды по положитель
ным степеням е, и согласно (9) § 9 гл. IV будет 

л-1 1 ( ie )" i-l { 1 I ie )2 1 (ie )' } 
ie = (i-1)1 ""2 1- 1I .i\2 +2Ii(i+1) Т -о.· , (9) 

л+l 1 ( ie )i+1{ 1 ( ie )2 1 ( ie )' } 
ie = (; + 1)1"""2 1 - 11 (i + 2) ""2 + 21 (; + 2)(; + 3) 2 _... . 

(9*) 

Подставив эти выражения в (8), найдем, что р;1 и J:;1 следует 
умножить на cos i:n: или sin iл, а также на cos:n: или sin:n:, если 
принять во внимание выражения (2) и (4). 

Очевидно, что в соответствии с (6) ПРОИ8ведения 

J1:1 cos i:n: cos :n: 

"-/ 
/"'-

J:;1 sin i:n: sin :n: 

можно разложить в ряды по степеням r и 8. Точно так же непо
средственно находим, что 

e2'n;1 cos i:n: соз:n: 
"'-/ 
/"'-

e2J:;l sin i:n: sin:n: 

можно разложить подобным образом. 
Остается только исследовать те члены в ~ и 1), которые имеют 

вид 

(~) = а ~ -{- р;1 (соз i:n: cos iл + sin i:n: sin iл), j 
(10) 

(11) = а ~ -{- J:;1 (- sin i:n: cos iл + cos i:n: sin iл); 

затем эти выражения следует подставить в (2) вместо ~ и 1). 
Выполняя эти подстановки, находим, что получаются только 

Следующие две комбинации, а именно, либо J~;1 cos (i -1):n:, 
либо J:;1 sin (i -1):n:, которые можно представить согласно (6) 
в виде степенных рядов ОТНОСIlтельно r и 8. Это доказывает, что 
координаты можно разложить в ряды по степеням величин и, 

V, r, S, а следовательно, также по степеням элементов Пуанкаре 
~, 1), р, q. Приведенное здесь доказательство несколько гроr.юздко, 
и, по-видимому, могло быть сде.lIано более коротким. 
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§ 3. Разложение возмущающей ФУИКЦИИ 

Если ограничиться задачей трех тел, то возмущающая функ
ция F согласно (34) § 5 гл. V в якобиевых координатах имеет 
следующий вид: 

~, ~'4 k2m4 ntb k2m4 nte k2m4nte 
F = ?o'L2 + 2".'L'2 + -r-+ -r- - -r-' (1) 

"1'" ... 4Ь са 84 

где 

(2) 

Координаты тела В в системе отсчета с началом в С суть ql' 
q2' qз, а элементы описываемого В оскулирующего эллипса - А, 
1., ~, 11, р, q. Соответствующие величины (координаты и элементы) 
для тела А, отнесенные к координатной системе, начало которой 
лежит в центре масс В и С, обозначим буквами со штрихами. 
Тогда согласно (6) и (6**) § 5 гл. V 

2 '2 '2 '2 
r 84 = ql + q2 + qз , 

2 
2 ть 2 2 2 '2 '2 '2 

rca = (mь + те )2 (ql + q2 + qз) + ql + q2 + qз + 
2ть ' , , + ть -1- те (qlql + q2q2 + qзq8). (3) 

2 m~ 2 2 2 '2", '11 
rab = (mь + те)! (ql + q2 + qз) + ql + q2 + qз -

2ntc ' , , 
mь -:- те (qlql + q2q, + qзqз). 

в соответствии с предыдущим параграфом, координаты можно 
разложить в ряды по степеням 

1; 'IJ Р q ~' 

'УА' 'УА' 'УА' 'УА' V'Л" 
и т. Д., и отсюда ПОЛУЧIIТЬ разложение TaI,oro же вида для возму

щающей функции. Мы приведеr.1 это разложение с точностью до 
вторых степеней включительно относительио соответствующих 

величин. 

Эти разложения могут быть найдены с точностью до любой 
степени эксцентриситета и наклонности методом, изложенным 

в предыдущем параграфе. Если ограничиться вторыми степенЯltш 
рассматриваемых величин, то можно, например, поступить сле

дующим образом. 
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Согласно (19) И (23) § 9 гл. IV имеем 

~ = А (cosw-e) + В V 1-e2 sinw, \ 

~ = А1 (cos W - е) + В1 У 1 - е2 sin и', 

~ = A2 (cosw-e) + В'" y1-e2 sinu'; J 
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(4) 

Выражения для А, В, А 1 И т. д. даются фОРМУ.'Iамп (4) предыду
щего параграфа. Таким обрааом, ПОЛ~ТЧIlМ 

д!.. = - Ае + С()8 л; cos W - V 1 - е2 sin л; sin U' + 
а 

+ Р", (sin л;соsw + у1-е'" соsлsin w) + 
+ Ра (- соsл;соsw + у1-е2 sinл;sinw), 

q2 = _ А1е + sin л; cos w + V 1 - е'" cos л; sin ш -
а 

- Р1 (sinл; cosw + у 1-е"'соsл; sin и") + 
+ Р",(соsл;соsш- у1-е2 sinл;sinш), 

д!. = - А",е + и (sin л; cos w + у 1 - е2 cos л; sin ш) + 
а 

Но 

+ v (- cos л; cosw + 11' 1- е2 sin л; sin ш). 

Ае = r + Р2в -Par, 
A1e = S -Р1в + P2r, 
А",е = us - vr, 

11 поэтому, вводя обозначения 

/,) = cos 11: cosw - у1- е'" sin л; sin w, } 

Е = sin л; соз w + у 1 - е2 cos л; sin w, 

будем иметь 

(5) 

(6) 

(7) 

так что остается только разложить в ряды по степеням r и s ве
личины D 11 Е. 

16 к Шарлье 
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При помощи бесселевых ФУНКЦИЙ или каким-либо иным путем 
ПОЛУЧИМ теперь разложения до второй степени е: 

cosw = cos1 + Т (соз 21-1) + + е2 (cos31- cos1), 

sinw = sin 1 + ";-sin2l + + е2 (3sin3l-sinl). 

Подставляя сюда значение средней долготы 1. из соотношения 

1. = l + Л:, 
окончательно получим 

D=cos1.+ ~ r(cos21.-1)+ ~Ssin21.+ : т2 (соз31.

-соз1.)- ~ sЗ(3соs31.+5соs1.) + ~ rs(3sin31.+sin1.), 

E=sin1.+ ~ rsin21.- ~а(соз21.+1)+ ~ r 2 (3sin31.-

- 5 sin 1.) - ~ а2 (sin 31. + sin 1.) - ~ та (3 cos 31. - cos 1.). 

(8) 

Подставляя теперь вместо т, а, и, V элементы ~, Т), р, q из (16) 
§ 1 и принимая во вниманио выражения (3) § 2, окончательно 
получим: 

~1 = cos 1. + 2 }х (cos 21. - 3) - 2 УА sin 21. + ;~ (cos 31.

- cos л) - ~ (3 cos 3л + 5 соз л) - ~ (3 sin 31. + sin 1.) -

pq • ~ qS 
- 2Л sш,.. - 2А соз л, 

~2 = sin л + 2 }к sin 21. + 2 ~л (cos 21. + 3) + iл (3siп3л

- 5 sin 1.) - ~~ (sin 3л + sin 1.) + :1 (3 соз 3л - соз 1.) -

- 2Ар2 sin л - pq соз л 
2Л ' 

~ = ;к sin л + УК соз А, + ix sin 21. -:х (3 - соз 21.) + 

+ iI. (3 + соз 2л) - 2~ sin 2Л. J 

(9) 
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Далее из этого выражения ПОЛУЧИМ: 

2 2 2 2 2 [1 2~ ~ 2'1. ~ 
r~с=ql+,q2+qз=а - ~лСОS/\,+-улsш /\,+ 

+ ;~ (3 - COS 2л) + ~ (3 + соs2л) + ~ sin 2),] (10) 

и 

2 '2 '2 '2 '2\' 2~' ,2'1'., 
r ,а = ql + q2 + qз = а ~ 1 - Jf л' С( s Л + V А' sш л + 

~'2 '1'2 , ;''1'. ,] • + 2А' (3 - ces 2л) + 2А' (3 + соs2л) + А' sш 2л . (10 ) 

qlq~ ..L q2q~ + qзq; (~~ , ; [1 (2~ ~ , з ~,] 
аа' COS /\, - /\, ) + ..гл ""2 cos /\, - /\, ) - 2 cos /\, + 

+ '1_[_'!- sin (2л - л') + 2. sin л'] + ~' r ..!-cos (2л' - л)-
-УА 2 2 -УА' .. 2 

- ~ cos л] + '1~ [- ..!- sin (2л' - л) + ~ sin л] + 
2 -УА' 2 2 

+ ~ [~ cos (3л - л') - ~ cos (л - л') + ~ COS (л + л') J + 
+ ~ [- : ces (Зл - л') - ~ cos (л - л') - ~ сов (л + л') J + 

+ ~ [- ~ sin (3л - л') - ~ sin (л + л') 1 + ~~ [~ cos (3л' - л) -

- ~ cos (л - л') + ~ сев (л + л')] + ~: [- ; ces (3л' - л) -

- ~ cos (л - л') - ~ cc~ (л + л')] + ~~' [- ~ sin (3л' - л) -

- 1 sin (л + л')] + J~A'[ ~ - : соs2л- : соs2л' + 

+ ~ соs(2л-2л')]+ -y~~,[: +: соs2л+: соs2л'+ 

+ 1 cos (2л - 2Л')] + i~~, [: sin 2л + : sin 2л' + 

+ ~ siп(2л-2л')]+ i:Л,[~ siп2л'+: siп2л+ 
+ ~ sin(2Л'-2Л)]+ ~ [1 соs(л+л')-1 соs(л-л')]+ 

+ ~ [- ~ cos (л + л') - 1 cos (л - л')] -
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- i~ sin (л + л') + :~~ [~ cos (л + л') - ~ cos (л 0- 1.')] + 
+ ~~ [- ~ cos (л + л') - ~ cos (л - л')] -

, • • 10 1 1 ] 
- ~ q\, sin (л + л') + ~p • L- "7} cos (л. + л') + т r,os (л. - л') + _. I .\.\ - -

+ .Jq' ,[~со~(л+л.')+ ~соs(л-л')]+ .. :q' .[~ siп(л+л')+ 
f' лл - - f' .\.\ -

+ ~ sin (л - Л')J"l + .. :'(/ LI~ Sill (л' + л) + ~ sin (л' - л)] (11) 
~ f' :\А' - ... • 

Теперь выражеюIЯ (10) 11 (11) необходимо подставитъ в (3) и (1). 
llри этом оказывается, что раз.lIОil\еllие возмущающей фУНКЦИII 
становится весьма громоздким, еСЛIl не проводить одновременно с 

разложением по степеням .. r~' ~- JI т. д. разложэний по степеНЮI 
f Л f л 

масс та 11 mь. которые предполагаются маЛЫI'rIИ. Это является 
недостатком, I{ОТОРЫЙ возникает при использовании якобиевых 
liоорДlIнат и IiOTOpOro можно IIзбеiкатъ Прll использовании обык
новенных относительных I\ООРДИllат, а также liаноничеСЮIХОТ

НОСlIтеЛЫIЫХ liоординат. В то жо вре!'rIЯ сзедует заметить, что, 
во-первых, не возникает НlIкаЮIХ математических трудностей 
Прll I1спользоваюш якобиевых координат, если не разлагать 
по степеням масс, так что здесь прежде всего речь идет об удоб
стве, и, во-вторых, что В lIССJщц.ованиях по теории возмущенпii, 
в IiOTOpbIX раЗJIожение по степеням масс все равно выполняется. 
отмеченный недостаТОIi этпх КООРДlIнат не имеет НlIкакого зиа
ченпя. 

II ренебрегая в выражении Д:IЯ возмущающей функции чле
нами более ВЫСОliОГО порядка по сравнению с квадратом :массы, 
MOii;HO положить 

(12) 
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Поэтому выражение для возмущающей функции с точностью до 
членов второго порядка (включительно) относительно масс при
мет вид: 

~. ~', k 2mam b k2mam b , , , 
F = 211L2 + 2,l'L'2 + -r- --,-3 - (qlql + q'lЯ2 + qзqз)· (13) 

r r аЬ r ga 

Основная трудность лежит в разложении величины r;:, для чего 
нам необходимо использовать выражение (12). Разделим теперь 
т:ь на две части, A~ и f, из которых A~ содержит члены нулевого 
порядка относительно 6, 11 и т. д., а f - все остальные. Тогда 
имеем 

A~ = а2 + а'2 - 2аа' cos (л - л') (14) 
и 

(15) 
и, следовательно, 

r ~ь = ~o (1 - 2~~ + 83~; - ... ) . (16) 

у словия сходимости этого разложения мы исследуем в одной IIЗ 
следующих глав. Теперь получаем: 

- 2~З = ,riL13 [а2 cos л - ~ аа' cos л' + ~ аа' cos (2л - Л')] + 
о J' о 

+ 1'~L1~ [ - а2 sin л + ~ аа' sin л' - i аа' sin (2л - л')] + 

+ y~ L1~ [ а'2 cos л - ~ аа' cos л + ~ аа' cos (2л' - л)] + 

+ yi L1~ [ - а'2 sin л' + i аа' sin л - ~ аа' sin (2л' - л)] + 

+ л~з [ - ~ а2 + ~ аа' cos (л + л') - ~ аа' cos (л - л') + 
о 

+ 1 а2 cos 2л + : а'а' cos (3л - л')] + 

+ л~з [- : а2 - ~ аа' cos (л + л') - ~ аа' соз (л - л')
о 

- ~ а2 cos 2л - : аа' cos (3л - л')] + 
+ t~ [_ ~ аа'siп(л+л')- ~ а2 siп2л

ЛL10 
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- ~ аа' sin (3А - А')] + Л~:3 [- ~ а'jI + ~ аа' соз (А + А') -
о 

- ~ аа' сов (А - А') + ~ а'а cos 2А' + ; аа' cos (3А' - А)] + 
+ ..5:.. [_1.. а'а - i. аа' соз (А + А') - i. 4а' соз (А - А') -

Л'&g 4 8 2 

- ~ а'jI соз 2А' - : аа' СОВ (3А' - А)] + 
1;' , [ 1 1 3 ] + л' :3 - 4" аа' sin (А + А') - 2" а'а sin 2А' - 4" аа' si n (3А' - А) + 

о 

+.... - аа' - - аа' соз 2А - - аа' сов 2А' + ~~, [9 3 3 
VАл'&g 4 4 4 

t ]' [9 3 + 4" аа' cos (2А - 2А') + V :~, &g 4" аа' + 4" аа' сов 2А + 

+ ~ аа' соз 2А' + ~ аа' cos (2А - 2А')] + 
+ v ~~ &g [i аа' sin 2А + f аа' sin 2А' + ~ аа' sin (2А - 2А')] + 
+ у;: &g [: аа' sin 2А' + ~ аа' sin 2А + ~ аа' sin (2А' - 2А)] + 

+ :~g [1 аа' соз (А + А') - ~ аа' cos (А - А') ] + 

+ ...L [_.!. аа' соз (А + А') _.!. аа' сов (А - А')].+ 
л&g 4 4 

+ pq 3 [- {- аа' sin (А + А')] + 
Л&О 

'2 [1 1 ] + :&3 '4 аа' cos (А + А') - 4" аа' cos (А - А') + 
о 

+ Л~:3 [ - i аа' сов (А + А') - ~ аа' cos (А - А')] + 
о 

+ :~~ [- ~ аа' sin (А + А')] + 
о 

, [ 1 t ] + V :~, &~ - "2 аа' cos (А + А') + 2" аа' cos (А - А') + 

+ у 1~. &~ [~ аа' cos (А + А') + ~ аа' cos (А - А') ] + 
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+ ф d~ [~ аа' sin (А + А') + ~ аа' sin (А - А') ] + 

+ -v :1dg [~ аа' sin (А + А') + i- аа' sin (А' - А) J. (17) 

Разложение rj характеризуется тем, что коэффициенты в раз
ложении этой величины по степеням ~. 11 11 т. д. будут целыии 
рациональными функциями 1 : L1o• В разложении друrих членов 
возмущающей функции эта величина L10 не встречается. В связи 
с этим целесообразно возмущающую функцию разбить на две 
части: так называемую rлаввую часть 

(18*) 

11 дополнительную 

[31 ~'. k2m /Jmb • , • 
F Z = 2tlL2 + 2IL'L'~ - -3- (qlql + qzq" + qзq'J· 

r r rg/J 
(18**) 

так что 

(18) 
Torдa получим 

F 1 = kZm/Jmb {1 + 8 ~i- Х 
о do ,. А 

Х [а" cos А - ~ аа' cos А' + ~ аа' cos (2А - А')] + 
+ d~ ~ А [ - а' sin А + ~ аа' sin А' - ~ аа' sin (2А - А') ] + 

+ d~ ~ [а" соз А' - ~ аа' соз А + ~ аа' соз (2А' - А) ] + 

+ d~fJ~ [ - a'zsin А' + % аа' sin А - ~ аа' sin (2А' - А)] + 

+ ~ {..!- [- ! а' + .!. аа' соз (А + ,"') -
А d 3 4 8 

о 

113 ] - 2 аа' соз (А - А') + 4" а' соз 2А + "8 аа' cos (ЗА - А') + 
+ _1_ [~ а2 + ~ а2а" _ !. аЗа' cos (А + А') -dg 4 8 4 

- ~ а3а' соз (А - А') + : а4 cos 2А - : а2а'2 cos 2А + 
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+ ~~ a'l.a''l. соз 2л.' - i а2а'2 соз (2л. - 2л.') + 

+ { аЗа' cos (зл. - л.') + 136 а2а'2 cos (4л. - 2л.')]} + 
+ 1 {1~ [- : а2 - } аа' cos (л. + л.') - ~ аа' соз (л. - л.') -

- 1 а? cos 2л. - ~ аа' cos (зл. - л.')] + 
+ _1_ [~ а4. + ~ а2а'? + ..! аЗа' соз (л. + л.') _ 

А5 11 8 4 
о 

393 - 2" аЗа' соз (л. - л.') + 8" а2а'2 соз 2л. - 4" а4 cos 2л. -

- ;~ а2а'2 соз 2л.' - } а2а'2 соз (2л. - 2л.') -

- % а3а' cos (зл. - л.') - 136 a'l.a''l. соз (4л. - 2л.') ]} + 
+ ~1) {~~ [-1 аа' sin (л. + л.') -i a2 sin 2л.- : aa'sin (зл.-л.')]+ 

+~ [~ аЗа' sin (л. + л.') - ~ а4 sin 2л. + : a'l.a'2 sin 2л. -
Ао 

_ 2; а2а'2 sin 2л.' - ~ аЗа' sin (зл. - л.') - : а2а'2 sin (4л. - 2л.')]} + 

+ X~ {~~ [- : а'2 + ~ аа' cos (~ + л.') - { аа' соз (л. - л.') + 

+ ~ а'2 соз 2л.' t : аа' сов (зл.' - л.) ] + 
+ _1_ [~a'4 + ~ а2а'2 _ ..! аа'3 СОЗ (л. + л.') _ 

А5 4 8 4 
о 

- % аа'3 соз (л. - л.') + : а'4 СОЗ 2л.' - } а2а'2 соЗ 2л.' + 

+ ;~ а'1.а'2 соз 2л. - : а2а'2 соз (2л.' - 2л.) + 

+ : аа'З соз (зл.' - л.) + 1~ а2а'2 соз (4л.' - 2л.)]} + 
1)'2 {1 [ 3'2 1 , (" " ') + --х: A~ -"4 а - 8' аа cos "" + "" -

- } аа' соз (л. - л.') - ~ а'2 СОЗ 2л.' - ~ аа' cos (зл.' - л.)] + 
+ _1_ [~a'4 + ~ а2а'2 + ..! аа'3 соз (л. + л.') _ 

А5 4 8 4 
о 
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- ~ аа'3 соз ("- - "-') - : а'4 соз 2"-' + ~ a'J.a''J. соз 2"-' -

- Е..- а2а'2 соз 2," - ~ а2а'2 соз (2'"' - 2'") -16 8 

'3 3 ]1 - i аа'3 соз (3,"' - '") - 16 а2а'2 соз (4'"' - 2'") J + 
+ ~'T!, {_! [_..!. аа' sin ('" + '"') - ..!. а'2 sin 2,"' _ 

л' A:J 4 2 
о 

- i- аа' sin (3'"'- '") ] + ;~ [~ аа'8 sin ('" + '"') - ~ а'4 sin 2'"' + 
+ i а2а'2 sin 2'"' - ~ а2 а'2 sin 2'" - i аа'З sin (3,"' - '") -

- ~ а2а'2 sin (4'"' - 2'")] + ~~' f..!.. [!. аа' - ~ аа' соз 2'"-
8 . VЛЛ'lА~ 4 4 

3 1 ] 1[ 9 9 - - аа' соз 2'"' + - аа' соз (2'" - 2'"') + - - - аа'З - - аЗа' + 4 4 А6 4 4 
о 

~ ~ 9 + "4 а2а'2 соз ('" + '"') +"8 а2а'2 соз ('" - '"') - '4 а8а' соз 2'" + 
3 9 3 + - аа'З соз 2'" - - аа'З соз 2'"' + - аЗа' соз 2'"' + 4 4 4 
339 + "4 аа'З соз (2'" - 2'"') + "4 аЗа' соз (2'" - 2'"') -"8 а2а'2 соз (3"- -

- '"') - : а2а'2 соз (3,"' - '") + : а2а'2 соз (3'" - 3'"')]} + 
ТJТJ' {1 [9 3 3 + V ЛЛ' A~ "4 аа' + "4 аа' соз 2'" + "4 аа' соз 2'"' + 

+ .!. аа' соз (2'" - 2'"')] + ...!.. [- ! аЗа' - ~ аа'8_ 4 А5 4 4 
о 

21 21 9 
- "4 а'1.а'2 cos ('" + '"" + "8 а2а'2 cos ('" - '"') + "4 аЗа' cos 2'" -

- ~ аа'З G:)S'2'" + : аа'З соз 2'"' - ~ аЗа' соз 2'"' + 
+ 1- аЗа' соз (2'" - 2'"') + ~ аа'8 cos (2'" - 2'"') + 
+ ~ а2а'2 соз (3'" - '"') + : а2а'2 соз (3,"' - '") + 

+ ~ n2а'2 соз (3'" - 3'""]} + ~ТJ' {_1 [~aa' sin 2'" + 
8 1"' 1. V АЛО A~ 4 

+ : аа' sin 2'"' + ~ аа' sin (2'" - 2'"') ] + ~~ [ - ~ а2а'2 sin ('" + '"')-
- 3; а2а'2 sin ('" - "-') + i аЗа' sin 2'" - : аа'3 sin 2'" + 
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+ : аа'З sin 2л' - ~ аЗа' sin 2л' + ~ аЗа' sin (2л - 2л') + 
+ : аа'З sin (2л - 2л') + : а2а'! sin (3'" - л') + 

+ : а2а'! sin (3л' - л) + ~ a!la'2 sin (3л - 3л') ]} + 
+ J~~ {;~ [ i аа' sin 2л + { аа' sin 2л' + ~ аа' sin (2л' - 2л)] + 

+ ;,. [- 21 a!la'!I sin (л + л') - 3; а2а'!I sin (л' - л) + 
о 

+ ~ аа'З sin 2л' - ~ аЗа' sin 2л' + !. аЗа' sin 2л - ! аа'З sin 2л + 
4 4 4 4 

+ : аа'З sin (2л' - 2л) + : аЗа' sin (2л' - 2л) + 
+ ~ а2а'lI sin (3л' - ",) + : а2а'2 sin (3л-л') + : а2а'!I Х 

Х sin (3А' - 3А) ]} + -:; А {~ аа' соз (А + л') - i аа' СОВ (А - л')} + 
+ -.L {- ..!. аа' соз (л + л') - -!. аа' соз (л - л')} + 

~~A 4 4 

+ ~~~ {- ~ аа' sin (л + Л')} + 
о 

'2 {1 1 } + :.аА: 4" аа' соз (л + л') - 4' аа' соз (л - л') + 
о 

+ ~ {- -!. аа' соз (л + л') - .!.. аа' соз (л - л')} + 
~ЗА' 4 4 
о 

+..!!..!L - - аа' sin (л + л') + РР - - аа' соз (л + л') + "{ t }' { t 
~:A' 2 ~~ У АЛ' 2 

1 ' {1 t } + '2аа' соз (", -л') + ~~ v-АА: 2 аа' соз (л + л') + 2 аа' соs(л - л') + 

+ ~~ 1 АА: {} аа' sin (л + А') + ~ аа' sin (л - А')} + 
+ ~~ Pi АА: е аа' sin (л + л') - ~ аа' sin (л - Л')}} • (19) 

k2тbтc k2тaтc аа' { , 
F 1 = --:ra- + -и- + тать 7 - cos (л - л ) + 

+ Jх[-2соs(2л-л')] + у\. [2siп(2л-л')] + 
~' [ з t , ] 1)' [ 3. + УА' '2 соsл- '2 соз(2л -л) + УА' -2SШЛ + 
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+ ~ sin (2А' - А)] + ~ [-} cos (А + А') + i cos (л - А') -
27 ,] 1)2[1 1 - "8 cos (ЗА - А) + л 8" cos (А + А') + 2" cos (А - А') + 

+ ~ cos (ЗА - А')] + ~ [{ sin (л + А') + ~ sin (ЗА - А')] + 

+ ~~ r. - ~ COS (А + А') + ~ cos (А - А') - ; cos (ЗА' - А)] + 
+ 1, 8" cos (А + А') + 2 соз (А - л') + ~ cos (ЗА' - А) + '2 [ 1 1 'i ] 

~' '[ 1 .~ ] + : "4 sin (А + А') + i sin (ЗА' - А) + 
+ J~' [Зсоs2А-соs(2А-2л')] + }'I' [-Зсоs2А-

,АА' ,АА' 

-Gоs(2А-2А')] -+- J~~\, [- Зsiп2л -sin (2А-2А')] + 

251 

1;' ~ [ 1 + V:A'[-ЗSiп2л-siп(2л'-2л)] +~ -TCOS(A+A')+ 

+ ~ COS (л - А')] + ~ [~ OOS (л + л') + {- cos (л - А')] + 

+ "I [}sin(A+A')]+ ~~ [- ~ СОS(А+Л')+ 1 СОS(Л-А')]+ 
+ ~~ [{ cos (А + А') + ~ COS (л - А') ] + P~~' [~ sin (А + А')] + 

+ ;~~, [~Qos (А + л') - ~ COS (л - л')] + 
+ -!L [- .!- cos (л + А') - .!- cos (А - л')] + 

УАА' 2 2 

+ -l!!f- [- ..!. sin (л -L л') - .!- sil1 (А - А')] + 
-У"АА' 2 I 2 

+ ;1л; [- ~ sin (л + л') - ~ sin (л - л') ]} • (20) 

п риведенные разложении до членов второй степени относи
тельно ,. Т). Р. q. " и т. д. были выведены г. Нореном и Дж. А. 
Валленберrо31 [З4]. Вместо канонических элементов Л и А' можно 
подставить в коэффициенты большие полуоси а и а' оскулирую
щих эллипсов, для которых имеем 

А' 
a=~, 

, А'2 

а =w. (21) 
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§ 4. ОСНОВЫ теории возмущений 

Дифференциальные уравнения для l\аноничеСI\ИХ 

имеют следующий вид: 

dЛ aF 
Тe==~' 
d~ aF 
Тt==дт) 

dp aF 
(jf=дq' 

аА' iJF 
dt = дл: ' 

dл aF \ 
dt == - дЛ' I 

d'l aF I 
Тe==-~' 

(/q aF 

Тt==-дP'] 
(1').: aF 
(jf = - дА' ' 

[ГЛ. YI 

элементо'В 

(1) 

11 т. Д.; возмущающую функцию Р, в соответствии с рассужде
ниями предыдущего параграфа, можно записать в следующей 
форме: 

F = ~ A:~~f'I' (~A)i (ух); ( -vx)k (vx)1 Х 
Х ( J~, У' ( ;;r) j' ( ;~,) k' ( v~, у' t (1 *) 

где целые числа i, j, k, l, i', j', k', l' ПрИНlIмают значения О, 1, 2, •.. 
Коэффициенты А зависят от А, л. 11 ~\', л.'. 

Точное интегрирование этих дифференциальных уравнений 
ДО сих пор выполнить не удалось, несмотря на продолжающиеся 

УСИЛllЯ крупнейших математиков последних 150 лет. Неизвестно. 
будут ли оставаться I\олебания БОЛЬШllХ полуосей оскулирующих 
эллипсов в любой момент времени в I\онечных границах, и неиз
вестно также, насколыю далеко могут отклониться со временем 

элементы ~, 1'\, р, q, ~' и т. д. от тех малых значений, которые OHII 
имеют в нашей планетноil системе в настоящее время. Так назы
ваемое доказательство устойчивости Лапласа, к которому мы 
ниже возвратимся, не содержит строгих рассуждений о том, что 
изменения А и А' должны оставаться всегда малыми, и утвер
ждает только - и это представляет в высшей степени важнып 
вклад в проблему устойчивости, - что если изменения А и А' 
малы, то это должно иметь место также и для ~, 1'\ и т. д. 

Хотя проблема трех тел до сих пор практически в общем ВlIде 
не решена, можно попытаться исследовать орбиты трех или боль-· 
шего числа тел, притягивающихся по закону Ньютона на ограни
ченных интервалах времени. Нак массы, так и начальные условия 
могут быть таковы, что можно вычислить СКОЛЬ угодно точно зна
чения элементов, например, при помощи так называемых меха

нических квадратур (численного интегрирования). Если, в "аст-
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ности, одна ИЗ масс весьма ве:IИка по сравнению с другими, RaK 
это имеет место в планетной системе, то ЭТИ вычисления можно 
выполнить аналитическим способом, более того. сравнительно 
легко MOiKHO вывести общпе выражения для элементов (или коор
динат), ROTopble с достаточноii точностью представляют истинные 
~рбпты те:! на сотни 11 даже тысячи ;IeT. :\Iетоды, которые с се
редпны XVIII в. ПРПllfеняIOТСЯ для этоiI цеШI, составляют теорпю 
ВОJ)fущенпiI. 

Если рассмотреть возмущающую функцпю в фОР~Ie (13) § 3, 
],оторую ~IOiRHO заппсать С,'IeДУЮЩIIМ образом: 

k 2m bmc k2malnc k2malnb k 2malnb , " ' (2) 
F = ~ + --и- + -r-- - -3- (qlql + q2q2 Т qзqз) , 

аЬ r ga 

и преДПОЛОiЮПl>. ЧТО l\HICCbl m(1 н mь весьма ма.'lЫ по сравнеНlIЮ 
с IIlассой те, ТО найдем, что в этом выражении два ПОС:lеДНIIХ 
Ч.'Iена имеют СОМНOiЮlТе.'IЯМ II произведения малых масс та 11 mь, 
ЧТО KpaTI<o выражают тю .. : :это члены второго порядка (относи
Te.:IbHO масс). Два первых ~I.'Iена в F, которые мы обозначпм через 
Fo• так ЧТО 

(3) 

О'IОВИДНО, имеют первый порядOl\. В частные производные от F, 
входящие в (1), Fo ВХОДIIТ толы\О через производные по А п .\' 
(имеем А = ~ Va. А' = ~'ya'), которые опредеJIЯЮТ скоростн 
изменения среДНIIХ долгот ').. 11 ')..'. 

Если сначала не ПрИНlIмать во вниманпе элементы ~\ п ').. .\' 
и ')..' и ввести обозначеНIIЯ 

~ = v:fш, 
р = v[f(p), 

~' = УiЗ' (~'), 

11 = УiЗ ('1), 
q = vif(q), 

q' = vW (q'), 

то вместо (1) получим дифференциальные уравнения 

d (~) aF d (1) aF 1 ~ dt = д (1]) , ~ dt = - д (s) , 

rJd(p) aF rJd(q) aF 
~ те = д (q) , ~ dt = - д (р) , 

rJ' d (~') дР , d (1)') aF 
~ cit = д (тО' ~ dt = - д (s') • J 

Если, кроме того, положить 

А = ~(.\), А' = ~' (.\'), 

(4) 

(5) 

(4*) 
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то F, в соответствии с (1 *), примет следующий вид: 

F = ~ А ( i~~»)i ( i~~) ); "', 
еде в (1*) вместо (А), (~), (11) и т. д. везде записывается А, ;, "1 
п т. д. 

Отсюда следует, что все частные производные, которые содер
жатся в (5), умножаются на произведения малых масс. Но со
гласно § 3 (2) приближенно имеем 

~=kmb~' (6) 

так что выражения для производных от (~), ("1), (р) и (q) содержат 
множителем возмущающую массу та, а производные от элемен

тов (~') и т. д. - массу ть, TaI{ как эти массы предполагались 
весьма малыми, то отсюда следует, что nроизводные от элементов 

(6), ("1) 11 т. д. будут малы. 
На этом свойстве основывается теория возмущений. Если про

изводные малы, то по краiiней мере на коротких промежутках 
времени такж€: малы 11 изменсния элементов, 11 в первом прибли
жении можно считать (~), (11) 11 т. д. В правых частях (5) постоян
ными. Посредством интегрирования полученных таким образом 
уравнений, что не представляет никаких трудностей, находим 
воамущения первого порядна. Этот приближенный метод приво
ДIIТ li разложениям по степеням возмущающих масс. Правда, но.
вые IIсследования показали, что эти разложения в ряды не явля

ются абсолютно СХОДЯЩIIМИСЯ. Тем не менее как теория, 1 ак и 
опыт свидетельствуют, что ряды СХОд'Ятся на БОllечных промежут

ках времени и пригодны ДЛЯ числовых расчетов. 

Относительно дифференциальных уравнений дЛЯ (А) п (А') 
остаются неизменными указанные выше предположения; тогда, 

учитывая тольно возмущения первого порядка, можно предполо

жить, что 

(А) = (Ао) + БА, } 
(А') = (A~) + БА' t (7) 

где (Ао) и (A~) обозначают две постоянные веЛИЧIJНЫ, 8 БА, БА' 
являются малыми. 

Если, наБоиец, рассматривать диффсренциальные уравнения 
для средних долгот 

p'd'A. = 
t-' dt 

р.' d'A.' = 
t-' dt 

- ддrл> , ] 
дР ---

д (А') • 

(8) 
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ТО В F нужно рассматривать только те члены, которые зависят 
от F О' Согласно (3) имеем 

(8*) 

и, стало быть, 

(9) 

или, если принять во внимание соотношения (6), 

dj., kY;n; dj.,' k~ 
тt = (Лf' dГ = --л:а . (10) 

Подставляя сюда значеНllе (7) 11 разлагая в ряды по степеням 
малых величин БА и БА', получим 

dj., k V те k V те БА 
тt = (Ло)3 -3 (Ло)8 (Ло) , 

(11) 
dj.,' k V те k -уmе БЛ' -----3----
си - (Л~)3 (Ло)8 (Л~)' 

ЕСЛIl ПОЛОЖИТЬ 

, k-vm: 
n ---
о - (Л~)3 ' 

(12) 

где ПО И n~ обозначают постоянные величины, то из (11) после ин
тегрирования получим 

, 

л = ПО (t + То) -3nо ~(~ dt, ) 

л' = n~ (t + T~) - 3nо (' б~' dt'j t J (Ао) 

(13) 

где "Уо и "Уо - постоянные интегрирования, и отсюда следует, что 

разности л - по (t + "Уо) и л' - n~ (t + "Y~) содержат множите
лями первые степени масс и поэтому, согласно терминологии 

теории возмущений, являются малыми первого порядка. Обо
значим эти разности через бл и бл' . 

Методы интегрирования в теории возмущений следующие. 
Пусть Е обозрачает какой-либо элемент, причем вместо л 

и л' будем использовать в качестве элементов бл и бл'; тогда 
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для него имеем дифференциальное уравнение в форме 

~; = / (А, л, 6, f), р, q, А', л', 6', '1', р', q'). 

Относительно фУНКЦИII / ИЗ § 8 гл. IV известно, что она является 
периодической относите.1ЬНО л 11 л', таким образом, мы можем 
записать 

:~ = ~ B(i. {') ccs (iл + i'л' + D(i. {'». (14) 

Для каждого элемента существует уравнение этого внда. Правая 
часть (14) вссгда умножается на малую массу и, следовательно, 
мала. Чтобы получить возмущения первого порядка, положим 
теперь в правой чаСТII (14) 

~ = л? = n? (t + r?), } 
л = ло = по (t + r;J, (15) 

а вместо остальных элементов А, 6, f) и т. д. подстаВIIМ постоянные 
значения .<\0' ;0' 110 1I т. д. Тогда уравнение (14) преобразуется 
к виду 

(1() 

где B~ili.') 11 D~ili') не заВIIСЯТ от времени. Тогда уравненис (16) 
можно непосредственно проинтегрировать. Оставляя без внима
ния вопрос о СХОДIlМОСТИ, I\ОТОрый подробно будет рассмотрен 
в одной IIЗ с.lIеДУЮЩIIХ глав, получим 

~ B(i, i') 'С ") 
Е = ~ . ., ' sin (iло + i'ло + Do

t
• t ) + Ct + Ео , 

Llto + L ПО 
(17) 

где С обозначает тот член в (16), для которого i = i' = О, а Ео 
обозначает постоянную интегрирования. 

Значения элементов Ао• "О, 60 и т. д. обычно выбираются так, 
чтобы они для определенного момента времени, так называемой 
эпохи, образовывали систему оскулирующих элементов. По
стоянная интегрироваНIIЯ Ео в этом случае будет определена ТЮ", 
что следующее из (17) значение Е дЛЯ ЭПОХII равно принятому 
значению ОСКУЛIIрующего элемента. 

Выражение (17) для элемента состоит из двух качественно 
различных частей: 

1) члена Ct, который называется вековым возмущением эле
мента, 

2) членов ~. В." sin (iл + i'л~ + D), которые будут назы
LlLО + L ПО 

ваться периодическими возмущениями. 
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Веновые возмущения, еСЛIl ОНII содержат возмущеНIIЯ первого 
порядка, неограниченно возрастают с ростом времени. Следует 
заметить, что С содержит множителем возмущающую массу 11, 

следовательно, является очень малым числом, вследствие этого 

возрастание элементов ПРОIIСХОДl1Т l\райне медленно. Если принять 
во внимание члены более высоного ПОРЯДl\а, то ДОl\азывается, 
хотя математическое рассмотренпе проблемы и не свободно от 
возражений, что веновые возмущения фаl\ТlIчеСl\I1 не возрастают 
неограниченно, а соответствуют периодическим l\олебаниям срав
нительно большой амилитуды 11 очень большого периода. l\Ibl под
робно рассмотрим эти вопросы в следующей г.'Хаве. 

Периодические возмущения первого ПОРЯДl\а задаются РЯДОl\1 

~'. В." sin (iл.о + i'л.~ + D), (18) 
1110 + ~ по 

где надлежит исключить значения i = i' = о. 
Должны быть отмечены следующие свойства этих рядов. 
1. Если сумма 

конечна, то периодические возмущения не ~IOГYT превзОЙТII ко
нечной верхней границы. 

2. Каждый член в (18) является периодическим 11 через опре
деленный промежуток времени снова принимает свои прежние зна-

чения, если ino + i'n~ =1= о. 
3. ino + i'no' = о, т. е. оскулирующие средние ДВIlil\ения 

обеих планет соизмеримы. Такой случай для двух планет непз
вестен, однако он встречается в системе СПУТН1IКОВ Юпитера, 
где средние движения трех спутников оказываются соизмерпмы

ми и, как показал Лаплас, остаются соизмеримыми всегда. Если 
встречается такой случай, то уравнение (14) необходимо решать 
иным образом, отличным от приведенного. , 

4. При произвольных неСОIIзмеРllМЫХ значениях по 11 по чпс.'Ха 

i и i' можно выбрать всегда тан, что ino + i' n~ будет пропзвольно 
малым. Члены, соответствующие этим значениям i 11 (, могут 
при известных условиях достигать весьма большой величины. 
Эти, тан называемые малые де.'ХIIтели, играют в теории ВОЗ~IУ
щений важную роль и вызывают очень большие трУДНОСТII, нан 
с практической, так и теоретической точен зрения, при ИСС:lедо
вании ДВIIжения планет. 

Значение этих членов впервые было выявлено Лапласом, "ото
рый теоретпчески объяснил обнаруживаемые пз наблюденпil 
неравенства в движеНIIII Юпитера и Сатурна. 

17 но ШаРnЬ8 
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Прuмер 1. Среднее суточное движение ЮПllтера составляет 
ПО = 299",1, а для Сатурна n~ = 120",5. Отсюда находим, что 

2 r: • 4" 3 ПО - ;)nо = - ,; 
тоца этот малыii деЛllтель В 70 раз меньше среднего ДВlIжеНlIЯ 
Юпитера и в 28 раз меньше среднего двпжеНIIЯ Сатурна. Благо
даря этому соответствующий член в (18) увеличпвается для Юпи
тера в 70 раз, а для Сатурна - в 28 раз. Согласно (13) для опре
деления среднеii долготы необходима двукратная интеграЦIIЯ, 
11 при втором JIнтегрировании малый делитель еще раз появляется 
11 знаменателе. Возникающий таким путем член обычно называ
ется большим неравенством в движении Юпитера и Сатурна. 
Его период равен 860 годам. 

Прuмер 2. Малая планета (17) Фет ида имеет среднее ДВПiкение 
ПО = 912" ,8. Рассматривая возмущения этой планеты Юпите
P0!ll, находим, что 

3 • 1r:" r: ПО - по = ;) ,", 
тю, что малый делитель в 59 раз меньше по' Поэтому соответствую
щий член в (18) возрастает в 59 раз, а член в средней долготе 
D резу.lIътате двойного интегрирования увеличивается в 3480 раз. 
При этом в средней долготе возникает возмущение, которое до
стигает необычно большого значения - 4°35'. Период составляет 
240 лет. 

§ 5. RоэффициеllТЫ Лапласа 

ВОЗ)Iущающая функция является перподической функцией от 
').. п ')..' п может быть разложена 11 ряд Фурье по косинусам дуг. 
кратных этим угловым величинам. Это разложение можно легко 
вывести пз разложения отрицательных степеней d o В ряд по крат
ным ').. - ')..'. Последнее пз указанных разложений играет важную 
роль в теории возмущений, и мы рассмотрим его более подробно. 

ЕС.lIИ в возмущающей функции рассматривать толы\о члены 
до второй степенп относительно эксцентриситетов и наклонностей 

включительно, то необходимо знать разложения d;l, d~:J 11 d~5. 
l\!ы положпм 

(1 ) 
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Коэффициенты Лапласа L~8) определяются следующим урав
нением: 

00 

( а' )28 1 1 ~ (8), , 

То, = [1 + а2- 2а cos (л _ л'»)8 = 2 i=~OO Li cos l (л - Л ), 

где L<:'l = L~B) и 
а 

~=
а' • 

Отсюда получаем соотношения 

а' Ai = L~'r.), ] 
а' B i = a.L~·rl), 
a'Ci = a.'1.L1"rl). 

(2) 

(3) 

(4) 

Аналитическое выражение для Li") можно 
образом. Положим 

вывести следующим 

тогда 

2 cos (л - л') = z + -1 
Z , 

2 cos i (л - л') = zi + z-i. 

1 + а2 - 2а cos (л - л') = (1 - az) (1 - az-1
) 

и, следовательно, 

(1- а.zГ8 (1- а.гЧ-8 = i ~ Li8
) Zi. (5) 

Каждый сомножитель в левой части при а = 1 можно разложить 
по степеням а. Если перемножить полученные ряды и приравнять 
друг другу коэффициенты при zi в правой п левой частях ра
венства, то получим 

.!-L~8) _ 8(8+1) . .. (s+i-1) i[1+ 8(8+i) ... '1.+ 
2 I - il а. 11 (i + 1) "" . 

+ 8(8+1)(8+i)(8+i+1) 4+ ... ] 
2! (i + 1)(i + 2) а. , (6) 

где нужно принять при i = О коэффициент прп аО равным 
еДIlНIще. 

17* 
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Из (6) И (4) получим 

.!. 'А - (2i - 1)11 1 [1 + .!.- 8 2i + 1 2 + ) 
2 а 1 - 2i! I (Х 2 2i -;- 2 ot 

1·3 (2i-;-1)(2i+3) 4 ]! -+- 2.4 8 (2i + 2) (2i + 4) (Х -+-... , 
.! 'В - (2Е + 1)11 1+1 [1 + ! 8 2i + 3 2 + , 
2 а i - 2i11 (Х 2 2Е +- 2 (Х 

+ 3.5 (2Е+3)(2Е+5) 4 ] 
2.48 (2i +2)(2i +4) (Х + .. 8 , J 

И, В частности, 

[гл. VI 

(7) 

~ а' Ао = 1 + (~ )2 (Х2 + (~:~)2 (Х4 + .• " 1 
} а' Во = (Х [ 1 + ( ~ )2 (Х2 + (;: ~) 2 (Х4 + ... ] , (7*) 

1 'В 3 2[1 + 3·5 2...L 3·5 5·7 4 + ] 
та l=T(X 2.4(Х I 2.4 8 4.6(Х ... 8 J 

Коэффициенты L~B) можно также выразить через определенные 
интегралы. А именно, по теореме Фурье имеем интеграл 

n 
(.) 2 \' cos i (л, - л,') d (л, - л,') 

L i = n J [1 + а2 -2(Хсоs(л,- л,'»)в , 
о 

RОТОРЫЙ можно привести к эллиптическим интегралам. 

(8) 

Между коэффициентами Лапласа имеют место рекуррентные 
соотношения 

(9) 

Это ПОЛУЧИТСЯ, еслп продифференцировать по z уравнение (5): 
00 

[1+(X2_(X(z++)]-S= ~. ~ L~·)Zi. 
~=-oo 

Тогда будем иметь 

s(x ( 1 - :2)[1 + (Х2 - (Х ( z + ~) ]-8-1 = ~ ~ i Д') Zi-l (9*) 
или 

~ S(X ( Z - :) ~ дв) Zl = i [ 1 + (Х2 - (Х ( z -+- :)] ~ i L~') zl, 

откуда после над.'Iежащих преобразованиii следует (9). 
Подобныr.1 же образом получим соотношение следующего вида: 

Z'L(8) - S'" (L(S+1) L(8+1» 1 - ~ i-l - 1+1 • (10) 
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Нужно только вспомнить, что 

ос 

[1 + 0(' _. о( ( z + +)]-8-1 = ~ ~ LiS+1
) Zi 

-ос 

и подставить это выражение в (9*). Тогда получае~1 

-!. 80( (1- J....) ~ T~8+1) Zi = ..!. ~ iL~8) Zi-l 
2 Z2 "'-1 LJi 2 "'-1 ~ , 

откуда выводим (10). 
Комбинированием (9) и (10) получаем уравнения 

L(S+1) _ (i +.) (1 + а2) L~8) 2 (i - s + 1) а L(8) 
i - s (1- а2)2 ~ s (1 _ а2)2 ~+1' 

L(8+1) 2 (i + s) а LИ (i - s + 1)(1 + а2) L(8) 
Нl = s (1- а2)2 i - s (1- а2)2 {+1' 
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j (11) 

Если llзвестны значения L~/.) и L~/.), то при помощи соотношений 
(11) можно вычислить коэффициенты L~8) дЛЯ всех значений 8 

и i (здесь предполагается, что s - число вида ;, где n = 1, 2 .... ). 
1 3 5 

При s = "2; "2 и "2 из соотношения (9) вытекают следующие: 

2i-2 (1 2i-3 А• = 2т=1 0(+ а) Ан - 2i -1 Ai- 2 , 

В 2i - 2 ( 1 ) 2i - 1 В 
i = 2i-3 0(+ а B i- 1 - 2i-3 i-2' 

е 2i - 2 ( 1 ) 2i + 1 е 
{=-2' - 0(+- eH-~5 i-2' 

~-;} а "'~-

I 
J 

(12) 

и из (11) получаем 

В _ (2i + 1) а (1 + а2) А. _ 2 (2i + 1) а2 А ! 
i - (1- а2)2 ~ (1- а2)2 {+1, 

е (2i + 3)а(1 + а2) В 2(2i -1)а2 В (13) 
i = 3 (1- а2)2 i - 3 (1 _ а2)2 it1 

11 

В. _ 2 (2i + 1) а2 А _ (2i + 1)(1 + а2) (1 А I 
~+1 - (1- (12)2 i (1 _ а2)2 {+l, 

е _ 2 (2i + 3) а2 В (2i -1) (1 + (12) (1 В (13*) 
i+l - 3 (1- а2)2 i - - 3 (1- а2)2 i+l' 

При помощи формул (12), (13) и (13*) можно вычислить все ноэф
фициенты Ai, Bi, ei. если известны А о и А 1 • 
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Согласно (8) 

ТЕория возм} ЩЕНl1Й 

а(),-А:) I 
V1 + (12_ 2(1СОЗ().- ).') , 

соз (А. - ).') d (). - ).') • 

V1 + (12-2(1 соз().- ).') • J 

[гл. VI 

(14) 

Эти интегралы подстановкой Ландена приводятся к нормальной 
форме 8ЛЛИПТllческих интегралов. Полагая 

q> = л -л', (14*) 

ааменим q> при помощп преобразования Ландена углом О, опре
деляемым следующиt\1 соотношением: 

sin (О - <р) = а sin О, 
которое дает 

t 0= sin ер . 
g сos (ер - (1) 

Из (15) получаем дпфференцированием 

или 

Имеем 

dep соз (О - ер) - (1 соз О 

то = соз (О-ер) 

dq>= V1-а2sin20-асоsОdО. 
""""1-а1 sin2 О 

сез q> = ces (е- <р) ces О + sin (8-q» sin О = 

(15) 

(15*) 

(16) 

= У"'1--(Х""""2 -si""n"""2"-;:0 cos О + (х sin2 О, 

откуда 

у1 + :х2 _ 2:х cos q> = У1-(Х2 sin2 О-(Х cos О, (17) 
так что 

dep ао 
(18) 

""""1 + (12 - 2:1 cos ер 

Так как далее при а < 1 согласно (16) q> монотонно возрастает 
вместе с О, то получим 

(19) 
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Да.'1ее имеем 
n ~ ~ 

\ соз <раср = \ cos еае + \ а sin2 бdб 
J .. r 1 ..L а2 - 2а cos m J J .. r 1 - ~2 sin2 б ' 
о" . т О О " 

или 

r. n r. 

\ -:;r:;;==:;=c=;osi;=q>=d~q>======::. .... _1 \ dб __ 1 \ 'у 1 _ ос2 sin2 е ае .) v 1 + а2 - 2а cos q> а J V 1- а2 sin2 б а J . 
о о о 

(20) 

Если ввести подные эллиптические пнтегра.'1Ы первого и 
второго рода в форме Лежандра 

n 
2 

• dб 
F (ос) = ~ у 1 _ а2 sin2 б ' 

о 

n 
2 

Е (ot) = ~ v 1 - ot2 sin2 еае, 
о 

то, в соответствии с (14), (19) и (20), получим 

, Ао = i... F (ot), а' А 1 = i... [F (ot) - Е (ot)]. 
n па 

(21) 

(22) 

Если а очень мало, то можно рекомендовать использовать 
разложения в ряды (7). Относительно числовых расчетов коэф
фициентов Лапласа следует упомянуть, что рекуррентные фор
мулы, при помощи которых эти коэффициенты находятся по Lo 
и L 1, обладают недостатком, состоящим в том, что при больших 
значениях i коэффициенты получаются в виде разности двух 
больших чисел. Если вычисляются значения коэффициентов при 
больших значениях i, то приведенные выше формулы для чис
ленных расчетов оказываются непригодными и выгоднее восполь

зоваться разложениями в цепные дроби, которые получил Ган
зен из рекуррентных формул (9). 

Если определять л. согласно (1) § 4 гл. VI, то необходимо про
дифференцировать F по Л. Это можно сделать двумя способами -
либо продифференцировать возмущающую функцию по А до ее 
разложения в ряд Фурье, и затем подставить разложение Л-8 , 
либо сначала вывести разложения F и затем продпфференциро
вать по Л. Поэтому перейдем к рассмотрению производных вида 

oL(j)/oa, которые можно выразить через коэффициенты L~8). Если 
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уравнение 

(23) 

продифференцировать по «, то получим 

'"( 1 ] [ (1 )J-$-I 1 aLi
S

) s l z + -;-) - 20t 1 + ot2 
- ot Z + z = 2" ~ Zi ах . 

плп 

_1 s (z + ....!.. _ 2ot) ~ L\8+1)Z1. = -!-~ aLi
s
) z1. 

2 z ~ 2~дct' 

откуда получпм формулу 

aLi8
) __ - s (L(S+1) + L(S+1) _ 2otL(S+1» 

да. - 1.-1 1+1 ., (24) 

ИЗ которой l-IOЖНО наiiти частные производные от А, В, С и т. д. 
по а и а'. Имеем 

и 

aL aL да. 1 aL 
да = д« да = 7д;: (25) 

aL aL да, а aL а, aL 
да' = ~ да' = - а'2 да = - 7да:· (25*) 

Теперь ИЗ этой формулы и (4) получаем 

дА aL('/·) a, __ i = _ ~_i __ A. 
да' а' да. •• (26) 

д алее будем иметь 

дВ1. __ 1_ L(3/.) ~ aLi
8
/,) = _1_ L(8ft) ~ aLi

3
/') 

да - а'2 i + а'2 да а'2 1. + а'2 a':l • 
Но теперь 

aL(·/·) 
i _ 3 (L(I/.) + L("/') 2NL("/.») 

-аа- - 2" 1.-1 1+1 - "'" i • 
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или, в соответствии с (4), 

aL\'/I) За' 
сх2 --ra:- = 2" (C i - 1 + Сщ - 2cxCi ) , 

значит, 

(28) 

Так как В! суть однородные функции от а и а' степени -1, 
то далее пиеем 

дВ. , дВ! 
а--+а --=-Bt , 

да да' 

дВ. 
откуда получим да' • 

(29) 

Подобвым же образом получаются частвые производиые от C~ 
по а и а'. 



ГЛАВА УН 

ТЕОРИЯ ВЕКОВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 

§ t. Общие соображеВИJl 

При использовании якобиевых координат и элементов Делоне 
дифференциальные уравнения задачи треХ тел согласно § 10 
гл. V выражаются следующим образом: 

dG дР dg дР 

те = дк' те = - дС ' 

dL дР dl дР) 

те = дl' dt = - aL ' I 
dH дР dh дР (1) 
те = ah' те = - дН ' I 
dL' еР dl' дР 
те == al" тt = - aL' 
. • • • • • • • • • . • •• J 

и образуют каноническую систему с шестью степенями свободы. 
Возмущающая функция F является периодической функцией от 
l l', К, к' и h, h', причем две последние величииы всегда встре
чаются в комбинации h - h' . 

Между этими элементами существуют три алгебраических со
отношения - интегралы площадей, которые, если в качестве 
основной плоскости использовать неизменяем:ую плоскость, при
нимают следующую форму (§ 9 гл. V): 

h = 11' + 1800, I 
GI- н: = G'I- H''l.. 
8 +8 =С. 

(2) 

Рассматривая возмущающую функцию как функцию l и Z', раз
ложим ее. в соответствии с (19) и (20) § 3 гл. VI, в ряд Фурье 

F = ~ А cos (и +'i'l') + ~ в sin (и + i'l'). (3) 

Те члены этого разложения, которые получаются при i = i' = О, 
дают вековые члены. Если вековую часть функции F обозначить 
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через [F), то согласно теореме Фурье будет 

"" 
[F] = ~ ц F dl dl' . 

n ~J 
о о 
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(4) 

Функция [РI является, ТaIШ~1 образом, фУНIЩIlей от L, L', G, G', 
Н, Н', g, g', h, h'. Если в (1) вместо F подставить [F), то получим 
дифференциальные уравнения для определения вековых воз
мущений. Так как [F) не заВIIСIlТ от l и l', то дифф~реНЦIIальные 
уравнения для L и L' будут иметь вид 

dL dL' 
dt = О, dt = О. (5) 

Эти уравнения свидетельствуют о том, что L и L', поскольку 
это касается вековых возмущений, остаются неизменными, и со
держат первую часть знаменитого доказательства устойчивости 
Лапласа. Если бы периодические члены в F приводили бы только 
к конечным периодическим членам в элементах, тем caMbl~1 было 
бы доказано, что L и L' обладают конечной верхней границей 11 

отличной от нуля нижней граНIщей и, как мы видели в § 5 гл. V, 
эксцентриситеты и наклонности также обладаЛII бы верхн~й 
границей. Справедливость указанных выше предположений опе
риодических членах в L и L' доказать не удается. Как бы то НlI 
было, из анализа вековых возмущений можно сделать важные 
выводы о природе движения. 

Вековые возмущения в G, Н, g, h, G', Н', g', h' определяются 
следующей системой диффереНЦIIальных уравненпй: 

dG д (Р) dg д(Р) 

I Тt= дg' Тt=-дG"' 

ан д(Р) dh д(Р) 
F=дJL те = - дН ' 

(6) 
dG' д(Р) dg' д(Р) 

тt ="дr' dt =- aG' , I ан' д (Р) dh' д (Р) 
dt = дFi.' те =- дН' • J 

Так как интегралы площадей не зависят от l и l', то они со
храняют свою силу и для вековых частей элементов, 11 интегралы 
(2) существуют для системы (6), если преДПОЛОЖIПЬ, что в каче
стве основной плоскости будет использована неИЗlllеняемая плос
кость. 

Далее можно точно таким же образом, как это было сделано 
в § 10 гл. V в общем случае, привести систему дифференциальных 
уравнений для вековых возмущений к двум степеням свободы. 
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Для этой цели положим 

G = Г, G' = Г', (7) 
11 тогда получим 

Н = _(' + -.!... (Г2 - Г'2) I 2 2с ' 

Н' = .!.- - -.!... (Г! - Г'2). 
2 2с ' 

(7*) 

вместо (6) найдем 
dr д (Р) 

те = де' 
df' д (Р) 
(jТ=дg" 

dg д (Р) I Тt=-дГ' 

!lg' д (Р) 
те = - аг' ; 

(8) 

таким образом, дифференциальные уравнения вековых возмуще
ний в элементах могут быть приведены к канонической системе 
с двумя степенями свободы. 

После того как выражения (8) будут проинтегрированЬJ, из (7) 
и (7*) получатся G, G', Н и Н', затем посредством квадратуры 
находим h и h' из уравнений 

тt = - ан ' (8*) 
dh а (Р) I 
h' = h+ 1800, 

где [F] перед дифференцированием следует рассматривать как 
функцию G, Н, G', Н', К, h, к', h'. 

Наконец, также путем квадратур получим веновые значения 
l и l' из уравнений 

~~ =- aJ2, ~; =- aJ:J • (8**) 

Если движеНИА происходит в плоскости, то дифференциальные 
уравнения можно еще более упростить. Согласно § 10 гл. V по
ложим 

G = П = К, (9) 
и будем иметь 

G' = П' = с-К, } 
к-к' = n-n' = k. 

(9*) 

Мы получим Rанонические уравнения только с одной степенью 
свободы 

ак = :д(Р] I 
dt ak' 

dk а (Р) 
Тt=- дК • 

(10) 
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Эти уравнения обладают интегра:юм 

[F) = const, 

и, стало быть, их можно свестп к квадратурам. 

269 

Дифференциальные уравнения для вековых возмущеНlIЙ могут 
быть точно проинтегрированы по крайней мере в том случае, 
когда движение происходит в плоскости, хотя это пнтегрпрова

Нllе до сих пор и не было выполнено *). 
С этой целью необходимо IIспользовать IIзложенные в § 2 

гл. Il методы (при этом необходимо помнить, что [F) более не 
является квадратичной фУНКЦllей от К, что, однаIЮ, не является 
существенным при исследовании). Вообще, Оl\азывается, что К 
будет периодической фУНl\цией от t, которая I\олеблется между 
двумя неизменными границами К1 и К2, получаЮЩИ1\ШСЯ в ре
зультате пересечения двух ~рпвых 

[FJ = consL, aal{) = о. 
При исследовании Bel\OBblX возмущений в астрономии обычно 

IIСПОЛЬЗУЮТ нередуцированную CIlCTeMY (6) 8-го ПОРЯДl\а. В об
щем случае эта система будет заПlIсываться не в l\аНОНllчеСI\ОЙ 
форме, что является существеННЫ}1 недостаТI\ОМ. 

Если подставить в (6) элементы Пуанкаре 6, 11, рит. д. п 
рассмотреть систему 113 n планет (n + 1 тел), то дпфференцпаль
ные уравнения для вековых ВО31\lущеНlIil будут следующю.ш: 

а!;! = д [F) dfJi = _ д [F) ) 

dt afJi' dt д!;; ' I 
аР! д [F) dqi д [F) 
dt = aqi' dt = - др; 

(11) 

(i = 1, 2, ... , n). J 
В гл. VI мы нашли, что возмущающая функция, а стало быть 

таl\же и [F), может быть разложена в ряд по ПО:ЮТlштельным 
степеням величин 

~1' 111' Рl' Ql' } 

62' 112' Р2' Q2' 
(12) 

Можно доказать, что члены в разложеНIIII [F) всегда IIмеют чет
ный порядок относительно переменных (12). КОЭффllцпенты при 
различных степенях всегда являются фУНI\ЦИЯМII Л1 • Л2 11 Т. Д., 

*) Интересные математические результаты быJIП найдены фон Волином 
(35]. Применение.1 теории е-функций с несколькими переменными автор ввел 
ненужные усложнения. 
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ноторые в случае вековых возмущений будут постоянными веJIИ
чинами. 

При числовых расчетах веновых возмущений в теории ПJIанет 
обычно достаточно рассмотреть ЧJIены второй степени относитеJIЪ
но переменных (12). СфОРМУJIированную таким образом проБJIему 
веновых возмущений мы рассмотрпм подробно в СJIедующих пара
графах. ВJIиянпе ЧJIенов высших порядков будет в некоторых 
с.1Jучаях учтено в § 7. 

§ 2. Вековая часть возмущающей функции 

Подставим в выражение ДJIЯ раЗJIожения возмущающей функ
цИИ IIЗ § 3 гл. IV ряды 

i- = + ~ Aicos i(л - л/), ) 
О -00 

00 

aa~ = -} ~ Вiсоsi(л-л'), 
.10 -00 

(1) 

00 
а2а'2 1 ~ 
-5- = "'2 ~ С! cos i (л-л'), 

.10 -00 J 
и удержим топько те ЧJIены, которые не зависят от л и л'; тогда 
получим выражение ДJIЯ вековой части возмущающей функции 
[F\. По.1Jагая 

наХОДIIМ 

[F) = Ro + R~ (~, ~') + R~ (1), 1)') - R; (р, р') - R; (q, li'). (3) 
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Коэффициенты В R' и R " 8аВIIСЯТ от а 11 а' или [(тан нан А = ~ra. 
А' = Р' м от величинА и А', ноторые входят в выражения для 
Rоэффициентов Лапласа Ai, Bi, С,. Выражения для этих RОЭф
фициевтов более просто могут быть записаны при помощи фор
мул, выведенных в § 5 гл. VI. А именно, ПОЛУЧIlМ из (12), (12*). 
(1З) и (1З*) 

( 
1 ' 

Са =4 0'+ а)с,-7С1 • 

С,= -2 (0'+ +) С1 + 5Со • 
2~2 а (1 + (2) 

С1 = (1_а2)2 ВО + 3 (1-а2)2 В1• (4) 

а(1+а2) 2а2 

СО = (1 _ ",2)2 Во + 3 (1- (2)2 В1 • 

В, = 2 (о' + + ) В1 - ЗВо • 

где цифры в СRобках относятся к соответствующим формулам 118 
§ 5 гл. VI. 

С помощью этих соотношений коэффициенты в выражениях 

дЛЯ R~ 11 R; выражаются через величины ВО J[ В1 , или, что ока
зывается здесь более ПОДХОДЯЩIШ, через В1 11 В2• Из (4) получаем 

(~ + ~O'2)CO- ~O'C1- ~ С,= ~O'Bo+ ~Bl 8 4 2 8 4 4 

9 ( 1 ) 21 -т О'+ а Со + т С1 + 

+ J!... (о' + .-!..-) С, + 2. Са = - 2. (о' + .-!..-) В1 • 4 а 8 2 а 

так что 

, \1 { 1 ( х2 у! ) 1 ху } R 2 (x.y)=km amb ТВl т+т - T B2-улЛ' ' (5) 

и, стало быть, выражение для [F] будет 
~4 ~'4. 1 .2 

[Р] = 2j1Л2 + 2J.L' Л'2 + 2"" k mаmьАо + 
+ k'm т Г_1_ В (~2 + 1]2 + ~'2 + 1]'2) __ 1_ В ( i ~;'; +~)_ 

а b I.8 1 Л л' 4' улЛ' улЛ' 

1 (р2 -;- q2 р'2 + q'2 2 (рр' + qq'»)' (6) 
- 8В1 -л-+ л' - улЛ' So 

Если элементы ;, 1) и т. д. выразить с помощью (16) § 1 гл. VI 
через эллиптические элементы п удержать только члены второй 
('тепени относительно е и i, то 113 (6) получим следующее хорошо 
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известное выражение ДЛЯ вековой части возмущающей функции: 

~. ~'4 + 1 k2 ' 
[F] = 211.А2 + 2!LA'2 2"" mm Ао + 

+ k2mm' {+ В1 (е2 + е'2) - + В2ее' соэ (п - п') -

-+В1 (sin2 i + sin2i') + -{-sin i sin i' cos (Q - Q')}. (6*) 

Выражение (6) [или (6*)] кладется в основу числовых расчетов 
вековых возмущений. Как следует из этих же формул, для вы
числения вековых возмущений необходимо знать только три 
коэффициента Лапласа, а именно Ао, В1 И В •. 

Если число планет больше двух, то соответствующее выраже
ние для [F] можно непосредственно вывести из (6). 

Пусть в случае n планет имеем массы m 1, m 2, ••• , mn, при
чем ИСПОЛЬЗУQТСЯ якобиева система координат (§ 4 гл. V). Пусть 
соответствующие элементы Пуанкаре (§ 1 гл. VI) суть ~., УН и 
Т. д. (i = 1, 2, .. " n). Введем теперь обозначения 

~1 1 
Ro = ~ --2 + Т ~ k2mimjAo (aj, aj), 

2!J.iA i 

тогда ПОЛУЧIlМ 

где при суммировании i, j = 1, 2, ... , n, i < j. 
Для коэффJщиентов B1 11 В2 согласно (8) § 5 гл. VI имеем сле

дующие выражения: 

(8) 
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§ 3. Вековые возмущеИИJl в саучае двух WIаиет 

При примеиении координат Якоби планеты можно распола
гать в произвольной последовательности. При двух планетах т 
и т' можно либо т отнести к системе координат с началом 
в Солнце М, и тогда движение т' относить к такой системе 
координат, начало которой находится в центре инерции М и т, 
или наоборот. Если т - та планета, которая находится ближе 
к Солнцу, то предположим, что ее движение относится к системе 
координат, начало которой лежит в центре Солнца. Движение 
внешней планеты отнесем к центру масс М и т, как к началу 
координат. 

Тогда имеем 
mМ 

J.I.=m+M' 
, m'(m+М) 

J.I. =m+m'+М (1) 

и 

~ _ kmM 
- Уm+М' 

~' - k "V М (т + М) 
- т m+m'+М' (1 *) 

Пусть элементы т суть Л (или а), л, ~, 11, Р и q, а элементы т' - Л' 
(или а'), л', ~', 11', р' и q'. Так как, по предположению, а <а', 
то а меньше единицы, и мы можем непосредственно использовать 

формулы § 5 гл. VI. 
При помощи выведенных там же формул выразим коэффици

енты А о, Вl и В2 непосредственно через эллиптические интегралы 
F (а) и Е (а). Для А о мы уже нашли выражение (22) § 5 гл. VI: 

, 4 
а Ао = 1t F(CL). (2) 

В соответствии с (13*) § 5 гл. VI получим 
2ct2 ct (1 + (Х2) 

Вl = (1 _ (Х2)2 Ао (1 _ (Х2)2 А 1, 

и, значит, если подставить выражения для А о и А 1 , 

п:, 1 - (Х2 (1 + (Х2) 
Т а B1 = - (1- (Х2)2 F (CL) - (1- ct2 J2 Е (CL). (3) 

Далее, по (13*) § 5 гл. VI находим 
6ct2 3С! (1 + а2) 

В2 = (1 _ (Х2)2 A1 - (1- (Х2)2 А 2, 
или, по (12) § 5 гл. VI 

А. = ~ (CL + +) A1 - ~ Ао , 
В _ ct (1 + (Х2) А _ 2 (1 + (Х2)2 - &2 А 

• - (1 - 012)2 о (1 _ 012)2 1· 

18 к. Шарnъе 
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Подставляя вместо А о иА l их выражения через эллиптические 
интегралы, получим 

я; 2-(11 2(1 + (I)I-6ct
' таВ• = -1_(ls F (ot) + (1-(11)1 Е (ot). (4) 

Для контроля можно использовать формулу 

аВ2 = 2 (1 + a2)B1 - 3аВо• 

По (13) § 5 гл. VI имеем 

В (1(1 + (12) 241 
О = (1 _ (11)2 Ао - (1- (12)2 А1, 

следовательно. 

(5) 

Я:'В (I(1-ct2) 24 Е . 
та 0=- (1_(12)2 F{ot) + (1-ct2)2 (ot), (6) 

теперь подставим выражения (3), (4) и (6) в (5) и найдем, что это 
равенство будет выполняться тождественно. Итак, имеем сле
дующие формулы для вычисления Ао, В1 и В2: 

(7) 

Интегралы F (а) и Е (а) при малых а почти равны друг другу 
я;. 

(- 2) и, следовательно, В1 и В2 вычисляются по разности близ-
ких чисел. 

В таблицах для F и Е в качестве apryмeHTa часто IIспользуется 
величина О, определяемая формулой 

а = sin о. (8) 

Поэтому выгодно вместо а в (7) подставить о. Тогда получим 

~ a'B1 =(1+3tgIO+2tg4 0)E-(1+tg2 О)F, ) 
(9) 

~ а' otВ2 = 2 (1 + tg2 О + tg4 О) Е - (2 + tgl О) F. 

Дифференциальные уравнения для вековых возмущений принимают 
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следующий вид: 

d!; д [F] d'l д [F] 
Тt= дТ!' df = - дr' 
dp д [F] dq д [F] 
df=дq' df=-дР' 

d!;' д [F] df)' д [F] 
df = af)" df = - дt' ' 

(10) 

dp' д [F] dq' _ д [F] • 
тt =--aqг' Тt-- др' , 

после ТОГО как эти уравнения проинтегрированы:, получим сред

ние долготы л. и л.' из уравнений 
d').. _ д [F] d)f _ д [F] 
Тt--дi\' dI--дЛ.'· 

Приближенно, В соответствии с (16) § 1 гл. VI, имеем 

~ = УХе COS3t = VAr, I 
'1'} = - улеsin3t= - УЛ8, 

р= yAsinicosQ= у'Аи, I 
q = - у А sin i sin Q = - у А v , J 

JI так как А здесь не зависит от времени, то 

dr 1 д [F] 
Тt=-A~' 
du 1 д [F] 
df = - лдii""' 
dr' 1 д [F] 
Тt=--Л'д8" 

du' 1 д [F] 
Tt=-л:д1Т' 

ds 1 д [F] 
(jf=лar' 
dv 1 д [F] 
(ff=ЛдU 
ds' 1 д [F] 
Тt= А'дТ" 
dv' 1 д [F] 
тt = л: -дu' - • 

Теперь выразим [F] через переменные r, 8, и, V, r' и т. д. 

~4 + ~'4 + 1 k2 ' А k2 ' {1 В ( 2 + '+ [F] = 2f.LA2 2 .... 'А'2 "2 mm 0+ mm "8 1 r 8 

(10*) 

(11) 

(12) 

+ ,'2 + 8'2) _ ~ В2 (гг' + 88') - ~ В1 (и' + v' + и" + V'2) + 
+ ~ В1 (ии' + VV')}. (13) 

Если ввести обозначения 
k2mm' 

Хl=4л- В1, 
(14) 

18* 
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ТО ПОЛУЧИМ следующие дифференциальные уравнения: 

dr +' те = - ')(18 ')(28 , 

ds , 
те = ')(1' -')(2', 

dr' , , , 
те = -')(18 + ')(а8 , 

(15) 

и 

du ( ') те = ')(1 v-v , 

~~ = ')(1(-U+ и'), 
du' , 
те = ')(1(V' -v), 

(15*) 

dv' , 
те = ')(1(- и' + и). 

Для коэффициентов ')( ПОЛУЧИМ выражения, удобные для числовых 
расчетов. Приближенно (согласно § ~ гл. V) 

таким обраЗО)I. 

и аналогично. 

поэтому имеем 

~=km ум, 
k"yM 

n= -.-,,-, 
а [1 

~'~kт' ум,! 

k2тm' k2тт' kт' т' 
--=--=--=nа-
Л 13 "уа "у м а М • 

nт' 
')(1 = 4М аВ1• 

, п'm, 
')(1= 4М аВ). 

nт' 
')(а = 4М аВ2, j 
, n'т, 

')(2= 4М а В2• 

(16) 

(17) 

в соответствии с (7). а'В1 и а'В2• а равным образом аВ1 и аВа, 
зависят только от отношения а к а'. поэтому формулы (17) весьма 
удобны для численных расчетов. так как выбор единиц времени, 
расстояния и массы просто определяется через значение среднего 

движения n (или n'). 



§ 4] ВОЗМУЩЕНИЯ ЭКСЦЕНТРИСИТЕТА и ДОЛГОТЫ ПЕРИГЕЛИЯ 277 

Вычисление вековых возмущений в эксцентриситете и долготе 
перигелия выполняется по формулам (15), а в наклонности и дол
готе восходящего узла - по (15*). 

'Уравнения (15) и (15*) можно интегрировать двумя способами: 
1. Сообразно с принципами теории возмущений величины 

r, S, и, и, т', s', и', и' в правых частях этих уравнений можно 
рассматривать как постоянные. 

2. Можно строго выполнять интегрирование, что легко, так 
как здесь мы имеем дело с линейными дифференциальными урав
нениями с постоянными коэффициентами. 

Оба метода успешно используются в астрономии. При число
вых расчетах часто бывает достаточно первого метода. 

§ 4. ТРИl'овометрические выражеНИJl для вековых воsмущевиii 
эксцентриситета и AOJll'OTbl периremив 

Вековые возмущения эксцентриситета и долготы перигеЛИJl 
определяются уравнениями 

dr +' те = -Х1.$ X2S , 

ds , 
те = Х1Т - Х2Т , 

dr' , , ' 
те = - X1S + XsS, 

(1) 

ds' , , 
те = Х1Т - Х2Т , 

интегрированием которых мы теперь займемся. 
Заметим сначала, что из (1) получается 

X~ (Т ~~ + S ::) + Х2 (Т' d;; + s' d;; ) = О, 
и стало быть 

(2) 

где С обозначает постоянную интегрирования. 
Подставляя сюда выражения для r и S, представим это урав

нение в форме 

(2*) 

Это уравнение непосредственно показывает, что эксцентриситеты 
не могут принимать сколь угодно большие значения, если пред
полагается, что Х2 ИХ' 2 имеют один и тот же знак. Если они в опре
деленную эпоху малы для обоих тел, то должны оставаться малыми 

всегда. Из (17) § 3 находим, что X~ и Х2 одного знака, если это 
имеет место и для средних движений n и n', т. е. если обе планеты 
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обращаются вокруг Солнца в одном и том же направлении. Таким 
образом, вековые возмущения не возрастают неограниченно, 
как этого можно было ожидать в соответствии с использован
ными в предыдущих параграфах методах. 

Линейная форма дифференциальных уравнений (1) обуслов
ливает следующую форму общего решения: 

r = N соз (gt + ~), r' = N' соз (gt + Р'), 
s = N sin (gt + ~), s' = N' sin (gt + Р'). (3) 

Подставляя эти значения в (1), получим следующие уравнения! 

(g -хJN + x,N' = О, 
х;д + (g -х~)N' = О, (4) 

которые будут удовлетворяться при 

I g -: хl xJ I 
Х2 g -х! = О. (5) 

Последнее уравнение имеет два корня, g1 и g" И каждому из 
них соответствует согласно (4) значение отношения N к N'. Если 
8Ти отношения обозначить через N, : N; и N 1 : N;, то общее реше
ние (1) выразится так: 

r = N 1 C~B (q1t + ~1) + N, с.оз (g,t + р,), 1 
s, = N~ sщ (g1t + ~1) + N, sш (g,t + ~2)' t 
r = Nt соз (g1t + Р1) + N2 соз (g2t + ~2)' r 
s' = N; sin (g1t + ~1) + N~ sin (g2t + Р2)' J 

(6) 

где N 1, N 2, ~1 И ~2 можно рассматривать как постоянные вите 
грирования. 

Можно доказать, что корни gl И g2 должны быть действитель
ными и положительными, если, как здесь будет предполагаться, 
обе планеты обращаются в одном направлении вокруг Солнца. 
Действительно, уравнение (5) можно написать в виде 

I ' , , 
g - (Х1 + Xt)g + х1х! - Х2Х2 = О, (5*) 

то при сделанных предположениях корни будут всегда действи
тельными. Далее, оба корня положительны, если выполняется 
неравенство 

х1х; - х2х; > О, (7) 
которое может быть, в соответствии с (14) § 3, записано в форме 

Jc4m2m'2 11 , 
16М' (В1 - В2) > о, (7*) 
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или, проще, 

(8) 

Но зто неравенство выполняется всегда. Имеем по (13) и (13*) 
§ 5 гл. VI 

(1 -а2)2В1 = 3а (1 + а2)А 1 -6а2А2 • 
(1 - а2)2В2 = 6а2 А 1 - 3а (1 + а2)А2 , 

следовательно, 

В1 - Bs = (1 ~ а)2 (А1 + А.) = (а ~a:')2 (А 1 + A s), (9) 

от:куда следует (8). 
Постоянные интегрирования получаем из значений величин 

r, 8, r', 8' для определенного момента времени. Если при t = О ЭТИ 
значения будут равны ro, 80' r~, 8~, то имеем 

Положим 

ro = N 1 СОЗ ~1 + Ns соз ~" 
80 = N 1 sin ~1 + N, sin ~2' 
ro = Ni соз ~1 + N; соз ~2' 
80 = Ni sin ~1 + Ni, sin ~2' 

3:1 = N 1 соз ~1' 

Yl = N 1 sin ~l' 
1 

k1 = - - (gl - )(1), "2 

3:2 = N 2 соз ~2' 

У, = N 2 sin ~" 
1 k, = - -;с; (g, - )(1); 

тогда зти уравнения примут вид 

3:1 + 3:, = rl), У1 + У, = 80' 

kl3:1 + k23:2 = ro, k1Yl + ktY, = 80, 

и, следовательно, 

(1.2 - k 1) 3:1 = k2rO - ro, 
(k'}. - k1) 3:2 = ro - k1rO' 

(k2 - k1)Yl = ~280 - ~o, } 
(k2 - k1) У2= 80 - k1So. 

(10) 

Оп р е Д е л е н И е. Говорят, что долгота перигелия 1& об
ладает средним движением Ь, если разность 1& - ьt при всех 
значениях имеет :конечную верхнюю границу. 

Из (6) можно вывести утверждение, что в рассматриваемом 
здесь случае долгота перигелия обладает та:ким средним движе
нием; более того, его значение будет совпадать с одним из :корней 
gl или g2' В ис:ключительном случае, который будет рассмотрен 
ниже, оно будет равно среднему арифметическому ЭТИХ двух ве
личин. 
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По (6) имеем 

е с~з n = N 1 c~S (glt + ~1) + N 2 с~з (g2t + ~2)'} (11) 
е ЗШ n = N 1 SlD (glt + ~1) + N 2 ЗШ (g2t + ~2)' 

Сначала предположим, что N 1 < N 2• Из (11) следует, что 

е sin (n - g2t - ~2) = N 1 sin [(gl - g2)t + ~1 - ~2)' 
е соз (n - g2t - ~2) = N 1 соз [(gl - g2) t + ~1 - ~2) + N 2, 

И отсюда 

tg (n - g2t - ~2) = N
1 
:~S:(~~~;:) ~2~: ~1 ~~] N

2 
• (12) 

Так как, по предположению, N 1 < N 2 , то знаменатель в этом 
выражении никогда не будет равен нулю. Следовательно, 
tg (n - g2t - ~2) никогда не будет бесконечным, так что угол 
n - g2t - ~2 либо численно меньше 900, либо всегда находится 
между 900 и 2700. Таким образом, долгота пеРlfгелия n обладает 
средним движением g"J.' 

Если, во-вторых, N 1 > N 2 , то аналогичным образом докажем, 
'1то среднее движение n равно gl' 

Если, наконец, N 1 = N 2' то значение n найдется следующим 
образом. Из (11) получим при произвольных значениях N 1 11 N 2 
уравнения 

esin (n_ g1 t g2t - ~1 t ~2) = (N1 -N2) sin (gl-;g2t +~\ 2 ~2),] 
(13) 

ecos(n-gltg2t-~lt~2)=(Nl+N2)соs(g\ 2 g2t+~1 2 ~). 

Если теперь N 1 = N 2 = N, то отсюда получим 

n _ gl + g2 t _ ~1 + ~2 = 180" i ) 
2 2 ' 

е= (-1)i2Nсоs(gl 2 g2t +~1 2~)' 
(14) 

где i обозначает целое число. 
Итак, перигелий в этом случае обладает средним движением, 

1 
которое равно 2" (g\ + g2)' 

Относительно долготы перигелия другой планеты т' справед· 
ливы аналогичные выводы. Он обладает средним движением, рав
ным gl' если Ni > N;', равным g2' если N1 < N;', 11 равным 
1 ' , 
2" (gl + g2)' если N 1 = N 2• 

Из (2*) мы уже сделали вывод, что е и е' должны обладать 
конечными верхними гранипами. Теперь мы можем более точно 
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определить эти границы. Действительно, из (11) следует, что 

е2 = N~ + N: + 2N1N 2 cos [(gl - g2)t + Рl - P2J, (15) 

И, аналогично, 

"'2 '2 " е'2 = N t + N 2 + 2N1N 2 cos [(gl - g2)t + Р1 - P2J, 
так что е и е' удовлетв~ряют следующим неравенствам: 

I N ~ - N ~ I < е < N 1.+ N 2: } 
I N 1 -N2 1 < е' < N 1 + N 2• 

(i6) 

Из (5) находим, что величины gl и g2 содержат множителями малые 
массы т и т' и, следовательно, малы. Поэтому средние движения 
всегда малы. 

§ 5. Вековые возмущеНИJl наклонности и узла 

Дифференциальные уравнения, которые 
ние плоскости орбиты, были 

определяют движе-

du ( ') Тt=X1 v-v , 

dv (') Тt=-X1 и-и, 

du' , 
тt = - Х1 (v - v') , 

(1) 

tlu' , , 
тt = Х1 (и - и ). 

Из этих уравнений выводим следующие: 

du dv (' ') I и тt + v dt = Х1 vu - uv , 

, du' + ' dv' , (' ') 
и dt v тt = - Хl VU - uv , 

(2) 

откуда 

'( du dv) ( , аu' , dv' ) О 
)(1 и тt + v тt + Х1 и dt + v dt = . (3) 

Далее, непосредственно получаем 

, аu du' О I )(1 тt + Хl те = , 
, dv dv' 

)(1 тt + Х1 тt = О. 
(4) 
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Уравнения (3) и (4) можно непосредственно про интегрировать; 
получим 

)(~u + )(1и' = С1, ] 

)(~v + )(1V' = с., 
)(~ (и· + v·) + )(1 (u" + V'I) = Са, 

(5) 

где С1, С1 и Са обозначают три постоянных интегрирования. Соот
ношения (5) соответствуют в этом случае интегралам площадей. 
Чтобы доказать это, возвратимся к общим выражениям для этих 
интегралов (13) § 9 гл. V, которые представляются следующим 
образом: 

~ i а (1 - el) sin i sin Q + ~' f' а' (1 - e'l) sin i' sin О' = C~, и ] 

~ i а (1 - el) sin i cos Q + ~' уа' (1 - е'2) sin i' cos О' = - Сэ, (6) 

Р Уа (1 - еЭ) соэ i + Р' У а' (1 - e'l) соз i' = с;. 
Если вспомнить, что 

и = sin i соз О, 

и' = sin i' сов О', 

v = sin i sin О, 
v' = sin i' sin О', 

и левые части (6) разложить по степеням и, v, и', v', то, прене
брегая членами третьего порядка, из двух первых уравнений (6) 
получим 

pyav+P' ya'v' =C~, } 
Р уаu + Р' у а'и' = - с;. 

(7) 

Но из (16) § 3 имеем 

и, принимая во внимание значеНИЯ)(1 и)(i из (17) § 3, находим, 
что уравнения (7) совпадают с первыми двумя из уравнений (5). 
Очевидно, что на третье уравнение (5) можно смотреть только 
как на неполнов третье уравнение (6). 

Если, в частности, в качестве основной плоскости исполь
зовать неизменяемую плоскость, то Сl и с;, а следовательно, ТaI(же 
C1 и Сэ, равны нулю; затем по (5) имеем 

(8) 

Если записать это в форме 

u и' 

,,=7' (8*) 
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то отсюда будет следовать, что 

tg Q == tg Q'. 

Таким образом, линии узлов обеих планетных орбит на неизме
няемой плоскости совпадают. Это составляет знаменитую теорему 
Якоби, которая, как было доказано в § 9 гл. V, сохраняет свою 
сПJIУ для всех степеней и, v и т. д. Итак, имеем 

Q = Q' + 1800. (10) 

Но отсюда можно вывести еще одно важное предложение, а имен
но, что наклонности обеих орбит к не изменяемой плоскости ос
таются постоянными. 

Действительно, из (8) имеем 

vu' - uv' == О, 

и, следовательно, согласно (2) упомянутому предложению буду .. 
с оответствовать уравнения 

аu ар О 
UТt+V"di"'== , 

, аu' , ар' 
и те + V т, == О. 

Следовательно, здесь необходимо определить только одну 
величину, а именно, движение общей линии узлов на неизменяе
мой плоскости. Имеем 

• 2' dQ аu + ар 
SlD ~ тt == - V dt и df ' (10*) 

аu ар 
и, подставляя вместо те и те выражения (1), 

sin!l i ~~ = -)(1 (и2 + v!I) + )(1 (ии' + vv'), 

или, согласно (8), деля на величину sin· i = и2 + v·, получим 

~~ == - ()(1 + )(~). (11) 

Итак, общая линия узлов перемещается попятным движением 
с постоянной скоростью ежегодно на величину )(1 + )(i. 

Если вместо неизменяемой плоскости выбрать другую плос
кость ХУ, то, видимо, движение будет описываться более слож
IIым образом. 
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Определение положения неизменяемой плоскости вьmолняеТСJl 
при помощи уравнений (20) § 1 гл. V: 

" 
tg r sin П = C~ , I 

Са 

" с 

tgrсоs П = - ~, 
Са 

(12) 

где ci, с; и с; вычисляются из (6). Здесь 'V обозначает наклон
ность неизменяемой плоскости к плоскости ХУ (например, к эк
липтике) и П - долгота восходящего узла на этой плоскости. 

§ 6. Вековые возмущения 83J1иптичесICИХ орбит 
при произвольном числе планет 

В § 2 дана общая форма вековой части возмущающей функции 
для случая произвольного числа планет. Если мы введем обо
значения 

(1) 

и 

Н, i] = (i, 1) + (i, 2) + ... + (i, n), (1*) 

то можно зависящую от эксцентриситета часть [F], которую иы 
обозначим через [FJ1, записать в форме 

n n 

[F]l = ~ ~ ~ [i, j) (~! ~; + '1i'1i)' (2) 
;=li=l 

Соответствующие дифференциальные уравнения прииут вид 

dti д [F]l dlJi д [F]l 
те = ~' тt = - ~ (i = 1,2, ... , n). (3) 

Если бы в [F]l входили только квадраты S и '1, так что 

[FJl = ~ ICi(s:+ '1~), 
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то уравнения (3) ПрИНЯЛИ бы форму 

d~i 
те = Ci'1i, I 
dfJi 
Тt= - Ci~i, 

(4) 

И тогда общее решение можно было бы записать непосредственно. 
Но в § 4 гл. 1 мы показали, что квадратичн8,Я форма, какой в со
ответствии с (2) является [F]l, может быть посредством ортого
нальной подстановки преобразована R сумме ТОЛЬRО одних Rвад
ратов. И TaR RaR легко ПОRазать, что при ортогональных преоб
разованиях Rаноническая форма дифференциальных уравнений 
сохраняется, то, следовательно, уравнения (3) можно привести 
R форме (4). 

Введен вместо '1' ~2' "" ~n новые переменныe 81' 82''' • 
. . . ,8n при помощи уравнений 

~1 = r1181 + r12E2 + ... + rln 8n, I '2 = r2181 + r2282 + ... + r2n
g

n, ................... 
~n = rn1 8 1 + rn2 8 2 + ... + rnn8n, 

(5) 

где согласно § 4 гл. 1 вследствие ортогональности преобразова
ния Rоэффициенты связаны соотношениями 

n n 

~ril'-riУ = ~rl'-irУi = о (f.L+v), (6) 
i=1 i=1 

n n 

~ r: ... = ~ r~i = 1. (6*) 
(=1 i=1 

Отсюда следует, что 

81 = rl1~1 + r21~2 + ... + rnl~n' I 
82 = r12~1 + r22~2 + ... + rn2~n' .................. 
8 n = rln~1 + r2n~2 + ... + rnn~n. 

(7) 

Вместо величин Т\., '12' "', Т\N введем новые переменные У., 
У2, ••• , Уn при помощи той же самой подстановки (следова
тельно, с теми же Rоэффициентами Yij). 

Сначала ДОRажем, что Rаноническая форма уравнений сохра
нится таRже и в новых переменных. В § 1 гл. IV мы показали, что 
для этого необходимо, чтобы 

[8i, 8 r ] = [Yi , YrJ = О, I 
[ ... У] _ {О дЛЯ i + r I (8) 

.... i, r-
1 » i=r, 
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где использовано следующее обозначение: 

" 

Но согласно (7) 

[а, Ь] = ~ (:; :~ - :~ ::). 
_1 в 8 8 .... 

дЕ; -о 
д,!. - , 

aYr 
д;j; = r.r, 

так что непосредственно получаем 

n 

[8;, Yr ] = ~ r 8;rSI" 

8=1 

(8*) 

причем последняя сумма по (6) равна нулю при i =1= r и равна 
единице, если i = т. Итак, ортогональные преобразования яв
ляются каноническими. 

В § 4 гл. 1 мы видели, что при соответствующем выборе коэф
фициентов 'УН получим 

n 

i ~ [i, j] 6i6j = ~ ~ 8;E~. (9) 
{=1 

Коэффициенты 8у суть корни фундаментального уравнения *) 

[1,1] - 8 [1,2] [1, n] 

D= [2,1] [2,2]-8 ... [2, n] =0. (10) 

[n,!] [n,2] . . • [n,n]-8. 

Если Ву - какой-либо корень этого уравнения, то соответствую
щие коэффициенты 'Yiv определяются из следующей системы урав
нений: 

([1,1] - 8у) r1v + [1,2] rgV + ... + [1, n] rnv = о, I 
[.2,.1.] :1: ~ ~[:' .2~ -: ~Y~ r.2V.~ '.' : -: .[~' ~].r ~y •• ~' (11) 

[n, 1] r1v + [n, 2] r2V + ... + ([n, n] - 8у) rnv = о, 

*) Такие ураввеВИJI ваанваЮТСJl еще вековыми. (Прим. p~.) 



I 8] ВЕНОВЫЕ ВОЗМУЩЕВИИ ПРИ произво.пЬВО)1 ЧИС.1IE П.1IAВЕТ 287 

к которой добавляем уравнение, следующее из (6*): 

(11*) 

Дифференциальные уравнения в новых переменных теперь 
при:мут форму 

(i = 1,2, •. . ,n), 

где согласно (9) и (2) 
n 

[F]l = ~ ~ В. (8: + Yf), 
i=l 

и, таким образом, 

dB

i I (ft = 8i f i' 

dYi 
(ft = -8сЕ• 

(i=1, 2 •.... n). 

Общее решение этих уравнений выразится следующим 

Е. = М. соз (Sft + ~c), I 
У. = - Мс sin (stt + ~i) 
(i = 1, 2, ... , n), 

(12) 

(12*) 

(13) 

образом: 

(14) 

где М1 , М2, ••• , Мn, ~1' ~2' ••• , ~n обозначают постоянные 
интегрирования. Подставляя эти выражения в (5), получим 

и 

61 = Т11М1 соз (а1е + ~1) + Т12М2 СОЗ (82t + ~2) + ... + 
+ т1nМnсоз (аnе + ~n), 

62 = Т21М1 соз (Slt + ~1) + Т22М2 СОЗ (82t + ~.) + ... + 
+ ТanМnсоз (Snt + ~n), (15) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
6n = т nlM 1 СОВ (Slt + ~l) + r n.М• CO~ (a~ + ~2) + . . . + 

+ ТnnМnСОЗ (8nt + ~n) 

'11 = - Тl1Мl sin (Slt + ~I) - Т12М• sin (S2t + ~2) - ... -
- Т1nМ n sin (8nе + ~n) 

и т. Д., чем полностью 11 заканчивается интегрирование. 
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Из свойств ортогональных преобразований можно сделать 
некоторые общие выводы об общем решении. Во-первых, В § 4 
гл. 1 мы видели, что все корни Sv фундаментального уравнения 
(10) действительны. Можно также доказать, что все корни должны 
быть положительными. С этой целью покажем, что [F) дЛЯ всех 
значений ~1' ~2' .•• , ~n, 111' 112' •.• ,11n, а значит, и для всех 
значений 81' Е2 , ••• ,Еn, У1 , У2 , ••• ,Уn должна быть положи
тельной. При этом предполагается, что мы имеем дело TO.:IbKO 

с теми членами в [F), которые зависят от Si Jf ТJi (i = 1, 2, ...• n). 
Согласно § 2 

[F)1 = ~ R; (~i. ~j) + ~ R~ (11р 11j)' 
где 

R; (Xi. Xj) = k2mimj {i В1 (ai. aj) (~ + 1:) - ~ В2 (ai. aj) ,;iXj }. 
i 1 ... ЛiЛj 

Это выражение можно записать в форме 

k2m.т. { (Х: X~ 2XiXj) R; (Xi. Xj) = ~ 82 (ai. aj) i\ + Х; - V ЛiЛj + 

+ [В1 (ai. aj) - В2 (ai. aj») (~ + ~)} = 

k
2m.m. { (Х' Х] )2 (x~ X~)} 

= ~ 82 V~i - уЛj + (В1 -В2) li + lj . (16) 

Так как, в соответствии с (9) § 4, В1 (ai, aj) больше В2 (at, Qj), 
то отсюда находим, что R2 (Xi' Xj) всегда положительно и, сле
довательно, [Р) также всегда положительно. 

С другой стороны, если подставить переменные 8 ! 11 Yi, то 
будем иметь выражение 

[F)l = ~ ~ Si (Е: + Y~). 
которое ДОЛЖНО быть положительным для всех значений E1• 

82' ••• , Еn, У1 , У2, ••• , Уn, что, очевидно, возможно только, 
если все коэффициенты Si (i = 1, 2, ... , n) положительные. 

Направление движения перигелия находится в тесной связи 
со знаком величин Si. Так как величины Si положительны, то 
отсюда следует, что среднее движение перигелия, если таковое 

имеет место, должно быть также положительным. Так как при
ближенно. 

~ = У'Л eCOS1t. } 

11 = - у л е sin п. 
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ТО, В соответствии с (15), 

,! Aiei cos j(i = yi1M 1 cos (Slt + ~l) + yi2M 2 cos (Szt + ~2) + 
+ ... + YinM~ COS (Snt + ~n), 

у АtеtsiПЛ:i = yi1M1sin (Slt + ~l) + yi2M 2 sin (Szt + ~a) + 
+ ... + yinMn sin (Snt + ~n). 

uТII уравнения дают 

Aie~ = Y~l M~+ ... + У;n M~ + 
+ 2I.Yi"YilM"Ml COS [(g" _. g/)t + ~" - ~в] 

и 

оп,уда можно вычслитьь ei и Л:i. 

I (17) 

(18) 

Из (t8) следует с учетом уравнений (6) и (6*), что уравнение 
n 

~ Aie; = M~ + M~ + ... + M~ (20) 
i=l 

д:\('т для Эl\сцеНТРllситетов уже рассматривавmуюся теорему 

Jlапласа об устоiiчивости планетной системы. 
Тот 'факт, что существует среднее ДВlIiкеНlIе перигеЛIIЯ, по

ШIДIIМОМУ, МОЖНО было бы BЫBeCТl[ из (19) или (17). Такого дона
зате,1lьства в настоящее время нет, движение перигеЛllев подробно 

нзучено ТОJIЫЮ при специальных предположениях относите,1lЬНО 

коэффициентов, J\оторые IIмеют важное значение для планетноii 
спс·темы. Важнеiiшиii 113 этих С,1Iучаев тот, в котором один 113 
"оэффициентов Yi"M" больше суммы всех оста:IЫIЫХ. При это~[ 
предполагается, что все коэффпцпенты положительные. Предпо
а Оil'шм , например, что 

(21) 

11 тогда можно доказать, что перигелий об,1lадает средним ДВШliе
Jlllем gl' ДеЙСТВIIтельно, из (17) ПОЛУЧIIМ 

VAiei cos (Л:i - glt - ~l) = yi1M 1 + 
n 

+ ~ yi"M" cos [(g" - gl) t +~" - ~1]' 
"=2 

у Aiei sin (Л:i - glt - ~l) = (22*) 

n 

= ~ri"Mk sin [(g" - gl) t + ~k- ~lJt 
"=2 

19 к. Шарnье 
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и, значит, 

~ 'rik1lJ k sin [(gk - gl) t + I3k - (31] 
tg (л - В1е - ~1) = (22) 

Ti1M1 + ~ TikM k cos [(gk - Сl) t + (3k - (31] • 

В силу неравенства (21) знаменатель в (22) НИIiогда не будет 
равен нулю, а следовательно, tg (Лi - glt - ~1) ншюгда не обра
тится в бесконечность. Поэтому перигелий будет иметь среднее дви
жение gl' Из (22*) находим, что cos (лi - glt - Рl) имеет тот же 
знаБ, что и 'Vi1Ml' Положим 

(23 

rAe ~i = Рl' если 'VilM l положительно, J[ ~i = Рl + 1800, если 
'УНМl отрицательно; TorAa Р BcerAa должно оставаться ЧIlСJIенно 
иеньше 900. Направление перигелия BcerAa уклоняется меньше 
чем на 900, от направления, Боторое задается линией, образую
щей с осью Х угол, равный glt + ~i. 

Нерэ.венство (21) выполняется для всех больших планет, 
которые обращаются BORpyr CO;lНцa, за ИСКЛlOчением ЗеМЛIl 11 

Венеры. Вероятно, эти планеты тюш,е обладают (ПОЛОiI\llтель
ным) средним движением, хотя здесь ОТJшонеНIIЯ MoryT состав
лять более 900. 

Если неравенство (21) не выполнено, то рассмотрение про
блемы оказывается не столь легюlМ. Автор обязан К. Б. I,авал
лину (пз Остерзунда) за интересные замечания, ноторые хотя 11 

не решают окончат~льно проблему, но, по-видимому, указывают 
правильное направленпе в IIсс;rrсдоваюш вопроса. 

Положим 

Умножая второе из уравнений (17) на V -1 и Сlшадывая с пер
вым, получим 

уех у -1 = ± А1Iе у:} (grt+~r) , 
'=1 

(24) 

где t обозначает действительную незаВlIСИМУЮ переменную, J[ А,.. 
gr и~,. суть действительные и постоянные величины. Затем можно 
предположить, что ноэффщиенты А,. отличны от нуля. 

Каваллин относительно величин gl' g'J.' ... , gn делает пред
положение, что они являются рациональными числами; хотя это 

и не вполне законно, но все же оправдано, так как это предполо

жение MOiКHO сделать приближенно, в частности, при числовых 
расчетах. 
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Предположим, что рациональные числа g можно записать 
В виде дробей с одним И тем же знаменателем; тогда 

(25) 

If ПОЛОЖИМ, кроме того, 

А , - А eY=~, r - r • (26) 

так что 

" .r-fnrt 
ж v=i' ~ , r -1 -

У = е = .LI Ате т. 
,=1 

(27) 

Предположим. кроме того, что велlfчины С, разлlfЧНЫ И располо
жены так, что 

откуда 

Полагаем теперь 

'У-11 
z=e т ; 

тогда правая часть (27) может быть представлена в форме 

J.tl = т1 -тn, J.t. = т2 -т", 

И, значит. согласно (28) 

J.tl> J.t2 > J.ts > ••• 

Если корни уравнения J.tl-Й степени 

A~ A~ О z ... ,+-.z"'"+ ... +....,.= • 
А1 А1 

(28) 

(28·) 

(29*) 

(29) 

(30) 

(31) 

ИЗ КОТОрЫХ ни один не равен нулю, так как A~=I=O. обозначить через 

V=i'>., V -1>'" 

е -т-.".". е т t 
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то будеlt[ иметь 

_ • У=1",n! \La ( У -1 t У -H.r ) 
уе у -lx = А1е m П е m _ е m = 

т=1 

У -1",n
' 

110. Y=i" (t+).r) [Y=i" (t-).r) Y=i' (t-).r)] 
= A~e-m--112 у -1 е 2т е 2т - е 2т 

т=1 2 'У-1 
или 

Вычисляя логарифмическую производную от обеих частей этого 
уравнения и принимая во внимание, что 2mn +!l1 = m1 + mп, 
получим 

I \La 
.!. dy + .. г -1 t!.= = У -1 m17 тn + _1 ~ ct &- Лr 
у dt У dt 2т 2т -'.J g 2т • 

т=1 

(33) 

dx dy 
Так как х и у, а также dt И dt - веЛIlЧИНЫ действитель-

ные, то для получения выражений для ~~ и ~~ необходимо от
делить в правой части (33) действительные члены от МНlIМЫХ. 
Полагая 

110. 
1 ~ t-'-r .. ,-
2т -'.J ctg 2m = q> (t) + , -1'Ф (t), (34) 

Т=1 

найдем, что q> (t) и 'ф (t) суть периодические функции периода 2mл, 
и что 'Ф (t) всегда конечна. Из (33) и (34) следуют уравнения 

~ = тl ~ тn + 'Ф (t) = gl t g2 + 'Ф (t), (35) 

и 

1 dy 
У dt = q> (t). (35*) 

n t-). 
Каваллии [36] отметил, что функцию ~ ctg 2m r можно оп-

т=l 

ределить одним И3 многих методов, которые мы имеем в распо-

ряжении для вычисления симметрической функции корней ал
гебраического уравнения, и затем можно найти q> (t) и 'Ф (t). 
отделяя действительную и мнимую части функции. 
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Тап как фУЮЩИЯ '" (t) периодическая 11 никогда (для действи
Te.'IbHblX значений t) не может обратиться в бесконечность. то ее 
можно разложить в ряд Фурье. Отсюда следует, что периге:IlIЙ 
обладает среДНlIМ движением, Если через Ко обозначить постоян
ный член Фурье, то значение указанного среднего движения 
будет равно 

gl+gn+K 
2 о· 

§ 7. Вековые возиущеННJI плоскостей орбит 
для произвольноrо числа планет 

Рассмотрение вековых возмущений наклонности и долготы 
восходящего узла выполняется подобно тому, как в предыдущем 
па раграфе были выполнены соответствующие исследования для 
ЭI(сцентриситета и долготы перигелия. Здесь из корней фундамен
тального уравнения один равен нулю. а все остальные корни 

отрицательны, 

Если обознаЧIlТЬ вековую часть возмущающей функции, кото
рая зависит от наКЛОННОСТII, через IF]2, то по § 2 будем иметь 

(1) 

где 

(2) 

или 

R" (Xi. Xj) = + k2mtm;B1 (ai' aj) ( ;~ _ ;~; ) 2 • (2·) 

Отсюда непосредственно находим. что IF]2 представляет собой 
определенно отрицательную форму, и из этого заключаем. что 
"орни фундаментального уравнения должны быть отрицательны 
или в крайнем случае равны нулю, 

Если ввеСТII обозначения 

( ' ') 1 mimj В () I l, ] = T"""'Ai 1 ai. Щ , 

l ' '1 1 Bt(ai. aj} ('=/= ') 
l, ] = т mtmj ~! l J, 

,. iЧАj 
1 Е. J 1 = - (Е. 1) - (Е. 2) - , , • - (i. n). 

(3) 

то будем иметь 

(4) 
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Тогда 

(i = 1,2, ... , n). (4*) 

Применяя ортогональное преобразованпе 

~1 •• ~11~~ -: : .... ~ ~1n~~'. ) 

Рn = f n1P 1 + ... + fnnPn 

(5) 

и. аваn:оrично, 

q.l ~ .r~1~1.~'.': :.r~n~:,) 
qn - rn1Ql + ... + rnnQn. 

(5*) 

где коэффициенты связаны соотношениями (6) и (6*) § 6, полу-
ЧIIII 

n 

[F]! = + ~ о, (P~ + Q~). (4**) 
'=1 

Величины а, определя~ся из фундаментального уравнения 

11,11-0 11,21 11, nl 
D(o) = 12,11 12,21-0 12, nl 

=0. (6) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
1 n, 11 In,21 In,nl-o 

Коэффициенты '\'f" соответствующие корню (Jr. определяются 
из уравнений 

~1.1,.1.1~0~):1~:.I~,.2~~sr.~.: .. :~1:~I.r~r .. 0:) (6*) 
1 n, 11 r1r + 1 n, 21 rsr + ... + (1 n, n 1- о) f nr = О. 

Теперь докажем, что фундаментальное уравнение (6) имеет по 
крайней мере один корень, равный нулю. 

Из (1) и (2*) следует, что если положить 

Р! ps Рn 
у Лl = УА. = ... = у Ав • 

а также 
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то [F]2 ДОЛЖНО обратиться в нуль. Следовательно, для ЭТОЙ си
стемы значениii Рl/1(А 1 11 т. д. сумма 

~~i(N+ Qf) 
таI,ще должна обратиться в нуль, что возможно только, когда 
Лllбо все Р." и Qi (i = 1, 2, ... , n) будут равны нулю, и в ЭТОМ 
с.'Iучае по (5) все р." И qi также обращаются в нуль, что не является 
неоБХОдIlМЫМ, либо по краiiней мере одна из величин 0', обра
щается в нуль. 

Если 0'1 - тот корень, который равен нулю, то для р, и q 
имеем следующие выражения: 

р, = Y."lN1 cos61 + yi2N 2 cos (а" + бl ) + ... \ 
... + r,nNncos (ant + 6п), 

qi = - rilN1 sin 61 -r'2N2siп (Й2t + 62) _. . . (7) 

••• - rinNnsin (ant + 6п). 
Таl\ИМ же ПУТСl\I, каl\ 11 в предыдущем параграфе, приходим 

к заключению, что еСЛII один из коэффициентов, например, Yf.rNr, 
ЧIlсленно больше суммы абсолютных величин остальных, то узел 
об.:Iадает среднпм ДВIIженпем O'r. Если бы, в частности, было 

1 rCIN11 > 1 r.2
N21 + ... + 1 rinNn 1, 

то среднее движение узла было бы равно нулю, 1I линия узлов 
периодически колебалась бы в ПЛОСI\ОСТИ ХУ около неподвИiКНОЙ 
линии. Следует заметить, что ЭТО возможно толыю тогда, 
когда в качестве основной плоскости используется плоскость, 
отлпчная от неизменяе~IOЙ. Действительно, находим, что если 
орбиты отнесены к неизменяемой плоскости, первый член в (7) 
отсутствует, и в ЭТОМ случае колебанпя ОI\ОЛО неподвижной линии 
более не возможны. 

Отыщем те значения для УН, '\'2t' ... , УПl, которым соответ
ствует корень о' = О. Согласно (6*) эти значения определяются 
уравнениями 

I i, 11 Ун + 1 i, 21 Ун + ... + 1 i, i I Yil + ... + 1 i, n 1 УПl = О 
(i = 1, 2, ... , n). 

Но тогда, в соотвстствии с (3), 

У А1 1 i, 11 + У Азl i, 21 + ... + v Ап 1 i, n 1 = - V A i I i, i 1. 

Этп уравнения удовлетворяются, если положить 

111 121 1Пl 1 
у Аl = V А2 = ... = v Ап = Y~A' (7*) 
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Но тогда из (5) и (5*) имеем 

Рl = УllРl + ... + YnlPn' 

Q = YllQl + ... + YnlQn 

IIШI, подставляя B~lecTo Yil JlХ значения, п О.'1УЧ 101 

V~ЛРl = V Л\Рt + ... + v ЛnРn' 

V~ЛQl = V Л1ql + ... + v Лnqn· 
Но 

Рl = N 1 COS б, 

Ql = -N1 sin б, 
и, приближенно, 

Pr = V Лr sin ir cos Qr. 

qr = - V Лrsin irsin Q,., 

следовательно, 

V:ЕЛ N 1 c~s 6\ = Л1 s~n ~1 c~s Ql + ... + ЛN s.in ~n c.os Qщ} (8) 
V~Л N 1 SШ 6\ = Л1 SШ II SШ Q\ + ... + лN SШ lnsш Qn. 

НО с помощью (20) § 1 и (13) § 9 гл. V мы нашли, что нат\Лонность 
У и долгота восходящего узла П определяются следующтП\lП 
формулами: 

tgrсоsП= iл {Л1 sin i1 cos Ql + Лssin is cos Qs + ) 

+ ... + Лnsin in соз Qn}, I (9) 
tg r SЦ1 П = х,1л {Л 1 sin i 1 sin Ql + ЛS sin i s sin Qs + 

+ ... +AnsininsinQn.} J 
Сравнивая эти формулы с (9), получим 

Nt 
tgr = х,л • (10) 

поэтому постоянные N 1 И б1 имеют простой геометрический CMblC.1J. 

Если неизменяемая плоскость принята в качестве основной, 
то У, а также и N 1, по (10) равны нулю, и первый член в (7) ОТ
сутствует. 

Из сказанного очевидно, что с точки зрения механики нан
более естественно относить движение орбит к неизменяемой п.тюс-
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кости, II тогда выражения Д.'1Я элементов сводятся к наиБО.'1е(' 
простому виду. Это еще в большеii мере свидетельствует о том, что 
в качестве П:IОС1\ОСТИ ХУ в небесной механике саедует пспо.'1Ь
зовать неизменяемую плоскость. Дая этих це:Iеii пригодна такая 
П:IОСnОСТЬ, пап плосnость среднеi'I ЭIШIШТIIЮI, обычно выбирае
Moii в I\ачестве основной, в СIШУ того, что Bel\OBble возмущеНIIЯ 
планет не имеют значитеаьных колебаний. 

§ 8. :Метод Якоби вычиcn:ения корней 
Фундахентального уравнения 

Фундаментааьное уравнение для определения веШIЧИН gi 11 (11, 

по которым находятся средние движения пеРllге:шев и узлов, 

ЯВ.'1яется алгебраическим уравнением относптельно g п (1 n-II 
степени, где n - число планет. Это а.'lгебраIIческое уравненш.' 
дается в форме определителя с n2 элементами. Если этот опреде
ЛlIтель раскрыть обычным образом. то получш.1 сумму n! Ч.тIенов, 
где каждый Ч.тIен состоит из n сомножителей. Ес;ш число плаиет 
велико, то вычислительная работа. необходимая Д.тIЯ раСI\РЫrIlЯ 
определитслн, очень большая. Если вычислять BenoBble возму
щения восьми больших планет *) планетноii системы, то таким 
образом получпли бы 8! = 40320 членов, каждыii из I,ОТОРЫХ 
состоит из восьми СОМИОЖlIтел(>Й. А так как ИСI,оторые IIЗ элемен
ТОВ определителя, а именно те, которые стоят на главной диа
гонали, состоят И3 двух слагаемых, то УI,азанное число воз

растет еще более, - вдвое, как отмечал Стокуелл. Уже только 
численные расчеты для этого уравнения «с трудом MOiHHO 
было бы преодолеть в теченИе одной человеческой iЮIЗНЮ) 
(Стокуелл). 

Для вычисления ЭТИХ I\орней необходимо отыскать I\освенный 
и более короткиii путь. Астрономы для этого обычно полъзова
лись методом, который подходит вследствие специфпческой фОРМЫ 
нашей планетной системы, и заключается в том, что в первом 
приБJlижеНIIИ вековые возмущения внутренних I1 внешних планет 
могут быть вычислены отдельно. Хотя таким образом достпга
ют правильного определения корней, метод все ",е нуждается 
в математическом обосповаНJШ Jf с точки зреНIIЯ вычислеНIIi[ 
уступает методу Якоби, 1\ изложению которого МЫ теперь пе
рейдем. 

Запишем в несколько измененной форме уравнения (11) § 6, 
изменяя знаки коэффициентов [i, jJ, которые согласно (1) § () 

*) Не учитывая Пnутова. (Прu;м. ред.) 
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отрицательны, 

(s-[1,1])Yl+ ... +[1,i]yi +·.. ) 
... + [1, k] Yk + ... + [1, n] У'1 = О, 

[i, 1]У1 + ... + (s- [i, i])Ti + ... 
. . . + [i, k] Tk + ... + [i, n] Тn = О, 

[k, 1] Т1 + ... + [k, i] У, + ... 
. . . + (s - [k, k]) Tk + ... + [k, n] Тn = о, 

[n, 1] Т1 + ... + [n, i] Т, + ... 
. . . + [n, k] Yk + ... + (s - [n, n]) Тn = О; 

тогда задача сведется к вычнслению корней уравнения 

18-[1,1] 

D(s)= •. [~'~]. 
[n, 1] 

[1, 2[ 
s- [2,2] 

[n,2] 

[1, n] 
[2, n] 

s- [n, n] 

=0. 

(1) 

(2) 

Этот опредеЛJIтель сш.шетричен относительно г.'1авноЙ Дllагона;lII, 
так как по (1) § 6 

Ii, j) = и, i]. (3) 

Если бы все элементы определптеля, которые СТОЯТ вне диагонаЛlI, 
были бы равны нулю, то корнн (2) были бы просто равны [i, il 
[i = 1, 2, ... , nl. Метод Якоби заключается в выборе соответ
ствующего преобразования, в результате которого элементы, 
не стоящие на главной диагонали, уменьшаются, а ОТрIЩатель
ные числа, расположенныо на главной диагонали, сколько угодно 
близко приближаются к значениям корней. 

Для зтой цели заменим два I(оэффициента, У, и Vk, двумя 
другими, Р, Н Pk, при помощн подстановки 

Т' = Р, cos ох - Pksin оХ, } 

Tk= Pisin ot + Pkcos ot, (4) 

оставляя неllзмеННЫl\Ш остальные коэффИЦIIенты Vr' В (4) ot -
пока неопределенная веЛИЧIIна. 

Если paCCl\IOTpeTb i-й 11 k-й ряды и умножить первый на cos а, 
а второй на sin а и сложить, затем умножить i-й ряд на sin а, 
.а k-й ряд на cos а I1 снова сложить, то получим следующие 



§ 8] ВЫЧИСnЕНИЕ КОРНЕЙ ФУИДА~IEНТЛЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 299 

преобразованные уравнения: 

([i, 1] cos а + [k, 1] sin а) '\'1 + ... + (s - [i, i]')Pi + ... + 
+ [i, k]'P" + ... + ([i, n] cos а + [k, n] sin а) '\'N = О, 

(-[i, 1] sin а + [k, 1] cos а) '\'1 + ... + [k, i]'Pi + ... + 
+ (s - [k, k]')P" + ... + (-[i, n] sin а + [k, n] cos а) '\'N = О, 

где с учетом соотношений (3) 

[i, i]' = [i, i] cos2 о' - 2 [k, i] sin о' ces о' + [k, k] sin· 0', ) 
[k, k]' = [i, i] sin2 :1 + 2 [k, i] sin о' COS о' + [k, k] cos2 0', I 
[i, k]' = [i, i] cos O'sin о' + [k, i] (cos2 о' - sinS 0') - f (5) 

- [k, k] sin о' cos 0', I 
[k, i]' = [i, k]'. J 
Теперь распорядимся величиной а так, чтобы новые I\ОЭффИЦИСНТЫ 
[i, k]' обраТИЛllСЬ в нуль, для чего достаточно, чтобы 

2 [i, k) (6 
tg ~ = [k, k] - [i, i) ) 

Согласно (5) имеем 

[i, i]' + [k, k]' = [i, i] + [k, k], } 
(7) 

[i. i]' - [k. k]' = ([i, i] - [k, k]) cos 20' - 2 [k. i] sin 2:1. 

В силу (6) последнее уравнение МОЖНО записать в следующей 
форме: 

[ . .]' _ [k k)' __ 2 [k, i] 
l. l ,- sin:Ш' 

или также 

[ . .)' _ [k k]' _ [i, i] - (k, k) 
l,l. - соs:Ш • 

Из этих уравнений, возводя их в квадрат и складывая, получим 

([ t, iJ' + [k. kl')2 + ([ i, il' - [k, kl')2 cos· 2а + 
+ ([i, tl'- [k, k)') sin2 2а = ([i, il + [k, kl)lI+ 

+ ([i, i] - [k, k])8+4 [k, i)2 

или, посте надлежащих преобразований, 

и, i]'2 + [k, k]'2 = [i, i]2 + [k, k)2 + 2 [k, i)2. (8) 

Для всех других Rозффициевтов, которых затрагивает преобра
зованив, имеют место уравнения 

[i, j)'2 + [k. j)'Z = [i. Н.! + [k, j)2. (9) 
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в результате фун;з:аментальное уравненпе (2) преоGразуется к сле
дующей форме: 

D (s) =-= 

s- [1, '1]', [1, i]', ... , [t, k]', ... , [1, n]' 

[i, 1]', ... , s- [i, i]', * , ... , [i, n]' 

=0, 

[1.:, 11', ... , *, s - [k, k]',. ,., [k, n]' 
. 

. . . 
[n, 11', [n, i]', [n, k]', ... , s- [n, n]' (10) 

где элементы, l>OTOpble не подвергаЛIlСЬ преобразоваНIIЮ, сопровож
даются сверху штрихом. Вместо элемента [k, i]', l\ОТОРЫЙ вслед
ствие (6) обращается в нудь, В (10) стоит звездочка. Новый опре
делитель таюке Сlfмметричен. 

Между оиреде:штеЛЯМII (2) ][ (10) IIмеетсн существенное раз
личие: сумма l>вадратов элементов, располо»,еНIIЫХ впо главной 
дпаГОllа:ш, в (10) будет меньше соответствующеii суммы преinнего 
определпте:rн на сумму J<Бадратов [i, k] и [k, i], Т. е. на 2 [k, i]2, 
а сумма r\вадратов диагональных элементов на ту iI,e величину 
возрастает. IIо;з: элементами, раСПО.1JожеННЫМII на диагонали, 
буде!\[ подразумевать те числа в (2) II.'IП (10), перед которыми стопт 
знаJ< минус. 

Это предложение BblTeI\aeT непосредственно IIЗ уравнениii (8) 
I1 (9), J<оторые заl>лючают в себе суть метода Якоби. Элемент~ 
i-ii 11 k-й CTpOl, (соответственно столбцов) изменяютсн в результате 
преобразования, а остальные элементы им не затрагиваются. 

Если сдедать аналогичное преобразование новых элементов, 
то снова cYMI\[a квадратов внедиагональных элементов умень

шится на удвоенную сумму квадратов уничтожаемых элементов; 

путем повторпого применения такого приема эту сумму можно 

С:I;елать меньше СI\ОЛЬ угодно малого наперед заданного чпсла. 

Естественно, что в приложениях всякий раз преобразованием 
выгодно уничтожать наибольшиii ИЗ встречающихся элементов, 
находящихся вне диагонали. 

Преобразования продолжаются до тех пор, пока числа, рас
положенные на главной диагонали, не будут достаточно близки 
к корнЯ1\[, О че!\ВIОЖНО судить непосредственно по решеНllЮ. 01\ОН
чательное вычис:rеНllе корней можно еще ускорить при помощи 
данного Якоби метода последовательных ириближенпЙ. 
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Для ТОго чтобы было более легко СУДИТЪ о методе, рассмотрим 
вкратце два первых приближения в задаче, IIсс.lедованноЙ Якоби. 

Данная система 

О II III IY V Уl 

О -5'r')10 9,8655 9,1587 7,8700 7,260~ 5,8767 4,2157 
1 9,8655 -11',812 10,6955 9,0999 8,3566 6,9646 5,3191 
2 9,1587 10,6955 -12,"971 9,7529 8,7833 7,3812 5,7326 
3 7,8700 9,0999 9,7529 -17",596 8,8878 7,4577 5,7989 
4 7,2604 8,3566 8,7833 8,8878 -7",489 10,8790 9,0224 
5 5,8767 6,9646 7,3812 7,4577 10,8790 -18",585 9,6439 
6 4,2157 5,3191 5,7326 5,7989 9,0224 9,6439 -2",326 

ОТрIlЦательные числа на диагонали выражены в секундах, для 
остальных указаны логарифмы. 

Из приведенной таблицы видно, что наибольший элемент, 
расположенный вне диагонали, находится в четвертоiI cTpoI\e 
И пятом столбце. Второй по величине элемент мы находим в пер
вои CTpOl\e второго столбца. Все остальные элементы меньше 
еДИНllЦЫ. Мы хотим получить преобразованпую систему, в I\OTO
рой упомянутые элементы отсутствовали бы. 

Чтобы УНИЧТОЖИТЬ элемент (4, V), опредеЛJШ в соответствии 
с (6) вспомогательный угол а так, чтобы 

2 [lО.8790} 
t.g 2(% = 18" ,585 _ 7" ,489 [10,1348], 

откуда 

а = 260,88. 

Отсюда получаем первую преобразованную СlIстему: 

о II 111 IV V VI 

О -5-,510 9,8655 9,1587 7,8700 7,2198 6,8787n 4,2157 
1 9,8655 -11",812 10,6900 9,0999 8,3158 7,9756n 5,3191 
2 9,1587 10,6900 -12",971 9.7529 8,7423 8,4031n 5,7326 
3 7,8700 9,0999 9,7529 -17",5962 8,8463 8,51ООn 5,7989 
4 7,2198 8,3158 8,7423 8,8463 -3",653 • 9,4669 
5 6, 8787n 7,9756n 8,4031n 8, 51ООn • -22",421 9,5382 
6 4,2157 5,3191 5,7326 5,7989 9,4669 9,5382 -2",3259 

где на месте УНIIЧт,?женных элементов стоит звеЗДОЧl\а. Числа 
в четвертой и пятои CTpOl\aX (а, значит, также и в четвертом и 
пятом столбцах) измеНИЛllСЬ, остальные преобразоваНlIем не за
тронуты. 
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Уничтожим теперь элемент (2, 1), используя вспомогательный 
уго.'1 а = 41°,67. ПолучЮl вторую преобразовавную систему: 

о 11 111 IV V VI 

О -5',510 9,8088 9,5799 7,8700 7,2198 6, 8787п 4,2157 
1 9,8088 -7',397 * 9,6724 8,7175 8,3781п 5,7117 
2 9,5799" * -17",385 9,5304 18,4395 8,100971 5,4231 
3 7,8700 9,6724 9,5304 -17',596 8,8463 8,510071 6,7989 
4 7,2198 8,7175 8,4395 8,8463 -3",653 * 9,4669 
5 6, 8787п 8,3781п 8,1009п 8,5100" * -22",421 9,5382 
6 4,2157 5,7117 5,4231 5,7989 9,4669 9,5382 -2",326 

При следующем поиближении следовало бы уничтожить элемент 
(О, 1), который является здесь наllБО.i1ьmим. 

Окончательные значения I\орней, полученных Якоби (число
вые расчеты выполнены были 3ейделем), суть 

80 = 5",299, 81 = 7",574, 82 = 17",152, 8з = 17",863, 
84 = 3",715, 8. = 22",427, 86 = 2",258, 

которые получены в результате десяти преобразованиЙ. Приве
денные вычисления выполнены ЯI(оби до открытия Нептуна 11 

относятся 1 .. семи ранее известным планетам (37]. 

§ 9. Результаты СтокуеJlла о вековых возмущеННJlХ 
БОJlЬ~ плаиет·) 

Результаты Стокуелла содержатся в «Smitsonian Contributions 
to KnowlerJge», vol. XVIII, 1870. Он исходит из следующих зна
чешrц ~Iacc, бо.'1ЬШИХ ПО.i1уосеii JI среднпх ДВIIжений: 

MepliYII illl • тl =1:4865751, 

Венера тВ = 1 : 390000, 
Земля. . тШ = 1: 368689, 
Марс • • . m IV = 1 : 2680637, 
Юпитер ...•• тУ =1:1047,879, 

Сатур н • т VI = 1 : 3501,6, 
Vpall . .. • т VH = 1: 24905, 
НеПТУll . т VШ = 1: 18780, 

n l = 5381016",2, аl = 0,3870987 

n I I = 2106641,438, а I I = 0,7233323 
n ш = 1295977 , 440, аIII = 1,0000000 
nlV = 689050,9023, aIV = 1,5236878 
n V = 109256,719 а V = 5,202798 
n V I = 43996,127, а УI = 9,538852 
n УII = 15424,5094, а УII = 19,183581 

n УIII= 7873,993, aVIII = 30,03386 

Пусть el , еII • eIII , ••• , n I , n II, n III • •• обозначают эксцен

.) Подробные сведения о современном состоянип теории движения 
планет приводятся в кииrе Г. А. Ч е б о т а р е в а .АllаЛИТllческие и чис
ленные методы небесной механики., Изд-во «Наука., 1965. 
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триситеты И долготы перпгелпев, отнесенные n эклиптике и равно
деНСТВIIЮ 1850,0. ДЛЯ ЭПОХИ 1850, О Стокуелл принимает слЕ:'ДУЮ
щие значения: 

Меркурий. eI = 0,2056179 ;tI = 75"07' 0·,0 

Веllера е II = 0,0068418'1 лlI = 129028'511·,7 

3еМЛII. • eIII = 0,01677120 лIII = 100021'41",0 

Марс • • eIV =0,093132~ лIV = 333017'47",8 
Юпитер. • • •. eV =0,0482388 лV - 11 054'53",1 

Сатурв eVI =0,0559956 ;tVI - 90006'12",0 
'Урав .••••• eVII =O.O~()2149 лVП =170034'17",6 
НеПТУIl • • • •• е VIII = 0,00917396 л VIII = 50016'39·,1 

Он дает Bel(OBLIe возмущеНIIЯ эnсцеНТРИСlIтетов 11 долгот перигеююв
в следующей форме: 

e(i) cos n(i) = .'bli~) cos (Slt + ~I) + JJ~~) соз (S2t + ~III) + ... ,} (1) 

e(i) sin n(i) = Mit ) sin (Slt + ~I) + .lJ~1) sin (SlIIt + ~2) + ... , 
и получает для коэффициентов значения, ПРlIведенные в табл. 1 
на стр. 304. 

Например, для Ю и Jl т е р а юreем 

eV cos n" = - 0,0000090 cos (5" ,463803t + 8800'38") + 
+ 0,0000106 cos (7" ,248427t + 20050'19") + 
- 0,0000011 cos (17",014373t + 335011'31") + 
+ 0,0000011 cos (17",784456t + 13706'36") + 
+ 0,0000636 cos (О" ,61668Ы + 67056'35") + 
+ 0,0019436 cos (2" ,727659t + 10503'53") + 
+ 0,0431601 cos (3",716607t + 2808'46") + 

+ 0,0156383 cos (22" , 460848t + 307056'50"). 

ЕСЛJl в (1) один из НОЭффllциентоп, скажем, M~i), численно больше 
C~TMMЫ абсолютных величин остальных коэффициентов, то, как 
нам известно 113 § 6, пеРllгелий будет обладать средВIШ движением 
Sr. Кроме того, :значение эксцентрпситета обязательно заключено 
в граВIщах 

где l:~ обозначает CY~IMY модулей всех коэффиЦllентов за исnлю
чением Mr. На основании этоп теоремы из табл. 1 Стокуелл де
лает следующие выводы относительно BenoBblX возмущений экс
центриситетов и долгот перигслпев больших планет. 

Для планеты 1\1 е р к у р и iI п.'Iеем: 
Максимум eI = l: IMI I = 0,2317185. Половина этой величины 

составляет 0,1158593. Так кап это чпсло меньше M~, то следует, что 
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Таблица I 

I ,.=1 I 2 I 3 I ~ 

,8,. +5-,463803 +7",248427 17-,014 373 17-,784 456 

fЗ,. 88°0'38" 20°50'19" +335°11'31- +137°6'36- ,5 

м1 
r +0,1766064 +0,0268838 +0,0014673 +0,0015 934 

MII ,. +0,0085906 -0,0201444 -0,0112 171 -0,0131 892 

мII1 ,. +0,0054 825 -0,0153 619 +0,0113 105 +0,0162 641 

м1У ,. +0,0008 418 -0,0025451 +0,0225 719 -0,0790 650 

МУ ,. -0,0000 090 +0,0000106 -0,0000 011 +0,0000 011 

мУ1 ,. -0,0000 080 +0,0000 109 -0,0000 064 +0,0000 110 

мУП r +0,0000 035 -0,0000 027 +0,0000 004 -0,0000 006 

мУIII 
r +0,0000 001 -0,0000 001 +0,0000 000 -0,0000 000 

I r=5 I 
6 

I 
i I 8 

8,. 0-,616 685 2",727 659 3",716 607 22",460 848 

fЗr 67°56'35" 105°3'53" 28'8'46" 307°56'50" 

MI 
r +0,0000 077 +0,0005 685 +0,0244 9:.Ш -0,0000 975 

мII 
r +0,0000 117 +0,0005 571 +0,0166 05:3 +0,0003 175 

МIII 
r +0,0000 136 +0,0005 832 +О,О163 413 -0,0023 780 

M IV ,. +0,0000 219 +0,007 765 +0,0187954 -·0,0150 371 

МУ ,. +0,0000636 +0,0019 436 +O,O~:H 601 +0,0156 383 

мУ1 
r +0,0000 717 +0,0017 69i +0,0341 011 +0,0~83 504 

мУII ,. +0,0015 578 +0,0297 330 -0,0448614 +0,0018058 

M VIII ,. +0,0100 389 +0,0029 105 +0,0014 205 +0,0001 365 

M~ будет больше суммы остальных коэффициентов, следовательно, 
перигелий Меркурия имеет среднее движение, равное 
SI = 5",463803. и делает полный оборот за 237197 лет. Минималь
ное значение эксцентриситета составляет 0,1214943. 
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Д:IЯ планеты В е н еры имеем: 

МаКСШlУМ еII = ~ I МП I = 0,0706329. ПОЛОВllна ЭТОll веШI
чины составляет 0,0353164. Так как ни один из коэффициентов 
M{I, i1f~I П т. д. не превосходит этого числа (то следует, что пери
гелий орбиты Венеры не обладает средним ДВИiКением и что l.шни
мальное значение эксцентриситета равно нулю). 

Для Земли имеем: 
Мю .. симальное значение еШ = ~ I МIII I = 0,0677352. Поло

вина еШ равна 0,0338676. Так как это число больше любого из 
коэффициентов МШ. то перигелий земной орбиты средним дви
жением не обладает, и минимальное значение эксцентриситета 
равно нулю. 

Для планеты М а р симесм: 
Максимум eIV = ~ I MIV 1= 0,1396547. Половина eIV состав

ляет 0,0698274. Так как это ЧIlСЛО меньше M1V
, то следует, что 

перпге.:'шii орбиты Марса имеет среднее движение, равное s .. 
илп 17",784456, и что минимальное значение эксцентриситета 
составляет 0,0184753. Стокуелл замечает, что дaiКe небольтое 
изменеЮfе принятого значения массы Земли вызвало бы заметные 
изменения границ эксцентриситета 11 значения среднего ДВИiКСН1IЯ. 

Д.'Iя планеты Ю п и т е р 1Iмеем: 
Ma"CIl1<IYM eV = ~ I MV I = 0,0608274. ПОЛОВIIна eV равна 

0.030Н37. Та" как :)то число мщьше М"!, то IIеригелип орБIIТЫ 
Юпитера пмеет среднее движение, равное S7 II.'IИ 3",716607, 11 

что МIIНllмальное значение эксцеНТРIlситета равно 0,0254928. 
Д:IЯ планеты С а т у р н IIмеем: 
Ma"clnlYM eVI = ~ I MV11 = 0,0843289. Половина этой вели

чины равна 0,0421644. Так I,aK это число меньше чем M~I, то 
следует, что перигелий орбиты Сатурна имеет среднее движение, 
равное S8 или 22" ,460848. и что l\fинимальное значение эксцеНТрIl
ситета равно 0,0123719. 

Д.lIЯ планеты У р а н имеем: 

МаКСИМУ"I eVII = ~ I МVII I = 0,0779652. Половина eVII равна 
0,0389826. Так как это число меньше MiII , то следует, что перII
гелий орбиты Урана имеет среднее движение, равное S7 ИЛIl 
3",716607, и что минимальное значение эксцентриситета равно 
0,0117576. 

Для планеты Н е п т у н имеем: 
Значение eVIII = ~ I MVIIII = 0,0145066. Половина eVIII будет 

равна 0,0072533. Тю. как это число меньше чем мiIП , то следует, 
что перигелий орбиты Нептуна обладает средним движением, 
paBHЫ~I S. или О" ,616685, и что минимальное значение эксцентри
ситета равно 0,0055712. 

20 ко Шарпы 
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В приведенной сводке мы придерживались утверждения Сто
куелла, что Венера и Земля не обладают средними движениями 
перигелиев. Это утверждение было заключено в СRобки, TaR как 
в предыдущих параграфах мы видели, что этот вопрос следует 
считать открытым. 

Из этого сопоставления следует интересное замечание, что 
средние движения орбит Урана и Юпитера одинаковы. Отсюда 
с помощью уравнений (17) и (19) § 6 можно сделать вывод, что 
долгота перигелия орбиты Юпитера периодически колеблется 
около значения s,t + ~" а долгота перигелия орбиты Урана -
около значения s,t + ~, + 1800. Из указанных уравнений можно 
также определить амплитуду этих колебаний; Стокуелл находит, 
что она для Юпитера составляет *24010', а для Урана ± 47033'. 
Долготы перигелиев орбит Юпитера и Урана могут, следователь
но, сближаться самое большее на (1800 - 24010' -47033') = 
= 108017', и в среднем удалеиы друг от друга на 1800. 

Переходя теперь к вековым возмущениям плоскостей орбит, 
установим сначала важное утверждение о различныx формах 
выражений для возмущений при использовании различных основ
ных плоскостей. Если выбор основной плоскости ХУ произволен, 
то согласно (7) § 7 вековые возмущения орбитальной плоскости 
задаются формулами 

... + frnNn cOS (Ont + бn), 
Р, = f r1N \ COS~l + frзNз соз (02t + бз) + . . . I 
qr = - fr1Nl sin ~l - уrзNz sin (~2t + бз) + . . . (а) 

... + yrnNn sin (ont + ~n), 
где 

Р, = V А, sin i(r) cos Q(r), } 

qr = - v А, sin i(r) sin g(r) , 
(Ь) 

И, кроме того, было 

(с) 

где у и П обозначают соответственно наRЛОННОСТЬ и долготу 
узла неизменяемой плоскости относительно плоскости ХУ. 

Но по (7*) § 7 было 
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тоца формулы (а) перейдут в следующие: 

,г- (r) (r) ,г-,. А, sin i cos Q =,. А, tg r cos П + r r",N '" соз (o",t + 62) + ... 
. . . + r,nNn cos (Ont + 6n), 

v' А, sin i(r) sin Q(r) = i л, tg r sin П + r r2N2 sin (О2е + 62) + ... 
.. . + r,,~Nnsin (Ont + 6n). 

Тан кан третьими степенями наклонности мы пренебрегаем, то 
вместо tg у можно написать sin у; одновременно несколько изме
нпм обозначения (чтобы они стали более б.ТIИЗКИМИ к стокуел
ЛОВЫ)f) п окончательно получим 

sin i(r) cos g(r) =' sin r cos П + N ir) соз (О1е + 61) + ... 
. . . + N~21 с·оз (Оn-lе + 6n-1) , 

sin i(r) sin Q(r) = sin r sin П + N'{) sin (Olt + 61) + ... 
. . . + N~21 sin (On-lt + 6n-l). 

(d) 

Здесь <11' <12' ••• , <1n-l обозначают те корни фундаментального 
уравнения, которые отличны от нуля. 

Выше мы предполагали, что плоскость ХУ выбрана произ
вольно. Если обозначить наклонность 11 долготу узла относительно 

(l;jOCf([lC.'77b 
OOO/J.'77tl I 

. lit3fl.3.'!fJ.if{Q,'"!UЯ 
. 7.7~ '"~,(OC!Тlb 

у 

Рис. 22. 

неи,шеняемоiI плоскости через i~) и Q~). то для сферического тре
УГОЛЬНIIRа, образованного ПЛОСКОСТЬЮ ХУ, неизменяемой плоо-
КОСТЬЮ 11 орбитальной ПЛОСКОСТЬЮ, имеют место следующие соот
ношения: 

sin io sin (Qo - П) = sin i sin (Q - П). } 
(е-) 

sin io соз (Qo - П) = - соз i sin r + sin i соз r cos (Q - П). 

Если пренебречь третьими степенями наклонности, то, умножав 
уравнения соответственно на -sin П, cos П и на cos П и sin П 

20· 
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и складывая, получим 

sin ig"> COS Qbr> = sin i(r> соз Q(r) - sin r соз П, 
sin il{) sin Qg"> = sin i(r) sin Q(r) - sin r sin П. 

Из (d) и (е) находим 

} (е) 

... + N~21 соз (бn_lt + 6n- 1), (f) 

sin i~> cos Qg"> = Nlr) соз (alt + 61) + . .. I 
sin il{) sin Qbr

> = Nir> sin (Olt + 61) + ... 
. . . + N~21sin (~n-lt + 6n- 1). 

Итак, мы пришли к замечательному результату: если говорить 
о вековых возмущениях, то выражения для sin i соз Q и sin i sin Q, 
где i и Q обозначают наклонность и долготу узла отно
сительно произвольной плоскости ХУ, легко получаются из выра
жений для sin io соз Qo и sin io sin Qo, причем io и Q о обозначают 
наклонность и долготу узла относительно неизменяемой плос
кости. Это можно по.тхучить сложением последних величин 
sin V cos П и si.n V sin П соответственно, где V и П обозначают 
наклонность и долготу узла неизменяемой плоскости относи
тельно плоскости ХУ. 

Стокуелл IIСХОДИТ из следующих значений для i(r) и Q<r>, от
несенных к средней эклиптике 1850,0: 

Мернурпii iI =70 о' 8",2 gI - 46033' 3",2 

Венера i II =3023'3~",'! gП - 75020'42",9 

3ем.ля. iП1 =00 О' 0",0 QIII - 00 О' 0",0 

Марс i IV = 1051' 2",3 gIV - 48023'36",8 

ЮШlтер i V = 1018'40",3 QV = 9805~'20",5З 

Сатурн iVL =2029'22",4 QVI = 112019'20",6 

'УраII i VII = 0046'29",9 gVII = 73°H'HW
,\ 

Нептун. i VIII = 1°i7'0",9 QVIП = 1ЭОО 7'45",3 

Для положения не изменяемой плоскости он выводит следую
щие значения постоянных V и П [при помощи уравнений (20) 
§ 1 гл. V): 

v = 1°35'19:376, 

п = 106014'6",00. 
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Для наl\лонностеп п долгот узлов планет из уравнений (е*) ОВ 
получает следующие значения: 

~l(,РnУРIIЙ ·1 = 6020'58",08 QI 3~0 8'Н- ,12 LO о -
Веllера ·П = 20 11'13" ,57 QП 53028'14 -,10 'о о -
3е~[Ля • ·IП = 1 035'19Ч,376 Qпr =286014' 6",00 LO О 

~l"pc ·IV = 1040'43",70 QIV = 355010'27",45 10 о 

Юпитер ·V LO 
= 0019'59" ,67'1 Q~ = 316021'41-,44 

С:\турн ·vr = 0055'30",92~ ovr = 122048'32",66 10 ··0 

Уран ·vп = 10 1'45",27 QVII = 310026'39",78 JO • О 

Нептун ivrrr = 0043'24" 8~5 
о ' 

QVrп _ 
о - 32054' 1",10 

Для ко~неп 0"1' 0"2' ••• , 0"7 величин 61' 62' ... , 6, и коэффи
циентов N~) в формулах (f) Стонуелл по:rучает значеНIIЯ, приво
димые в таб:r. П. 

Таюw образом, наПРIlмер, для Ю п 11 Т е р а: 

siп i~ cos Q~ = - 0,0000252 cos (-5:126112 t + 2106'26:8) + 
+ 0,0000095 cos( -6",592128 t + 132040'57:8)
- 0,0000025 соз (-177393390 t + 292049'53",2) -
- 0,0000001 соз (-1&-,408911t + 251045'8:6) + 
+ 0,0011993 cos (-0",661666t + 20031'24~6) + 
+ 0,0008794 cos (-2:916082t + 133056'10:8) + 

+ 0,0063005 cos (-25:934567t + 306019'21:2). 

Из таблицы II получаются следующие выводы о вековых воз
мущениях наклонности и долготы узла относительно неИЗ~lеняе

мои ПЛОСКОСТII. 
ДЛЯ планеты М е р к у р и й: 

Максимум siп i~ = ~ I N ~ I = 0,1595008, которому соответ
ствует НaIШОННОСТЬ 9010'41". По.1Jовина этого числа равва 

0,0797504. Так как она меньше чем N~, то следует, что N~ больше 
суммы остальных коэффициентов, следовательно, долгота узла 
орбиты МеРI\УРИЯ на веизменяемой ШIОСКОСТИ И}lеет среднее 
движение, равное 0"1 или -5:126112. МI1НlIмальное значение на
клонности составляет 4044'27". 

Для В е н еры: 

МаНСIlМУМ siп i~1 = 0,0570719, KOTOPO~lY соответствует на
клонность 3016'18". Так как ни один IIЗ коэффициентов N~I не 
превосходит половины указанного числа, то вопрос о среднем 

движении узла орбиты Венеры остается верешенным. 
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От 

б г 
N1 

r 

N II 
r 

N 1II 
r 

N1V 
r 
у NT 

N~I 

NVII 
т 

NVIII 
т 

r = I 

-5·,126 112 

21°6'26",8 

+0,1210760 

+0,0148 670 

+0,0106 500 

+0,0021 280 

-0,0000 252 

-0,0000 320 

+0,0000 280 

+0,0000 008 

т=5 

-0",661 666 

20031'24",6 

+0,0014 778 

+0,0013 568 

+0,0013291 

+0,0012 586 

+0,0011 993 

+0,0011 577 

-0,0011 248 

-0,0117 882 

Для 3 е м л и: 

2 

-6·,592 128 

132040'57',8 

+0,0283 520 

-0,0078380 

-0,0063210 

-0,0013250 

+0,0000 095 

+0,0000 134 

-0,0000 070 

-0,0000 004 

6 

3 

-17·,393 390 

292049'53·,2 

+0,0015240 

-0,0081783 

+0,0069 516 

+0,0506 672 

-0,0000 025 

-0,0000 214 

+0,0000 021 

+0,0000 002 

Таб.1l!ца II 

-18",408 914 

251045'8·,6 

+0,0036775 

-0,0224278 

"':"'0,0244768 

-0,0375 951 

-0,0000 001 

-0,0000 006 

+0,0000 000 

+0,0000 000 

i 

-2",916082 

133°56'10" ,8 

+0,0031 283 

+0,0018 108 

+0,0016228 

+0,0011 557 

+0,0008 794 

+0,0007 180 

-0,0176 872 

+0,0019 010 

_25" ,934 567 

306019'21 ч ,2 

-0,0002652 

-0,0002932 

-0,0027275 

-0,0092 499 

+0,0063005 

-0,0156 928 

+0,0006 890 

+0,0000 772 

Максимум sin i~lI= 0,0540818, которому соответствует на
клонность 3°6'0". Так как ни один из коэффициентов не превос-
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ходпт ПО.lIОВIIНЫ этого числа, то вопрос о значении среднего двн

женпя уз.'Iа земной орбllТЫ остается еще ОТI\РЫТЫМ. 

Д.'Iя планеты :\1 а р с: 
MalicIIMY~I sin i~v = ~ I N~v I = 0,1033795, что соответствует в на

КЛОННОСТII 5056'2". Половина Уl\азанного ЧИС:lа составляет 

0,0516898. Тю~ как НII один IIЗ I\ОЭффllциентов N~V, N~v и т. д. не 
больше этого числа, то вопрос о значении среднего движения узла 
орбиты Марса следует считать OTI'pblTblM. 

Для планеты Ю п JI Т е р: 

Максимум sin i: = ~ I N~ I = 0,0084165, которому соответ
ствует максимальное значение наЮIОНIlОСТИ I~ неизменяемой плос

кости в 0028'56". Половина приведенного числа равна 0,0042083. 
Тю. l\aK это число меньше N",!, то следует, что узел орбиты Юпи
тера обладает средним движением, равным - 257934567. Мини
мальное значение наклонности составляет 0014'23". 

Для планеты С а т у р н: 

МаIiСИМУ~1 sin i:I = ~ I N~I I = 0,0176359, соответствующий на
клонности в 1 СО'39". Половина уnазанного числа равна 0,0088180. 
Так nак это ЧIIСЛО меньше N~I, то следует, чтО узел орбиты Сатурна 
об.JIадает cpeдНIIМ движением, равным 07 пли -25~9346. Минималь
ное значение наклонности составляет 0047'16". 

Для планеты У р а н: 

Максимум sin i"6 lI = ~ I N~II 1= 0,0195381 ,соответствующий на
клонности в 107' 10". Половина указанного ЧПС,lа равна 0,0097690. 
Так nак это число меньше N~II, то с.lIедует, что узел орбиты Урана 
обладает средним движением, равным Об или -27916082. МIIНИ
мальное значение наклонности составляет 0054'25". 

Для планеты Н е п т у н: 
Максимум sin i"6III = ~ I N~III 1= 0,0'137678, соответствующий 

Н81i.'IОННОСТИ в 0047'21". Половина указанного Чllсла равна 

0,0068839. Тап кап это число меньше N~ПI, то следует, что узел 
орбиты Нептуна обладает средним движением, равным О;; или 
-0'"661666. Минимальное значение наклонности к неизменяе
моЙ плоскости составляет 0033'43". 

Из сопоставления результатов явствует, что средние движе
ния узлов орбит Юпитера 11 Сатурна на неизменяемой плоскости 
в точности равны, причем оба узла обладают обратным движением 
с годичной СпОРОСТЬЮ 257934567. Это второй либраЦIIОННЫЙ слу
чай в планетной спстеме, обнаруженный Стокуеллом. Более 
подробное исследование на основе уравнениil (22) 11 (23) § 6 по
казывает, что средние долготы восходящих узлов обеих этих 
орбпт на неизменяемой плоскости разнятся друг от друга на 1800. 
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ВсзеДСТВlIе перподпчеСI\ИХ колебаний они ~IOГYT сб:Шihатъся самое 
большее до 153015', причем узел орбиты Юпитера 1I10жет l\оле
баться ОБОЛО своего среднего значения с а~шлитудоii 19С38', 
а узел орбиты Сатурна - с амплитудой 707'. 

Узел орбиты Меркурия может отклоняться от своего среднего 
аначения на 18031'; узлы орбит Урана и Нептуна - соответ
ственно на 600' и 9040'. 

Относительно средних движений узлов и пеРИ1'елиев орбит 
Венеры и ЗеМЛll и равным образом ОТНОСl1тельно среднего дви
жения узла орбиты Марса анализ СТОБуелла представляется нам 
неуверенным. Нан мы уже неОДНОБратно отмечали, многое говорит 
о том, что таБllе средние движеНIIЯ танже существуют и Д.lIЯ ЭТIIХ 

планет, более того, положительные для перигелиев и отрицатель
ные для узлов. На время от -300000 до +100000 года по фор
мулам СТОI{уелла вычислены значения :жсцентриситета 11 дол
готы перигелия земной орбиты (см. табл. 111). 

Из табл. III вытекает, что долгота перигелия земной орбиты 
подвержена большим нолебаниям; при известных условиях она 
может об.'1адать даже обратным движением, но в рассматривае
мые годы наблюдается положительная скорость движеНIIЯ пери
геJШЯ, ноторая в промежутне от -300 000 до О года составляет 
примерно 5",5 в год. В следующие 100 000 лет скорость будет еще 
больше. Отсюда НIlБaIШХ строгих выводов В математичеСl;ОМ смысле 
слова о существоваНIIИ среднего движеНIIЯ сделать нельзя. По
ВИДШlOму, прнменение метода I\аваллина здесь дало бы более 
точные сведения о движении. 

В учеБНИБах нередко отмечается, что перигелпп всех планет 
обладают прямым движением, за исключением перигелия Венеры, 
который должен иметь обратное движение. Следует замеТIIТЬ, 
что это справедливо только в том случае, если использовать IIЗ

ложенные в § 3 методы, l,oTopble дают только движение перпгеЛIIЯ, 
относящееся к моменту оскуляции начальных элементов. Воз
вращаясь назад всего лишь на 1000 лет, мы бы, наоборот, нашли 
для движения перигелия орбиты Венеры положительные ЗН8-
чения. В олижайшие 30000 лет перигелий этой орбиты будет 
иr.Iеть обратное движение (примерно на 600), но затем долгота 
перигелия снова начнет возрастать, и наиболее вероятно, что 
перпгелиiI Венеры танже обладает положительным движением. 
Вековые возмущения больших планет находят важное пршIO
жеНlIе в так называемоii аСТРОНОМIIчеСБоiI теории ледниковых пе
риодов. 

В своей работе Стокуелл прпводит тю,же ЧlIсловые данные 
для вычисления влияния малых попраВОJ\ в массах. НеоБХОДIIмые 
для этого формулы столь громоздки, что мы не пмеем В03l\IOЖ
ности здесь их приводить. 
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Т а б JI П Ц а III 

Эксцеитриситет и долгота перигелия 3еaL~И 

Год I 
Эксцент\щ- I ДО:lгота 

11 

Год 
I ЭксцеНТРII-

I 
Долгота 

CIITeT перllге;:шя I CllTeT пеРIlГСЛНЯ 

_4330 11 1 
_1480 -300000 0,0373 I -1.00000 0,0408 

-290000 0,0337 -402 
! 

- 90000 0,0392 -124 
-280000 0,0262 -373 - 80000 0,0343 - 99 
-270000 0,0163 -35;) - 70000 0,0269 - 76 
-260000 0,0093 -377 - 60000 0,0181 - 59 
-250000 0,0161 -403 - 50000 0,0110 - 61 
-240000 0,0271 -388 - 40000 0,0110 -83 
-230000 0,0370 -366 - 30000 0,01:i7 - 79 
-220000 0,0437 -340 - 20000 0,0192 - 59 
-210000 0,0471 -31ii - 10000 0,0195 - 31 
_200000 0,0470 -291 О 0,0168 О 
_190000 0,0442 -269 + 10000 0,0115 + 36 
_180000 0,0395 -244 I + 20000 0.0055 + 92 
_170000 0,0334 -232 + 30000 0,0049 +206 
_160000 0,0283 -222 + 40000 0,0077 +22;) 
-150000 0,0254 -218 -+- 50000 0,0134 +297 
-140000 0,0266 -214 l' -:- 60000 0,0145 +325 
-130000 0,0307 -206 il + 70000 , 0,0134 +345 
-120000 0,0356 -190 

11 
+ 80000 0,0113 +354 

-110000 0,0394 -170 

j 
+ 90000 0,0110 +349 
+100000 0,0143 +348 

§ 10. Случай кратных ворней Фувда31евтаJlЬНОГО уравненпи 

Вековые возмущения больших планет определяются путем 
решения системы линейных дифференциальных уравнений с по
стоянными ноэффициентами. 

Если имеется одна зависимая переменная, Боторая определя
ется линейllым дифференциальным уравнением n-го порядка, то, 
нак известно, если фундаментальное уравнение имеет нратные 
норни, в решение входят члены, ноторые умноmаются на неза

висимую переменную и в силу этого неограниченно возрастают. 

Наоборот, если дана система совместных линейных дифферен
циальных уравнений с постоянными ноэффициентами, то двой
ному корню фундаментального уравненпя не всегда соответствует 
таной член, который пропорционален независимой перемевной 
(3еелигер доказал, что для случая, Богда число планет равно 



314 ТЕория ВЕКОВЫХ ВОЗМУЩЕIШЙ Й [гл. VII 

трем, фундаментальное уравнение не может иметь равных корней 
[38]). В частностп, еслп определитель, который, будучи прирав
HeHным нулю, дает фундаментальное уравнение, имеет симме
тричную форму, то в решении не могут содержаться такие члены, 
которые пропорциональны независимой переменной. 

Дифференциальные уравнения для определения вековых воз
мущений эксцентриситетов и перигелиев 'Согласно (3) § 6 имеют 
следующую ФОРl\IУ: 

d~i д [Р] d'1i _ д [Р) 
Тt= %' те - - d~. (i = 1,2, .. . ,n), (1) 

где 

(1 *) 

и коэффициенты об.ТIадают свойством 

и, i] = [i, j]. (2) 

Введем теперь велпчины 8. и У• при помощи ортогональной 
подстановки 

Si = y i18 1 + ... + yin8 n , ) 

l1i = Yi1Y 1 + ... + YinYn 
(i = 1, 2, ... , n). 

(3) 

Коэффициенты 'Vij будут определяться обычными формулами, 
которые имеют место для ортогональных преобразований (6) и 
(6*) § 6 П, кроме того. уравнениями (11) § 6: 

~[1., ~].~~~).T~Y::: '.~ ~1,. ~] :~" .. ~' j 
[n, 1] Y1• -Г ••• + ([n, n] -8.) Уn" = О 

(\' = 1, 2, ... , n), 

где 8" будут определяться из фундаментального уравнения 

[1,1] -8 [1, n] 
= О. 

[n, 1] [n, n]-8 

(4) 

(5) 

Если все 8" различны, то полyqИl\1 n систем вида (4). Но крат
ному корню соответствует только одна такая система. 

Очевидно, 
n 

D' (8) = _~, aD 
~ д [i, iJ ' .=1 

(о) 
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aD 
и, следовательно, если это уравнение умножить на д (r,r( , то 

n 

дD D' (8) = _ ~ дD ~дD 
д(r, r] ~l д(i, i] д(r, r] , 

(7) 

где r может иметь произвольное значение. Так нак теперь D = О, 
ТО В силу (7) § 1 гл. 1 имеем симметричную форму 

aD aD a/J aD (aD)2 
д (i, i] . д (r, r] == д (i, r] д [r, i] == _ д (i, r] • 

Вместе с тем 
n 

дD, '" ( дD )2 д[r, r] D (8) = - ~1 .д[i, r] • 

Из этого уравнения следует важный вывод. А именно, если 8'1 -
двойной корень, то одновременно должны удовлетворяться урав
нения 

D (8'1) = О, п' (8'1) = О. 

И:так, из (7) непосредственно следует, что для двойного корня при 
всех значениях i п r будет 

aD 
д [i, r] = О. 

Таким образом, для двойного корня все миноры первого порядка 
равны нулю. Справедливо также и обратное утверждение, что 
если корень является простым, то не все миноры первого порядка 

могут обратиться в нуль. 
aD 

Из (6) следует, что все миноры первого порядка видад[i,i] не 
могут одновременно обратиться в нуль, если D' (8) =1= О. Из фор
мулы 

n n 
iJ2D 

п" (8) = ~ ~ д (i, i] д [j, i] 
i=1 ;=1 

также следует, что для двойного корня [для которого п"(8) =1= О] 
все миноры второго порядка не могут обратиться в нуль, И т. д. 

Если все корни простые, то, следовательно, не все определи
дD 

тели вида a(i,i] равны нулю. Предположив, что 

aD 
д [1, 1] =1= О, 
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из (4) получим следующее решение: 

I!. 12. In. 1 - -oD (8.) - oD (8.) 
- ... - oD (8.) = 

y~( oD , )2 
0[1, 1] 0[1, 2] 0[1, n] 0[1, i] 

v = 1,2, ... , n. 

Сумму под квадратным корнем можно записать еще проще. А имен
но, так как D = О (и определитель симметричен), то в силу § 1 
гл. 1 

( 
OD)2 oD 

0[1,1] = д [1, 1] 
aD 

0[1, 1] 

ПОЭТО}IУ имеем 

( 
OD)2 оп· oD aD 

~ 0[1, i] = 0[1, 1] ~ д [1, i] = - 0[1, 1] D' (8). 
i=l 

Тогда полная система значений коэффициентов ,\"ц, если все 
корни фундаментального уравнения различны, будет следующей: 

111 121 Inl 1 
oD (81) - oD (81) = ... = oD (81) - V oD (а1) 
д [1, 1] д [2, 1) д [n, 1] д [1, 1] D' (81) 

aD (8n) 

д [1, 1] 

In2 
= ... = -д""'O~(8"""72)- - .. 1" 

д [n, 1] v-
1 

Isn Inn 1 ....,.-;-+--.- = ... = --".,:::-:---:-
aD (8n ) aD (8n ) - V oD (8 ) 

_ n D'(8
n

) 
д[2,1] д [n, 1] д [1, 1] 

Если воспользоваться формулой (7) § 1 гл. 1, то можно полу
чить интересную форму для квадрата коэффициента 'УН. А именно, 
с помощью указанной формулы получаем 

aD (8.) 
д [1, i] • (8) 

Если известны знаки коэффициентов 'Yij, то формула дает 
удобный способ вычисления этих коэффициентов в случае симме
тричной формы определителя. 

Из (8) следует, что опредеЛlfтеЛIl 

aD (8.) 
д[Е .] (i = 1, 2, ... , n) 

, & '. 
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ДОЛЖНЫ быть одновременно либо положительны, либо отрица
тельны. Будучи сформулирована в общем виде, эта теорема утверж
дает ,что если дан симметричный определитель с действительными 
элементами вида 

!J.= 

аn1 anl' " аnn - 8 

I[ 8у обозначает такую величину, для которой определитель обра
дD ('у> 

щается в нуль, то все миноры первого порядка вида -д-- имеют 
аи 

о~ин И тот же знак. 

Если 81 обозначает двойной корень, то в соответствии со скА
занным выше все миноры вида 

д2D (S}) 
д [i, i] д [i, j] 

не могут обратиться в нуль. Таким образом, предполагая, что 

д [1,д2~ ~'i~, 2] =/= О, 
согласно (12) § 1 гл. 1 будем иметь формулу 

д2D (81) д2D (81)1 д2D (81) 9 
д [1, 1] д [2,~] rн = д [1, iJ д [2, 2] '1'11 + д [1, 1Jд [2, iJ '1'21' ( ) 

Rоторая также справедлива для i = 1 и i = 2. Подстав.lIЯЯ теперь 
пз этогu уравнения значения Yil в уравнение 

~r:l = 1, 

будем иметь 

( 
д2D ('1»)2 n ( д2D (81»)2 n, д2D (81) )2 

д [1, 1] д [2,2] = r~l ~ .д [1, i] д [2, 2] + '1':1 ~ \д [1, 1] д [2, i] + 
i=l i=l 

2 ~ д2D (81) д2D (81) 10) + '1'11'1'21 ~ д[1, i]д[2, 2] д[1, 1]д[2, i] • ( 
i=l 

Если Уll определено, то из этого уравнения получаем значение 
У21' Двойному корню соответствует бесчисленное множество БО
эффициентов у. В этом и следует искать объяснение, почему при 
двойном корне должны появляться еще две постоянные инте
грирования. Так как теперь все миноры первого порядка рав
ны нулю. то можно использовать соотношение (7) § 1 гл. 1 для 
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миноров второго ПОРЯДRа, п следовательно, 

( 
fJ2D (81) )2 ( д д ~i 2] ) 2 д д f~ 2] д д ff 2] 

д[l, i]a[2, 2] = a[I,i] = д[1,i] • a[i, 1] 
дО дD 

д д [2, 2] д д [2, 2] д2О д2О 
д[1, {] a[i, i] - д[1, 1]д[2, 2] . д[2, 2]B[i, i] t 

и таким же образом 

( 
д1О)9 д2О д2D 

д [1, 1] д [2, i] = д [1, 1] д [2, 2] д [1, 1] д [i, iJ • 

Последнюю сумму в (10) можно преобразовать следующим образом: 

fJ2D д2О 
д [1, i] д [2,2] д [1,2] д [2, i] [по (6) § 1 гл. 1], 

д2О д2О д2О 
д [1. 1] д [2, i] - """"'д:-;["I.'1"';""] д""[r'Тi.'2:;;-] = - д [1. 2] д [i, 1] , 

д2О a2D _ д2О д2D 
д [1, i] д [2. 2] д [1, 1] д [2, i] - -;;д:-r[1 ... ~2-;о'-J a..-:[;n"2.""""i;';"'"] д [1. 2] д [i, 1] = 

дО дО дО дО 
д д (1, 2] д д [1, 2] д д [1, 2] д д [1. 2] 

- д [2, i] д [i. 1] = д [2. 1] д [i, i] 
д2О д2О a2D д2О 

= д [1. 2] д [2, 1] д [1, 2] д [i, i] = - д [1, 1] д [2, 2] д [1, 2] д [i, iJ 
[по (7) § 1 гл. 1]. 

n д2D д2D 
~ д [1, i] д [2, 2] д [1, 1] д [2, i] 

a2D n д2О 
- д [1, l) д [2, 2] ~ д (1, 2] д [i, i] • 

{=1 {=1 

д2О 
Коэффициент д[I.1] д[2, 2J' по преДПО:IOiкению, отличен от нуля, 
и поэтому на него можно везде подеЛIlТЬ. Тогда соотношение (Ю) 
примет вид 

д2О n 

д [1, 1] д [2, 2] = ril ~ 
{=1 

д2D 11 д2D 

д [2, 2] д [i, i] + Y~1 ~ д [1, 1] д [i, i] 
{=1 

n д2D 
- 2rllr21 ~ д [1, 2) д [i, i] • 

{=1 

(11) 

Так как теперь 

aD n дD 
д8=-~ д[i,i] 

{=1 
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ТО эти формулы можно записать также следующим образом: 

a2D a2D a2D a2D 
• д [1, 1) д [2, 2) + r~l д [2, 2] д8 r~l д [1, 1) д8 - 2rllr21 д [1, 2] д8 О. 

(12) 

Из (12) выводятся следующие нормальные формы для коэффициен
тов Yil: 

a2D (8) • a2D (8) I Ot) 
д [1, 1] 8 [2, 2] . 8 [2, 2) д8 • 

(13) 

Остальные коэффщиенты даются формулой (9), ноторая теперь 
приобретает вид 

82D (8) a2D (8) 
д [1, 1] 8 [2, 2) ri1 = 8 [1, iJ д [2, 2] rl1' (14) 

Rоэффщиенты второй формы будем отличать от ноэффпциеитов 
первой формы штрихом сверху: 

r~l = О, j 
a2D (8) • a2D (8) Ю 

r'221= д [1, 1) д [2, 2) . д [1, 1) д8 • 
(15) 

Остальные ноэффпциенты У' определяются пз следующего урав
нения: 

82D (8) , a2D (8) , 
д[1, 1)д[2,2] ri1 = 8[1,1J8[2, i) f 21 • 

(16) 

Формы а и р, ноторые для краткости мы будем называть НОР1'Iаль
ными, в случае двойного корня вместе дают полное решение рас
С}Iатриваемой задачи. Соответствующие интегралы дифферен
циальных уравнений составляются совместно с интегралами для 
других норней фундаментального уравнения, нан сейчас мы это 
докажем. 

Сначала обратимся н другой форме уравнений (14) и (16). 
ДЛЯ квадратов ноэффщиентов у получим следующие симметрич
ные формулы: 

С л у чай а): 

"I'Tl 1 
(i = 1, 2, .. . ,n). (17) 

д2D(8) 
=- a2D (8) 

д [2, 2] 8 [i, i] д [2,2] д8 
Для случая Р): 

" 
"I'il (i = 1, 2, ... , n). (18) 

a2D(8) - д2а(8) 

д [1, 1] д [i, iJ д [1, 1] д8 
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Ортогональное преобразование (3) сохраняет каноническую форму 
дифференциальных уравнений. Поэтому вместо (1) имеем 

d8i д (Р) аУ. д (Р) (19) 
dt=~' (jГ=- д8. ' 

т. е., так как 

и отсюда 

8. = M i СОЗ (Sit + ~i), Y i = - Mi sin (Sit + ~.), 
где М. и ~! обозначают постоянные интегрирования. 

Уравнения (3) теперь примут следующий вид: 

~1 = Т11М1 соз (81е + ~1) + * + i1ЗМЗ СОВ (Вае + ~3) + ) 
+ ... + Т1ПМП СОВ (впе + ~n), I 

~. = * + Т •• М. соз (81t + ~.) + i.зМа СОВ (Вае + ~3) + 
+ ... + 12ПМПСОЗ (8nt + ~n), 

(20) 

~a = ТЗ1М 1 соз (81t + ~1) + 132М. соз (Slt + ~.) + } (21) 
+ 1ззМз соз (sзt + ~з) + ... + 1зпМп СОВ (8nt + ~n), 

~n = 1n1.LVJ1 СОЗ (Slt + ~1) + 1n2J1• соз (Slt + ~1) + J 
+ inзМз cos (sзt + ~3) + ... + 1ппМп соз (snt + ~n), 

где по (13) и (15) 
д2О 

--;-;.;-:;-;~ 12 -
д[2, 2] да ц- д[1,1]д[2,2] , 

д2D 2 _ _ д2D 
д [1, 1] да 121 - д [1, 1] д [2, 2)· 

Пусть теперь 
gll' g12' •.. , Qln, 

g21' g22' ••• , g2n' 

gnl' gn2' . . . , gnn 

какая-нибудь другая система коэффициентов, которая удовлетво
ряет уравнениям (4), так что 

(61) = ~gH 8i ,} 

(~.) = ~ g'i8 i' 

(22) 

также является решением дифференциальных уравнений. Тогда, 
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вследствие соотношений (14), (16) и (9), 

1il 1i2 ) gil = ~gll + fu g21' 

1il 1i2 
gi2 = 111 gll + -:r;- g22' 

(23) 

Таким образом, уравнения (22) могут быть записаны в следующей 
форме: 

n 

(Sl) = g11 (М1) COS [Slt +(~1H + g12 (М2) COS [Slt+(~2)] + ~ gl;E;, 
i=з 

(62) = g21 (.1/1) COS [Slt + (~1)] + g22 (М2) COS (Slt + (~2)J + ~g2;Sj, 

(6i) = ( 111 gll + 1i2 g21) (М1) COS [Slt + (~1)] + 
111 122 

+ ( 111 g12 + 1
Ti2 

gt.Z) (М2) COS [Slt + (~2)} + ~ gi.Ej. 
fu" ~ 1 

;=3 

Если теперь постоянные интегрирования М1, М2, ~1 И ~a В (21) 
определить так, чтобы 

g11 (М1) COS [Slt + (~д) + 112 (MJ COS [Slt + (~J] = 
= VIIM l COS (Slt + ~1) 

g21 (M1) COS [Slt + (~д) + g2Z (М2) COS [Slt + (~J) = 
= У22М2 COS (Slt + ~~) 

что всегда возможно, то, очевидно, получим 

откуда следует, что решения (21) образуют фундаментальную 
систему. 

'Указанные рассуждения существенно основываются на том, 
что определитель D имеет симметричную форму. Если одна из 
масс равна НУ:IЮ, то этот случай места не имеет, и поэтому воз
можно, что для малых планет, !,оторые расположены так, что 

уравнение (5) имеет кратные корни, время может входит и вне 
тригонометрических функций. Эти рассуждения для случая ДВУХ 
равных корней фундаментального уравнения приводятся в статье 
автора [39]. Мы отсылаем читателя по IJTOMY вопросу К статье 
А. Идмана (40) (см. ТaI<же § 12). 
21 ко Шарnье 
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§ t 1. Вековые возмущения M~JIых планет 

Под названием «малая планета» В небесной механике пони
мают тело, масса которого может быть положена равной нулю. 
Такое тело в своем движении lIспытывает влияние больших пла
нет, но не оказывает никакого влияния как на движение послед

них, так и на движение других малых планет системы. 

Если пользоваться каноничеСКИМlI Rоординатами Якоби, то, 
очевидно, можно начало системы координат для малой планеты 
поместить либо в центральном теле (Солнце), либо В центре масс 
системы, состоящей из Солнца и произвольного числа больших 
планет. Можно Т8I(же в качестве начала Iiоординат выбрать центр 
масс всей системы. 

Здесь элементам Пуанкаре, которые мы примеНlIМ при иссле
довании вековых возмущений малых планет, мы придадим не
сколько другое значение, отбросив множитель ~,пропорциональ
вый исчезающе малой массе планеты. Итак, положим 

Л = -Уа, л = l + ~, 
~ = r 2Л (1- V 1-e2jcosn, 

1') = - i 2Л (1- V 1- e2)sin Л, (1) 

р = у 2Л i 1 - е2 (1 - СО8 i) cos Q, 

q = - "V2Л У 1-е2 (1- cosi) sinQ, 

и получmI следующие дифференциальные уравнения: 

dЛ f дР 

Тt=TдГ' 
.а!; f дР 

Тt=TдtJ' (2) 
ар 1 дР 

Тt=ТдЧ' 

Если, в частности, речь идет о вековых возмущениях, то МОжно 
положить 

dЛ а').. д [Р] ) 
([г =0, Тt=-~ , 

f 

а!; _ д [Р] а1] _ д [Р) 
(3) dt -дfj Тt--д'Г 

ар = д [F] dq д [F] 
dt aq dt =-дjJ . I 
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rде приближенно, 

~ 1 n { 1 
[Р] = ~A2 + ум ~ kmi тАо(а, ai) + 

t=1 

1 ( ~2 + 1\2 ~~ + 1\1) 1 tti + 1\11. + ТВ1(а, а.) -~ + л. -тВв(а. ai) ум. 

_-1 В ( a)(p2 +q2 + p~+q: ) __ 1 В ( ) PPi+QQ.}. 
8 1 а,. А л. 4 1 а, а. V:ЛЛ. ' (3*) 

через М обозначена масса Солнца, а через ml' тв. . . . , mп
массы планет о Значения ~ и f.L зависят от выбора начала коор
динатной системы. 

Если положить 

О о, km. 
( ,z) = .. r В1 (а, а.), 4, МА . 

kmi 
[О, i]' .. r ~,...... В2 (а, at). 

4 , М ,АЛ. 

О о, kmi 
[ ,z] = .. r .. /ТА В1 (а, а.) 

4,М у АЛi 
(i = f, 2, о •• , n), 

(4) 

то дифференциальные уравнения дЛЯ S, '1'), р и q приобретают вид 
n n 

~; = '1') ~ (О, i)' - ~ [О, i]' '1')., I 
1=1 t=1 

~~ = - S ~ (О, i)' + ~ [О, i]' Si, 
(5) 

i=1 .=1 

:: = - q ~ (О, i)' + ~ 1 О, i l' Qi' I 
i=l .=1 

n n 

:~ = р ~ (О, i)' - ~ r О, i l' р •• 
• =1 1=1 

(5*) 

Величина А. имеет здесь значение А1 = Ущ, И далее имеем 

S. = V 2А. (f - 'Vf - е:) cos я., и т. д. 

ПривеДОJ!ные уравнения Moryт быть записаны в несколько более 
простой форме, если обе части уравнений разделить на (Ко Если 

2t-
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ввести обозначения 

I~T] = '/л, ~T = Y;:-2~(1;------:y7=;=1=-===:e:~} cos 11:, ~ е, cos 1I:r , 

1'1,] = i Л, fI, - - r 2 (1- r 1- e~) sin 11:, ~ - е, sin 11:" 

[Р,) = (л, Р, = у r 1-e~ (1- cosi,) cos Q, ~sin i,cos ат, 

rq,] = (л, q, = - Y'Y1-e:(1-cosir}sin Qт~-siпi,siпQr 
(r=O,1, ... ,n), 

где Л = ло, 6 = 60 и т. д., И далее 

• 1сm( 
В1 (а, ai), 

, 
(O,~) = у l 4л М 

О • km( 
В2 (а, ai) [ ,~] = 4ЛУМ ! (i = 1, 2, ... , n), 

то, очевидно, вместо (5) и (5*) получим уравнения 

d [t] n. n • 
---;гt = ['1] еl (О, ~) - еl [О, &] ['1i]' ] 

n n 
d ~~] = _ [~] ~ (О, i) + ~ [О, i] [~(] 

и (=1 (=1 

d И] = - [q] ~1 (О, i) + ~1 (О, i) [q(], ] 

dd~q] = [р] ~ (О, i) - ~ (О, i) [р(], 
(=1 (=1 

(6) 

(6*) 

(7) 

(7*) 

ноторые следует положить в основу вычисления веновых возму

щений. 
Здесь, нан и при вычислении веновых возмущений больших 

планет, можио воспользоваться двумя способами. В первом 
способе, становясь на точну зрения собственно теории возмуще
ний, подставим в правые части (7) и (7*) истинные значения эле
ментов, относящиеся н эпохе оснуляции, вследствие чего правые 

части примут постоянные значения, что непосредственно даст 

значения веновых изменений элементов. Второй способ состоит 
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в точном интегрировании уравнений. Оба метода успешно ис
пользуются также и для малых планет. Так как периоды веко
вых возмущений в этом случае намного Rороче, чем это было 
в случае больших планет, то выражения для возмущений, полу
чаемые при помощи первого метода, дают хорошее приближение 
к истинным значениям возмущений только на сравнительно 
коротких интервалах времени, и в связи с этим тригонометриче

ская форма возмущений может быть выгодна также с практиче
ской точки зрения. Поэтому мы рассмотрим только последний 
метод. 

Сначала запишем коэффициенты (О, i) и [О, i] в наиболее 
подходящей для численных расчетов форме. Имеем k }/ М пАЗ, 
где n - среднее движение малой планеты. Следовательно, 

(8) 

где аВ1 и аВ2 зависят только от отношения а к ai. Ранее мы вывели 
формулы, удобные для вычисления этих величин [(9) § 31. 

Из теории вековых возмущений больших планет выражения 
для Si, 'l'Ji, Pi П qi известны. В обозначениях § 9 имеем 

[Si] = M~i) соз (81t + ~1) + ... + M~) COS (8.",t + ~n), } 

['I')i] = - M~i) sin (81t + ~1)- ... - M~) sin (8nt + ~n), (9) 

и 

[Pt] = N~i) cos (a1t + (\) + ... + N~) соз (ant + 6п),} (9*) 

[qi] = - Nit ) sin (a1t + 61) - ••• - N~) sin (ant + 611)' 

Величины 81' 82' ••• , 8.", все были положительны, а величины 
0'1' 0'2' "', О'п - все отрицательны. Значения коэффициентов 
М и N, а также значения St, O'i, ~i И бt (i = 1, 2, ... , n) для пла
нетной системы были указаны в названном параграфе. 

Если подставить значения (9) и (9*) в (7) п (7*), то эти урав
нения примут следующую форму: 

.", 

d J;,] = -ь Ш + ~ Ercos (8rt + ~r), 
r=l I (10) 

.", 

d [~] ~. 
(lГ' = ь ['1')] + "'" Er sш (8rt + ~f)' 

f=l 
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и 

где 
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d [р] = - ь [q] - ~ Р, sin (ort + б,), 1 
dt ,=1 

n 

d1!J =b[P]-~1F,СОS(Оrt+бr), J 

n 
Ь= ~ (О, i), 

i=1 
n 

Е, = ~ [О, i] M~i), 
i=1 

" Р, = ~ (О, i) N~i). 
i=1 

Общее решение этих уравнений имеет вид 

n Е ) 

Ш = А cos (bt + В) + ~ Ь ' s cos (S,t + ~r)' \ 
'=1 r 

n Е 

['1'}] = - А sin (bt + В) - ~1 Ь ' а, sin (s,t + ~r), J 

1 
J 

n F 

[р] = с cos(-bt + D) + ~ tb +а cos(ort + б,), 
'=1 ' 

n }' 

[q] = -с sin(-bt + D) - ~ Ь+а sin (ort + б,). 
'=1 ' 

[ГЛ. VII 

(10*) 

(11) 

(12) 

( 1.2*) 

Здесь А, В, с, D обозначают постоянные интегрирования. 
Величииы: [О, i] и (О, i) зависят только от раССТОflНИfl пла

неты от Солнца. В силу (11) это имеет место также и ДЛJl величии 
Ь, Е, и Р,. Уравнения (12) показывают, что коэффициенты В ре
шении, за исключением первого члена, имеют определеииые зна

чения для любого расстояния до Солнца. Исследуем их поведе· 
ние более подробно при различных значениях этого расстояния-

Коэффициенты В• (а, at) согласно (8) § 2 определяются сле· 
дующей формулой: 
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ПО определению, они имеют конечные и положительные значения 
для любоrо а, за исключением а = at. При а = ai значения этих 
коэффициентов равны бесконечности. 

Отсюда следует, что Ь, Е,. и F,. при каждом значении а также 
конечны, за исключением значений а = аl' а = а2' .•. , а = аn, 
для которых эти величины становятся бесконечно большими. 
Если на оси абсцисс отложпть значения а, а на осп ординат -
соответствующие им значения велпчин Ь, Е,. или F,., то полученные 
таким образом кривые будут аСJDштотически приближаться 
с обеих сторон к прямым а = аl' а = а2, ... , а = an. 

Коэффициенты 

для этих расстояний получают конечные значения. Так как ве
личины Ь, Е,. и F,. становятся бесконечно большими одновре
менно, то получим 

Е 
1'т r _ M(i) 
1 --- ,., 

а-+а. Ь - В,. 
~ 

1
• Fr N(i) 
lmь--+ = r, 

a-+a
i 

13,. 

так что, в то время как большая полуось орбпты малой планеты 
стремится к большой полуоси большой планеты mi, выражения 
для вековых возмущениii элементов асимптотическп приближа
ются к следующим значениям: 

n 

]~] = А cos (Ы + В) + ~ M~i) cos (s"t + ~r), 
1'=1 

n 

[ТJ] = - А sin (bt + В) - ~ M~i) sin (s"t + ~,,), 
1'=1 

n 

[р] = С cos (-bt + D) + ~ N~i) cos (a,.t + б,,), 
1'=1 

n 

[q] = -Csin(-bt +D)- ~ Щi)sin(агt + бг), 
1'=1 

пли, если вспомнить выражения (9) и (9*), 

[~] = А соз (Ьt + В) + [~i], 
[ТJ] = -А sin (Ьt + В) + [ТJa, 
[р] =Ccos(-Ьt+D) + [Pi], 
[q] = -С sin (-Ьt + D) + [qt], 

то для упомянутых малых планет с точностью до произвольноrо 

члена А соз (Ьt + В), А sin (Ьt + В) и т. д. получим такие же 
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выражения ДЛЯ вековых возмущений элементов, как для боль
ших планет т~. 

Хотя для расстояний, которые совпадают с расстояниями 
больших планет, все коэффициенты в аналитичеСRИХ выражениях 
для вековых возмущений малых планет конечны, отсюда еще не 
вытекает, что орбиты мадых планет для таких значений следует 
считать устойчивыми. 

Нак будет показано, величина Ь в произвольном члене, кото
рая в среднем совпадает со значением среднего движения пери

гелия и ~редним значением попятного движения узла, будет для 
указанных расстояний бесконечно большой, и средние движения 
перигелия и узла неограниченно возрастают, если эти расстоя

ния стремятся друг к другу. Таким образом, можно представить, 
что имеет место разрушение таких планетных орбит, для которых 
благодаря быстрому движению перигелия и узла должно в СНО
ром времени произойти соударение с большой планетой или по 
крайней мере настолько тесное сближение с ней, что орбита 
малой планеты претерпит полное изменение. Само собой разу
меется, что при этом периодические возмущения также должны 

играть большую роль, или даже главную. 
Rоэффициенты в выражениях для вековых возмущений ста

новятся бесконечно большими, если расстояние от центрального 
тела имеет TaRoe значение, что Ь становится равным одной из 
величин s,. (r = 1, 2, ... , n) или-а,. (r = 1, 2, ... , n). Этот 
случай более подробно мы исследуем в следующем параграфе. 

Величины [О, i), (О, i) и Ь были затабулированы Нореном и 
Раабом [41). Из их таблиц мы извлечем сводку значений Ь для на
шей планетной системы. 

т аблп ца IV 

а I ь 

11 

а I ь 

I1 

а I ь 

1,60 32" ,681 2,60 49",319 3,60 158",086 
1,70 22,752 2,70 54,744 3,70 182,125 
1,80 23,094 2,80 60,864 3,80 211,477 
1,90 24,816 2,90 67,797 3,90 247,832 
2,00 27,114 3,00 75,692 4,00 293,620 
2,10 29,814 3,10 84,734 4,10 352,416 
2,20 32,882 3,20 95,160 4,20 429,665 
2,30 36,327 3,30 107,263 4,30 533,994 
2,40 40,1.80 3,40 121.,42:> 
2,50 44,490 3,50 138,146 
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Подставим В (12) и (12*) значения 

[~] = е соз,,;, [р] = sin i соз Q, 
[,,] = - е sin,,;, [q] = - sin i sin Q, 

и воспользуемся обозначениями 

тогда 

и 

Е, 
G'=b--' -8 

' .. 
есозп = А соз (bt + В) + ~ G, соз (s,t + ~,), } 
е sin,,; = А s,in (Ы + В) + ~ G, sin (s,t + ~,), (13) 

sinicosQ = с соз (-Ы + D) + ~Н,соз (a,t + сч, } 
sin i sin Q = С sJ.n (- bt + D) + 11 Н, sin (a,t + ~,). (13*) 

Постоянные ИНгрирования А, В, С, D определим следующим 
образом. Полагая t = О, получим уравнения 

а также 

А соз В = ео COS";o - ~ G, cos ~" } (14) 
А sin В = ео sin ";0 - ~ G, sin ~" 

с cosD = sin iocos Qo - ~II, соз~" } 
С sin D = sin io sin Qo - ~H, sin~" 

(14*) 

где ео, ";0' io и Qo обозначают значения элементов малой планеты 
для t = О. 

Теперь, как легко обнаружить, величины G, и Н, будут в об
щем того же самого порядка, как эксцентриситеты и наклонно

сти больших планет. Далее из (14) и (14*) следует, что А и С 
имеют порядок эксцентриситета и наклонности малой планеты. 
Так как последние В среднем заметно больше соответствующих 
величин для больших планет, то отсюда следует, что для большей 
части планет А и С больше, чем G, и Н,, а более подробное ис
следование показывает, что для многих малых планет справед

ливы неравенства 

I А I > 1: I G, 1, 
IICI>1: IH,I. 

(15) 

(15*) 

Отсюда можно получить интересные следствия. Если выпол
няются неравенства (15) и (15*), то из анализа § 6 известно, ЧТО,,; 
должно обладать средним движением Ь, а Q - средним движе
нием - Ь. Среднее движение перигеЛIIЯ малой планеты и среднее 
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движение узла на неИ3?>fеняемой плоскости суть величины, рав
ные Ь. Среднее движение перигелия прямое, а среднее движение 
узла - обратное. 

Так как по (14) и (14*) коэффициенты А п С можно выбрать 
положительными, то будут иметь место уравнения 

n = ьt + В + Р1 , 
Q = -Ьt +D +Р2, 

где P1 и P'l, обозначают периодические члены, которые численно 
меньше 900. 

Если не принимать во внимание астероид (433) Эрот, орбита 
которого расположена внутри орбиты Марса, то известные асте
роиды находятся на расстояниях от 1,95 а. е. до 4,30 а. е. от 
Солнца *). Самая внутренняя планета - (434) Венгрия, большая 
полуось которой а равна 1,946, и самая внешняя малая планета 
(279) Туле с а = 4,263. Поэтому из табл. IV находим, что Ь лежит 
между 25~82 и 488)6. Следовательно, в основном средние дви
женпя перигелия и узла для малых планет значительно больше, 
чем соответствующие значения для больших планет. Из табл. 
IV очевидно, что Ь прпнимает наименьшее значение между Юпи
тером и Марсом. МИПlIМум имеет место прп а = 1,73 а. е. и со-

ставляет 22~55. 
Иначе ведут себя те планеты, для I\ОТОРЫХ неравенство (15) 

или (15*) не выполняется. Если, в частности, одна из величин 
Gr, Сl\ажем, G" I\Оторая обозначает максимальный коэффициент 
в большей части области, будет по своему числовому значению 
больше суммы абсолютных величин остальных коэффициентов, 
включая и А, так что 

IG,I >А + ~'IGrl, (16) 

то по § 6 перигелшl должен обладать средним движением, рав
ным 87' Тогда, как говорят, имеет место либраЦIIЯ между малой 
планетой и Юпитером. Имеем, далее, 

n = 8;t + ~7 + Рз 
или 

n = 8,t + ~7 + Р4 + 1800, 

(16*) 

(16**) 

где РЗ и Р4 суть периодические фУНКЦIIИ, меньшие 900, причем 
формула (16*) справедлива при G7 > О, а формула (16**), на
оборот, при отрицательных значениях G7 • Из § 9 известно, что 

*) к пастоящему вре)lени область средних расстояний расmирилась. 
(ПРUlll. пере,.) 



.§ 11) ВЕНОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ МАЛЫХ ПЛАНЕТ 

для Юпитера имеет место уравнение *) 

лv = S7t + ~7 + Р6' 

331 

и, следовательно, среднее положение периге.'1ПЯ малой планеты 
для всех значений времени будет совпадать со средним положе
нием перигелия Юпитера, если G7 ПОЛОiкительно, и наоборот, 
среднее положение перигелия малой планеты будет совпадать 
со средним положением афелия Юпитера, еслп G7 имеет отри
цательное значение. Для всех известных к настоящему времени 
малых планет, за ИСRлючением, вероятно, ТОЛЬRО (433) Эрот, 
G7 положительно. 

Для малых планет, расположенных достаточно БЛИЗRО к Марсу, 
при некоторых УСЛОВIIЯХ может IIMeTb место также либрацпя 
с Сатурном, представляющая собой для небесной механики заме
чательный случай. 

Подобные рассуждения справеДЛIIВЫ и ОТНОСIIТельно среднего 
движения узла. Как уже известно из § 9, IIМeeT место либрация 
в узле для Юпитера и Сатурна. Это либрационное движение 
может иметь место и для малых планет. Мы исследуем этот слу
чай в следующем параграфе. 

Из выполненного автором анализа [42], к которому мы сейчас 
перейдем, следует ожидать либрацию в перигеШIIl (с Юпитером) 
для следующих планет: 

(40) Гармопия 
(117) Ломия 
(147) Протогенея 
(189) Фтия 
(196) Филомела 
(205) Марта 

(215) 
(286) 
(292) 
(300) 
(338) 
(357) 

Энона 
Иклея 
ЛЮДОВИRа 
Геральдина 
Будроза 
Нинпна 

Не исключено, что либрация имеет место также п для некоторых 
других планет. Для выяснения того, нак обстоит дело с ука
занными планетами, необходIIМО вычислить коэффициенты 
G1, G2 , ••• , аn (табл. V) и постоянные интегрпрования А иВ. 
Для этой цели можно воспользоваться таблицами Ньюкома [43]. 
HaxoдIIМ, что Rоэффициенты G6 , G7 , Св наибольшие. Если пре
небречь остальными Iюэффициеитами, то для названных планет 
получим значения для Go, G7, GB, кроме того, по (14) вычисляем 
постоянные интегрирования А и В (см. табл. Vr). 

Находим, что дЛЯ ЭТIIХ планет ноэффициент G7 больше А, 
а также больше и всех других Rоэффициентов. Для трех астерои
дов (147) Протогенея, (189) Фтия и (205) Марта G7 больше суммы 
других Rоэффициентов. Следовательно, эти три планеты обладают 

*) Под Р, (i = 1,2, ... ) мы понимаем периодическуюфувкцию, численно 
меньшую 900. 
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а I G, I G. I а. 

2,2 +0,000079 -0,000 162 +0,000352 
2,3 +0,000052 -0,000109 +0,000209 
2,4 +0,000033 -0,000073 +0,000131 
2,5 +0,000020 -0,000050 +0,000085 
2,6 +0,000011 -0,000034 +0,000056 
2,7 +0,000004 -0,000022 +0,000038 
2,8 -0,000001 -0,000014 +0,000026 
2,9 -0,000004 -0,000008 +0,000018 
3,0 -0,000007 -0,000004 +0,000012 
3,1 -0,000009 ±О,ОООООО +0,000008 
3,2 -0,000011 +0,000002 +0,000006 

а 

I 
G. I а. I а, 

2,2 +0,000049 +0,001679 +0,024174 
2,3 +0,000051 +0,001741 +0,024960 
2,4 +0,000053 +0,001802 +0,025743 
2,5 +0,000055 +0,001862 +0,026523 
2,6 +0,000057 +0,001922 +0,027299 
2,7 +0,000059 +0,001980 +0,028070 
2,8 +0,000061 +0,002038 +0,028837 
2,9 +0,000063 +0,002096 +0,029 ;)98 
3,0 +0,000065 +0,002153 +0,030355 
3,1 +0,000067 +0,002209 +0,031107 
3,2 +0,000069 +0,002265 +0,031854 

, 

I 

[ГЛ. VII 

Таблица V 

а. 

-0,000597 
-0,000343 
-0,000203 
-0,000126 
-0,000081 
-0,000054 
-0,000037 
-0,000025 
-0,000017 
-0,000012 
-0,000008 

а, 

+0,023044 
+0,019984 
+0,018043 
+0,016735 
+0,015817 
+0,015162 
+0,014688 
+0,014346 
+0,014104 
+0,01393> 
+0,013831 

либрацией В долготе перигелия, т. е. долготы перигелиев этих 
трех планет никогда не отклоняются больше чем на 900 от долготы 
перигелия Юпитера. Здесь среднее движенпе перигелия равно 
87 или 37717, в то время как для других планет, которые нахо
дятся на том же расстоянии от Солнца, среднее движение равно 
Ь и, стало быть, значительно больше. Что касается остальных 
из указанных планет, то значения среДНIIХ ДВIIжений их периге
лиев, если таковые вообще существуют, предварительно следует 
считать неизвестными. Во всяком случае ОIШ не совпадают с Ь. 



§ 12J ВЕКОВЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ МАЛЫХ ПЛАНЕТ (ПРОДОЛЖЕНИЕ) 333 

Таблица VI 

I ер I n I а I а. 

(40) Гармония 28,67 00,90 2,267 +0,00172 
(117) Ломпя ••. . . 1,53 38,19 2,993 +0,00215 
(147) Протогенеа 2,04 13,98 3,136 +0,00223 
(189) Фтия .. 2,07 9,40 2,452 +0,00183 
(196) Филомела 1,18 -48,78 3,116 +0,00221 

. (205) Марта • • 1,92 24,58 2,780 +0,00203 
(215) Знона . • 2,02 -20,70 2,766 +0,00202 
(286) Имея . . 0,71 26,60 3,196 +0,00226 
(292) ЛJOдовпка 1,61 -29,13 2,530 +0,00188 
(300) Геральдина 2,44 -34,73 3,209 +0,00227 
(338) Будроза • . 1,21 35,04 2,913 +0,00210 

I а, I G. I А I ь 

(40) Гармония +0,02470 +0,02083 +0,01292 37",08 
(117) Ломия ••. +0,03030 +0,01412 +0,01729 74,93 
(147) Протогенея +0,03137 +0,01389 +0,00380 88,10 
(189) Фтпя .. +0,02615 +0,01730 +0,00350 42,27 
(196) Фпломела +0,03123 +0,01392 +0,02477 86,11 
(205) Марта • • +0,02868 +0,01477 +0,01151 59,44 
(215) Знона . • +0,02858 +0,01483 +0,01545 58,56 
(286) lIклеа . • +0,03182 +0,01383 +0,02548 94,50 
(292) ЛJOДОВIIRа +0,02676 +0,01643 +0,01702 45,78 
(300) Гераль;щва +0,03193 +0,01382 +0,02971 95,94 
(338) Будроза • . +0,02970 +0,01431 +0,01943 68,61 

§ 12. Вековые ВО3;\lущеНИJl малых планет (продолжение) 

ВЬШIе мы уже обратили внимание на то, что коэффициенты Gr 
становятся бесконечными, когда расстояние от Солнца имеет 
такое значение, что для него величина Ь будет равна 8r; точно 
так же Hr будет бесконечной, если Ь будет равно -(Jr. Мы устано
вили, что между Марсом и Юпитером Ь принимает минимальное 
значение Ьm = 22:55. Так KaI( 87 равно 22:46, и никакое из 8r 
не принимает большего значения, то коэффициенты Gr между 



334 ТЕОРИЯ ВЕКОВЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ [ГЛ. VII 

Марсом и Юпитером никогда не могут стать бесконечно боль
шими. С членами в наклонности дело обстоит иначе. Здесь 
(17 = - 25:93, и, стало быть, численно больше Ьт • Знаменатель 
в Н7 может, следовательно, обратиться в нуль, и, как следует 
из результатов Норена и Рааба [41], это имеет место, когда рас
стояние от Солнца равно 1,951 а. е. 

Такое расстояние, для которого знаменатель в коэффициенте 
Н,. или G,. уничтожается, назовем критичеСI<ИМ. Если бы в воз
мущающей фУНКЦИII рассматривались только члены второго 
порядка. то получили бы результат, что для этих критических 
расстояний BeIioBble возмущения становятся бесконечно боль
шшш. 

Дело обстоит иначе, если в возмущающей фующии учитывают
ся члены ВЫСШIlХ порядков. Ниже покажем, что для этих 
критических раССТОЯНIIЙ вековые возмущеНIIЯ имеют конечные 
значения. Однако вместе с тем обнаруживаем, что критическое 
расстояние является особой точкой, в окрестности которой воз
мущения не возрастают неограниченно, но все же MOl"YT прини

мать весьма большие значения. где, кроме того. коэффициенты 
Н,. СIiачком изменяют свои значения с отрицательных на поло
жительные. 

Если принимать во внимание члены третьего порядка и по
ложить 

x=tg~sinQ, } 
у = tg lCOsQ, 

то получим следующие дифференциальные уравнения: 

~: +y[b-с (х! + у2)] = ~F8соs(аst+бs), I 
~~ -х[Ь-с(х2 +у2)]= -~Fssiп(аst+б8)' , 

причем здесь 

(1) 

(2) 

(2*) 

где bS~) и b~J! суть коэффициенты Лапласа, которые определяются 
следующшш разложениямп в ряды: 

ar8 (а2 - 2aai cos q> + ar Г8 = ~ b~O) + b~l) СОЗ q> + b~2) cos 2q> + ... 
Нет необходимости находить общее решение (2). Достаточно 

рассмотреть поведение решения в окрестности критического 

расстояния, и для этой цели нужно найти только частное реше-
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ние, которое при с = О совпадает с выражением (12*) предыду
щего параграфа. 

Если через (J обозначить ту величину, которая обусловли
вает критический член в решении, то достаточно рассмотреть 
следующие уравненпя: 

~~ + у [Ь- с (х2 + у2)] = Рсов (at + 6), ) 

~~ - х [Ь - с (х2 + у2)] = - F sin (at + 6). 

Оче1'ИДНО, что эти уравнения допускают частное решение 

х = к sin (at + 6), } 

у = к сов (at + 6), 

(3) 

(4) 

и здесь на коэффициент К можно наложить условие, что он дол
жен непрерывно стремиться к предельному значению F : (Ь + а), 
когда с стремится к нулю. 

Из обоих уравненпй (3) мы получим одно и то же уравнение 
дЛЯ К, а именно: 

аК + к (Ь - сК2) = F. (5) 

величииы N, с 11 F суть известные фующии от расстояния малой 
планеты до Солнца. 

Для такого значения расстояния а, при котором 

(J + Ь = О, 
т. е. в точке, которая названа КрИТIIчеСRоii, из (5) получим 

УУ К=- - с • (6) 

Видим, что в этой точки К имеет конечное и определенное зпа
чение. 

Однако здесь нет необходимости искать особую точку. Вернее' 
сказать, она получается, когда а имеет такое значение, что урав

нение (5) обладает двойным корнем. Если положить 

Ь-!..а 
~=x, 

F 
--=л 

2с ' 

то уравнение для определения К п.римет вид 

К3 - 3хК - 2л = О. 

Последнее уравнение имеет двойной корень, еСЛII л2 = х3• 

(7*) 

(7) 
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Обозначим через ао значение а, для которого вьшолняется 
это уравнение. Если теперь а> ао, то ,,3> ')..2, И все корни (7) 
суть действительныe и различные. Если, наоборот, а < ао, то 
х8 < ')..., И уравнение (7) имеет только один действительный корень. 

Теперь установим, что один из трех действительных корней 
в предыдущем случае стремится к F : (Ь -1- о), когда с стремится 
к нулю. 

Три корня даются формулой 

К = 2 ух соз в +з2рп (р = О, 1, 2), (8) 
где 

А 
созе = ух8 • (8*) 

Если через ео обозначить наименьшее положительное значение, 
которое получается для е из уравнения (8*), то для корней К1, 
К2 и Кз имеем значения 

К 1 = 2 ух cos ~ , 

К2 = 2 ~ cos ( ~ + 1200) , 

КЗ = 2 ух cos ( ~o + 2400). 

Так как знак F может быть выбран произвольно, то всегда мож
но предполагать, что во < 900. 

Рассмотрим теперь значения этих корней при нулевом значе
нии с. Из формул для х и').. следует, что cos в равен нулю, если с 
принимает нулевое значение, и для малых значений с имеем 

во = 900 - I vc. 
где / обозначает положительную и конечную величину. 

Далее следует, что при с, стремящемся к нулю, К1 И К2 не
ограниченно возрастают, и что 

limКз = ь+Р • 
С-+О а 

Итак, для представления величины К при а > ао нужно выбрать 
корень Кз. В то время как а стремится к значению ао, во стремится 
к нулевому значению, а КЗ приближается к предельному зна· 

чению - ух или, что то же самое, к -.yrr. 
Если, наоборот, рассматривать единственный действитель

ный корень, удовлетворяющий при а < ао уравнению (7), то 
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д:ш него имеем значение 

К = [л + Ул=-=2-_-х-::!з]1/1 + [л - Jfл2 _ хз ]1/1 • 

В частности, при а = ао (1.,2 = х3) получаем 

_3;-
К = 2у л. 

(9) 

Итаl\, в Оl\рестностп особоii точки ао I\оэффициент К обладает 
слеДУЮЩlIМ замечатеЛЬНЫl\I свойством: 

Д.ля а < ао !\оэффпциент[( пмеет значение (9), которое при а=ао 
_3;--

переходит в К = 2r л; Б то время как а переходит через значение 
ао, К меняет знак н, I{POMO того, уменьшается вдвое. Для а :> ао 
коэффициент К определяется фОРМУJIОЙ 

К = 2 ух cos(~ + 2400), (10) 

где через в обозначен наименьший ПОЛОiНптел:ьныП: угол, 
удовлетворяет уравнению 

f "F 
cose = J Х3' 

которътП: 

(10*) 

Таl\ИМ образом, I\ОЭффlщиент К в особой точке терпит разрыв 
(непрерывности). 

Чтобы применить эти результаты к планетпой системе, нужно 
найти числовые значения величин F, Ь и С. ИЗ таблицы НЬЮl\ома 
имеем для F 7 следующие значеНIIЯ: 

ТаБЛllца \'JI 

а I Р, 

\\ 
а 

I 
Р, I 

2,2 -0",1753 2,8 -0,3456 
2,4 -о ,2\92 3,0 -О,420!:! 

2,6 -о ,2733 3,2 -0,!':i167 

Здесь мы выбрали для F отрицательный знак, чтобы получить 
положительное значение л. 

Особая точка, как мы скоро обнаружим, находится на рас
стоянии ао = 2,05. Из табл. УН находим, что без заметной ошиб
ки можно положить F = - o~ 15, и это значение было исполь
зовано при ВЫIJислении хил. Были приняты во внимание толыю 
возмущения от Юпитера и Сатурна и были получены значения 
Ь и с в окрестности особой точки (табл. VIII). 

22 к. ШаРJIЬе 
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т а б n и Ц а VIII 

а I ь I с I Ь+о. 

1,821 21",54 21",58 -4",39 
1,873 22 ,80 23 ,61 -3 ,13 
1,925 24 ,15 26 ,04 -1 ,78 
1,977 25 ,54 28 ,61 -о ,3() 
2,029 27 ,00 31 ,3() +1 ,07 
2,081 28 ,52 34 ,41 +2 ,59 
2,131 30 ,10 37 ,67 +4 ,17 
2,183 31 ,76 41 ,17 +5 ,83 

Здесь а7 принято равным -25~93. 
При а = 1,99 а. е. по.'1уqае~[ Ь + а7 = О. Это ЮIС'ПНО то рас

стояние, о котором Леверье писал [44]: «Между Юпитеро?! и 
Солнцем имеется место, характеризующееся тем, что если туда 
попадет малая планета, которая движется по орБIlте с :!>Iалой 
наклонностью, то она удалится от своей первоначальной орбиты 
и приобретет большую наклонность относительно ПЛОС1<ОСТИ 
орбиты Юпитера вследствие возмущений от последнего II воз
мущеНПII от СаТУрНа». Если учесть члены третьего ПОРЯДl,8, то 
это утвер;кдение изменится, ПОС1<ОЛЬКУ, во-первых, рассматри

ваемая точиа будет лежать неСIiОЛЫЮ дальше от Солнца (мы най
дем, что особой ТОЧJ(е будет соответствовать ао = 2,05 а. е.), 
во-вторых, изменения наклонности будут лежать в довольно 
У3IШХ проделах. Для х п л получим значения, приведенные 
в табл. IX. 

Таб:Iпца IX 

а 

I 
х I л I л'-х' I 

1,821 -0,0678 +О,ООЗ'.8 +0,0003 239 
1,873 -0,0442 +0,00318 +0,0000 964 
1,925 -0,0228 +0,00288 +0,0000 201 
1,977 -0,0045 +0,00262 +0,0000 070 
2,029 +0,0114 +0,00239 +0,0000 042 
2,081 +0,0251 +0,00218 -0,0000 110 
2,131 +0,0367 +0,00199 -0,0000 463 
2,183 +0,0472 +0,00182 -0,0001 019 
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Табnица Х 

(j I J(. I ](, I J(. 

1,821 -i-0,0340 
1,873 +0,0472 
1,925 +0,0774 
1,977 +0,1470 
2,029 +0,2334 
2,081 -0,0610 +0,2997 -0,2388 
2,13t -0,0364 +0,3493 -0,3130 
2,183 -0,0258 +0,3877 -0,3627 

Положение особой точки непосредственно 
следнего столбца таблицы. Соответствующее 

находится из по

значение а будет 
ао = 2,0!> а. е. Находпм, что эта 
точка не совпадает с I\рптичеСI{ОЙ, 
хотя и мало удалена от нее. Зна
чения К. соответствующие особой 
ТОЧI<е а О, суть 

К = - 0,1326 п К = + 0,26!>2. 

IIоследнее значение соответствует 

наклонностп В 1(8, еСЛlI перво
начальная наклонность планетной 
орбиты равна нулю. 

Значеппя К В окрестности осо
бой ТОЧIШ В соответствии с фор
мулами (9) и (10) приведены R 

табл. х. 
На рис. 23 приводится графИI\, 

который дает ясное представление 
о Xapal\Tepe решений В окрестно
сти особой точки. 

8,40 

D,90 

0,20 

0,10 

-0,10 

-0,20 

-D,JIJ 

-0,40 

~ ::;; 

J ~ 
~ I 

~ ::;:; 

/~ 
.-" [ 

00 ~ 

I,IJO /,90 ~ 

Просматривая список малых 
планет, находим два астероида, 

которые лежат в окрестности этоii 
особой точки. Первая из них -
весьма интересная планета Рис. 23. 
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(434) Венгрия, находящ!.tяся на рас-
стоянии а = 1,946 а. е. от Солнца, а с другой стороны от особой 
ТОЧI\И находится планета 1893 С, которая обладает круговыии 
элементами и которая после своего открытия более никогда не 
наблюдалась. 
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Пример. Применим приведенные рассуждения к планете 
(434) ВеlIгрпя, учитывая при этом только влияние планет Юпи
тера и Сатурна. Если взять только три члена, то вековые воз
мущения от Юпитера II Сатурна будут согласно § 9 выражаТI,СЯ 
CJIеДУЮЩИМII формулами: 

'4: sin i~ соз Q~ = 0,001199 cos (-O:6617t + 20031') + 
+ 0,000879 cos (-2:9'161t + 133056') + 

+ 0,006301 соз (-25':9346t + 306019'), 

tz: sin i~I соз Q ~I = 0,001158 cos (-0:6617t + 20031') -
- 0,000718 соз (-2:9161t + 133056')-

- 0,015693 соз (-25:9346t + 306019'). 

Далее, отсюда вычисляем значеНIIЯ Р5 , Ра п p~. Они, в соответ
ствии с (11) § 11, даются формулой 

Fr = ~ (О, i) N~i). 

Для коэффпциентов (О, i) 113 таБЛIlЦ Норена 11 Рааба (а = 1,9466) 
получим значения 

(0,5) = 23:765, (0,6) = 0:9382 
и отсюда 

РЬ = 0:0296, РО = 0'0202, Р7 = 0;1350, 

так что дифференциальные уравнения (2) запишутся в Та/,ом 
виде: . ) 
dt + у [Ь - с(х2+ у2») = 0",029б cos (-0",6G17t + 20031') + I 

+ 0",0202 cos (- 2",9161t + 133056') - 1 
- 0",1350cos (- 25",934Gt + 126019'), 

~~ + х [Ь- с(х2+у2») = -0",0296sin (-0",GG17t+20031')-1 
- 0",0202 sin (- 2",916Н + 13305(1') + 

(11) 

+ 0",1350sin(-25",934Gt + 126019'). J 

Здесь, чтобы получить для л положительное значение, изменен 
знак последнего члена и одновременно уменьшен аргумент на 

1800. Без большой ошибки значение с можно взять 113 приведен
ных табшщ. В этом случае получаем: с = 27714. Небо.'1ьшие ошиб
ки в Ь СIlЛьНО сказываются на результате, и поэтому эту веЛIIЧИНУ 
лучше ВЫЧJlСЛИТЬ по точноiI формуле 

8 

Ь = ~ (О, i), 
(=1 
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учитывающей также влияние остальных планет, из RОИХ Марс и 
Земля дают в Ь заметные поправки. Получаем (0,4) = 0~43 и 
(0,3) = 0"51. 'Учитывая все планеты, из таблиц Норена и Рааба· 
[41] полУчаем ь = 25~834. 

Если при интегрировании уравнений (11) пренебречь чл&
на~1И третьего порядка, то решенпе выразится в следующем виде: 

tg isin Q = С sin(-bt +D) + ) 
+0,00118 sin (-0:6617t + 20031') + I 
+ 0,00088 sin ( -2:9161t + 133056')+ t (12) 
+К Sill (-25~9346t + 126019'), 

tg i cos Q = С cos (- bt + D) + ... , J 

где к = +1,350, и в наклонности получим Rозмущение, ноторое 
составляет более 530. Тю, I<aK различие в Ь и -(17 составляет 
всего лишь 0')00, то этот результат следует раССltlатрпвать как 
совершенно иллюзорный. 

Обозначим через К истинное значение Rоэффициента в послед
нем члене в выражении (12); согласно (7) имеем 

КЗ - 3хК - 21. = о. 

Из (7*) для х 11 Л. получим значения х = -·0,001228; 
л. = 0,002487. 

Тан кан 1.2 больше хЗ , то уравнение для К имеет один действи
тельный норень, который можно вычислить при помощи (9). 

Так как в этом случае х весьма мало, то для вычисления 

достаточно воспользоваться формулой 

38_ 

K=~=-il~ . 
Это дает значение К = +0,1707, которое почти в восемь раз 
меньше значения, полученного из членов первого ПОРЯДI<а. 

Остается еще упомянуть об определении постоянных инте
грировапия С и D. Из таблиц Псиландера [45] элементов малых 
планет, отнесенных к неизменяемой плоскости, получаем 

где долгота узла отнесена к ЭRлиптике 11 равноденствию 1900,0. 
Величины Стокуелла относятся к эпохе и равноденствию 1850,0, 
и поэтому в (12) нужно подставить t = 50. Находим 

с = + 0,3283, D = 2030,16 
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и для малой планеты (4.'34) Венгрия, пренебрегая членами с мно
жителями 0,00118 и 0,00086, будем иметь 

tg i sin Q = 0,3289 sin (-25:834t + 202:53) + 
+ 0,1707 sin (-25:935t + 125:97), 

tg i соз Q == 0,3289 соз (-25:834t + 202:53) + 
+ 0,1707 cos (-25':935t + 125:97). 

Итак, для этой планеты либрации с Юпитером и Сатурном пет. 
f.[аклонность изменяется В пределах: 

наименьшее значение наклонности 9° tO, 
наибольшее)) » 21)°.0. 



ГЛАВА VHT 

ПЕРИОJ-l,ИЧЕСl\ИЕ РЕШЕНИЯ 

§ 1. Точные решения задачи трех тел 

Хотя общее решение задачи трех тел до сих пор получить не 
удалось, тем не менее уже давно известны точные конфигурации 
трех тел, для которых MOГ~'T быть получены решения. Эти реше
ния, которые нашел ЛаграНiR в одном 1IЗ своих прекрасных 
сочинений [46], на первый взгляд каiКУТСЯ имеЮЩИ:'IИ толы{о 
теоретическое значение *). Различные исследования ПОI.азаЛII, 
что онн представляют весьма большой интерес для общей задачп, 
и что они, вероятно, находятся в тесной СВЯЗ1l с существеННЫМ1I 
особенностями общего решения. Эти лаграюкевы решения являют
ся ПОРОiRдающими для одного сорта периодичеСI\ИХ решений зада
ЧIl трех тел 11 сами они могут быть рассматриваеиы I"aY, простей
шие периодические решения этоii задачи. Поэтому настоящую гла
ву !I[bl начнеl\I с указанных точных решений задаЧII трех тел. 

При выводе лаграижевых решений ~IЫ будем следовать методу, 
данному Лапласом в его «НебеСНОli M~xaHHKe», Т. IV. Правда, 
он слабее методов Лагранжа, посI\олы\y отчастп связап с гео
метрпческими рассуждониями. Но именно благодаря этому он 
выявляет l'<Iеханическую природу этих решеНJI1I, II позднее нам 
представится случай аналитическим путем вновь установпть 
особые ТОЧIШ, соответствующие лагранжевым реmеНIlЯМ. 

Лаплас псходит из замечания о том, что точные н простые 
решения задачи n тел удается установить при слеДУЮЩllХ условп
ях. Предполагая, что n тел в начальный момент расположены 
в П:IОСI\ОСТИ так, что равнодействующая ПРИЛОiКенных 1\ I\аждой 
массе сил проходит через общий центр масс G и полагая, что эти 
равнодействующие по своей веЛIIчине пропорциональны расстоя
нию от G, очевидно, получим, что массы всегда будут оставаться 
в одних 11 тех же взаимных положениях, ес;r:ш вся система будет 
вращаться вокруг G с такой угловой СI\ОРОСТЬЮ, что соответствую
щая вращению центробежная сила будет равна упоминавmейся 
равнодействующей. 

*) Сам Лаrранж пишет [46]: «cetterecherche n'cst На vcrite quedepure 
curiosite •. 
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Из геометрических рассуждений, которые будут разНlIТЫ 
ниже, находим, что подобное равновесное состояние IIмеет место, 
когда начальные скорости масс наклонены к прямой, соединяю
щей массы с центром I1нерЦШf, под одним и тем же углом II 110 

m 
веmfЧине пропорциональпы раССТОЯНlIЮ 

дО G. Конфигурация масс в этом слу
чае оста~тся неизменной, нзменяются 
только ее размеры. Возшшает вопрос, 
I\aROe неоБХОдIlМО для этого располо
;r,eIше масс? 

m.""""----:---.....::::::::;~ Мы преДПОЛОЖIlМ, что имеются три 
m" тела с массами т, т', т". Их прямо

угольные КООрДJlнаты в системе коорди

нат с началом в G суть х, у; х', у'; х", 
у". Их расстояния от G обозначим че-

Рис. 24. 

рез r, r' и r", а их взаимные расстояния через s, s' 11 s", тю, 
'rTo 

s - расстояние между т' и т", 
~» » nfи т, 

s"» » т 11 т'. 

Предположим таю-ке, что тела притягиваются с силоii q> (s), I\OTO

рая является функцией от взаимного расстояния s. Пусть про
еIЩИИ ускорений на ось Х суть Х, Х' и Х"; тогда 

Х = т' ер ;~") (х' - х) + т" ер ~~') (х" - х), ) 
I 

Х' = т"'ер ;1) (х" - х') + т ер ~~") (х - х'), ~ (1) 

Х = т ер ~~') (х - х") + т' ер ~B) (х' - х"), J 

и аналогичные выражения ПОЛУЧИl\I для проеRЦИЙ ускорений на 
ось У. 

ЕСЛIl равподействующие сил, деЙСТВУЮЩIlХ на т, т' 11 т". 
проходят через начало I,оординат, то 

Х = Кх, У = Ку, ) 
Х' = К'х', У' = К'у', 
Х"= К"х", У" = К"у". J 

(2) 

Модули равнодействующих соответственно равны 

К 11 х2 + у2, К' ух'2 + у'2, К" 11 х"2 + у"2, 
И если они предполагаются пропорционаЛЬНЫМII расстояниям от 
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G, ТО ДОЛЖНО быть 

к = К' = К", (2*) 

что, впрочем, BblTeI,aeT 113 свопства центра инерЦПII. Уравнение 
(1) дает 

mх + m'х' + т"х" = О, (3) 

что следует И3 cBoiIcTBa цент ра lI1асс. 
Если 113 первого И3 уравнеНIIЙ (1) ПрII ПО}lOщи (3) ИСБ;rючить 

х", то, учитывая (2), получим 

- Кх = х [ т' q> ~~") + (т + т") q> ~~') ] + т' х' [q> ~~') - q> ~~.)J . (4) 

Для координаты у ПОЛУЧIШ аналогичное уравнение 

- Ку = у [т' q> ~~") + (т + т") q> ~~) J + m,y,[q> ~~') - q> ~:")J. (4*) 

Из этих ypaBHeHlIil C.ТJ:eдyeT, что 

х: х' = у: у', 

если не будут Шlеть место равенства 

q> (.~') _ <р(8") _ О 
а' 811 - , 

а также 

т' q> (8") + (т + т") q> (8') = О 
8" 8" 

которые выполняются одновременно. 

(5) 

(6) 

(6*) 

Сначала рассмотрим СЛУtIаii, в БОТОРОМ имеет место соотно· 
тенпе (6). ОНО удовлетворяется, если 

отиуда по (4) 

, " s = S, 

-К = (т + т' + т") <p(~') • 
8 

(7) 

Остальные уравнеНIIЯ (1) дают то же самое значение для К в пред
положении, что 

s = s' = s". (8) 

Следовательно, прямые, соединяющие три массы, образуют рав
носторонний треУГОЛЬНИI\. УСI<орения трех масс суть 

Kr, Kr', Kr", 

где К дается форму.lIОЙ (7). 



346 ПЕРИОДИЧЕCRИЕ РЕШЕНИЯ [ГЛ. VIII 

Стороны треугольника s, s', s" и расстояния от центра масс 
r, r' п r" связаны соотношеНIIЯМII 

(т + т' + m")2r2 = - т. 'm"s2 + (т' + т") (т"8'2 + m's"2), I 
(т + т' + m?r'2 = - m"ms'2 -/- (т" + т) (mS"2 + m"S2), (9) 
(т + т' + m")2r"2 = - тт' 8"2 + (т + т') (т' S2 + т8'2), 

ноторые леп\О ВЫВОДЯТСЯ из свойств центра инерции. 
Если 8 = 1'5' = 8", то, значит, 

m.L m'...).. /n" 
S = " r, r m'2 т- m'm"+ m"2 

(10) 

и согласно (7) для УСRорения массы т получается выражение 

rK = - v т'2 + т'т" + т"? <р ( r-~.j- т' + m"._ r). 
\ m'2 + m'm"+ m"2 

ДJIЯ встречающегося в природе случая имеем 

1 
<p(s) = $'г 

и, следовательно, 

(n~/2 + m'lI~" + nl,II2)3/2 

(т + т' + m")2 г2 
(11) 

ДВlliRенпе происходит танк\{ образом, кан если бы Rа;,кдая 
масса притягивалась центром инерции с сплой, обратно про
порциональной квадрату расстояния. Тюшм образом, Rаждая 
масса описывает КОНIIчеСRое сечение, фОI(УС ноторого находится 
в центре инерции. Расстояния между массаr.ш всегда образуют 
равносторонний треугольнин, п если hоничеСRие сечения будут 
параболами или гпперболами, то расстояния могут неогранпченно 
возрастать. Это первое из найдеиных Лагранжем точных реше
ниft задачи трех тел. 

Если не имеет места соотношение 8 = в' = в", то согласно (5) 
х : х' = у : у', Tah что т II т' лежат на пря~lОЙ, проходящей 
через центр масс. Тогда все три массы лежат на одной прямой. 
Но их положение на этоii прямой не может быть выбрано про
извольно. Если расстояние между двумя массами определено, 
то ПО.ТIожение третьей массы не может быть выбрано произвольно. 
ПреДIIОЛОЖЮI, что тела на прямой расиоложены в последователь
ности т, т', т". Если положить 

х' = - J1x, х" = -vx, 

то v обязательно ПОЛОЖIlтельное число, в то время нак J1 может 
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быть как положительным, TaI{ И отрщательным. Далее получим 

8 = (" - .... )Т, 
8' = (1 -/- 'у) Т, 

8" = (1 -/- .... )Т. 

Если эти значения подставить в (1), то получим 

К = - т'<P~~") (1 -/- 11) - т" <РУ) (1 -/- 'у), ) 

- РЕ - -т" ~~.) (.-~) + т ~~:") (1 + ~). f (12) 

-vК = т <P~~') (1 -/- 'у) -/- т' q> ~8) (" -fJ,). J 

Соотношение (3) выразится следующим образом: 

т - m'J.t - т"" = О. 
Если ер (8) = SN, то имеем 

К = - т' (1 -/- f.l)'lrn- 1 - т" (1 -/- 'У)ПтП-l, 

-f.lК = - т" (" _f.l)nrll- 1 -/- т (1 -/- f.l)ПrJ1-1 

- 'УК = тn (1 -/- 'У)ПтП-1 -/- т' (" - J.t)nrn-l. 

(13) 

} (14) 

J 
Если первое из ЭТИХ уравнений умножить на (J.t -/- 'У) И сложить 
с оставшимися, то, поделив на тП-1 и приняв во внимание (1~), 
получш{ 

(т' - т") [-" (1 -/- f.l)n -/- fJ, (1 -/- ,,)п -/- (" - ~t)n] = О. (15) 

СJIедовательно, либо имеем уравнение 

т' -т" = О (16) 
Лllбо 

v (1 -/- J.t)n - 11 (1 -/- 'У)п - (" _~t)n = О; (17) 

из них, однако, только (17) дает независ:пм:ое решение. 
Следуя Лапласу, положим 

v - .... = (1 + .... )z; 
тогда 

1 -/- v = (1 -/- .... ) (1 -/- z) 
и согласно (13) 

m+т'+т" 
1 -/- .... = т' + т" (1 + z) , 

1 -/- _ (т + т' + т") (1 + z) 
v - т' + т" (1 + z) • 

Предполагая, кроме того, что массы притягиваются по закону 
Ньютона, TaI{ что n = - 2, для z получим следующее уравнение 
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пятой степени: 

- mz2 [1 - (1 + z)3] + т' (1 + Z)2 (1 - Z3) + 
+ т" [(1 + Z)3 - Z3] = О, (18) 

I,oTopoe IIllJеет по Браiiнсii мере один деiiСТВIIТСЛЬНЫЙ ПОЛОЖll
тельныil l\OpeHb *>. Этому БОрИЮ всегда соответствует ПОЛОЖIl
Te:ILHoe знаЧСНllе V, тю, I,aK 

m+(m + m'): 
v = -II--;~'';''+:-'-m--;:"~('1--;+'':'''''';Z) , 

В то время I{aI\ }!, наоборот, може'I оназаться ОТРIIцательным,. 
ПОСl\ОЛЫ,у 

m-ln": 
}! = т' + щ" (1 + z) , 

и, следовательно, ПОЛОiБIIтельному значению Z может соответ

ствовать отрицательное значение "". Если}! отрицательно, то центр 
масс лежит между т' п rn". 

Мы доказали следующую теорему: 
Пусть даны три тела с ПрОIlЗВОЛЬНЫМИ массами т, т' и т". 

Пусть массы т 11 т" находятся друг от друга на ПРОlIЗВОЛЬНОМ 
раССТОЯНИII. Тогда на прямоii ЛИНИII между т JI т" вссгда IIмеется 
определенное положение для т', ноторому соотвстствует точное 
решение задачп трех тел. ЕСЛII массы различны по веЛИЧIIне, то 
всегда имеются трп раЗЛIlчные I\ОНфllгураЦИll, БОТОРЫМ соответ
ствуют точные решения, в заВИСИМОСТII от того, наибо.1Jьшая, 
наименьшая или треТJ>Я масс·а леЖIlТ посередине. 

Описываемые тремя MaccaMII орБIlТЫ в этом случае будут' 
I,ОНllЧеСЮIМИ сечениями, фОI\УСЫ которых лежат в центре масс. 
В с;хедующих параграфах нам предстаВIIТСЯ случай изучить эти 
решения болес подробно. 

В начале этого параграфа согласно Лапласу утверждалось. 
что для существования точных решений не обязательно, чтобы 
начальная скорость была перпеНДl1кулярна к прямой, соединяю
щей массы с центром инеРЦИIl, но достаточно, чтобы начальные 
СI,ОРОСТИ различных масс составляли один и тот же угол с этой 
прямой, если только величины начальных CI\opoc'Icii пропор
циональны расстоянию до центра мас.с. Тю. Бак справсдливость 
этого утверждения непосредственно не очсвидна, то мы проведем 

ДОБазательство. 

Пусть А и В - начальные положеНIIЯ двух масс, G - общий 
центр масс всей системы. 

*) Ниже ПОRажем, что это уравноппе обладает единственным деiiствитель
пым норнем. 
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ПреДПОЛОЖlIМ, что: 
i) ВСЛl1ЧIIПЫ равподеiiствующпх СИ:I, ПРllДОilЮllНЫХ К А 11 В, 

ОТНОСl1ТСЯ кю, раССТОl1ЮIЯ А G : BG; 
2) начальные скорости АА' 11 ВВ' находятся в том же отно

шеюш друг 1, другу (AG: BG), и 
3) угол A'AG равен углу B'BG. 
В неI\ОТОРЫЙ момепт временн тсда А II В занимают ПО:Iожение 

А' 11 В'. Покагкем, что оба треугольюша ABG и 1.' В' G подобны 
друг другу. Деi'rcтвите:IЬПО, по преДПО:Iогке-
НIIIO, 

А'А : AG = В'В : BG,} (а) 
LA'AG = L B'BG. 

Значит, подобны 1I ТР<'>УГОЛЫIJlIШ А 'AG IJ -4 
B'BG 11, следовательно, 

а таюке 

AG : BG = A'G : B'G, 

LAGA' = L BGB', 

LAGB = L A'GB'. 

(Ь) 

Принпмая во BНII!\IaHIIC (Ь), наХОДП!ll, что 
треУГОЛЬНlIКИ ABG и Л'В'G по;~обны. Но от
сюда слсдует, что образованнаl1 массаrvш l\OH
фигурация в HeI\oTopoii lIIомент будет по

в 

Рис. 25. 

добна первоначальпоii конфигурацип. Изменился только масштаб. 
Во второй MOfvleHT времени деiiствующие силы тю,овы, что 

величины равнодействующих относятся друг к другу как 
А' G : В' G; тогда предположеНIIЯ 2) И 3) будут оставаться спра
ведливымп, 11 образованный массаrvш треУГО:IЬНИК всегда будет 
пзменяться подобно, что и требовалось доказать. 

Остается доказать, что уравнение Лагранжа (18) обладает 
одним деiiствительным, более того, положитедьным, корнем. 
Для этой цели располоашм члены по убывающим степеням z. 

Уравнение примет такой вид: 

(т + m')zS + (3т + 2m')z4 + (3т + m')zЗ -
- (т' + 3m")z2 - (2т' + Bm")z - (т' + т") = О. (18*) 

Это уравнение ДОПУСI\аст тоды,о одну перемену 3ПafЮВ и по 
Teopervfe Деl(арта оно имеет не БО:Iее одного ПОЛОЖИТС:IЬПОГО п не 
бодее четырех отрпцатедьных корнеЙ. Но отрицательными "ор
нями оно обладать не может. Если в (18) вместо z подставить -и, 
то получим уравнение 

ти2 [1 - (1 - и)З] + т' (1 - и)2 (1 + иЗ) + 
+ т" [(1 - и)3 + иЗ] = О (18**) 
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И коэффициенты при т, т' И т" в правой части этого уравнеНIIЯ 
будут всегда положительны при положительных значеНIIЯХ U. 

Итак, уравнение (18) имеет только один и притом положите.1JЬНЫЙ 
корень. 

Еслп задана ПОС~Iедовательность, в которой расположены три 
массы на прямой, и выбрано для расстояния между двумя внеш
ними :массами определенное значение, то существует толы.о одно 

положение среднего тела, I{OTOpOMY соответствует лагранжево 

точное решенпе задачи трех тел. ЕСЛII изменить порядок распо
ложения масс, то получим три, вообще говоря, разлпчиых ре
m~RПЯ. 

Те ТОЧIШ, которые определяют лагранжевы точные решения 
задачп трех тел, мы назовем, следуя Гильдену, ТОЧЮ\МII ЛlIбраЦIIИ. 

При применении этой теоремы к планетной системе особенно 
IIН1'epeceH тот случай, когда одна И3 lIIacc значительно превос
ходит другие. Исследуем положение точек либрацюr в этом слу
чае. Будем всегда предполагать, что три массы располагаются 
в последовательности т, т', т". Могут встреТJlТЬСЯ два С:Iучая: 
1) лнбо напбо.1Jьmая масса является самой внешней, 2) либо она 
лежит посередине между двумя маЛЫМII массамн. 

В первом случае будем предполагать, что т - BeCblra ве.ЧJ1IЮ, 
а т' п т" малы. Из (18*) непосредственно выте!.;ает, что уравне
ние шшет положительный норею" l\ОТОРЫЙ прпБЛlIшенно дается 
ФОР}IУЛОЙ 

(19) 

Отсюда слецует, что расстояния масс т' II т" от J~eHTpa :инерЦJlIf 
приближенно рапны 

так что 

, т 

r = , I "7, m ,т 

" rn (1 I ) r = -'-'--'1 -1 Z Т, 
т -:- т 

ИЛИ, С той же степенью приближения, 

_З;m'...Lm" 
г" - г' = г" ",. ' 

3т 

(20) 

Точки либрации для масс т' и т" находятся весьма близко друг 
I( другу. 

Во втором случае предположим, что ббльшая масса лежит 
посередине, так что т' велико; тогда (18) имеет корень, близкий 
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к единице. Подставим в (18) z = 1 + у и разложпм: по степеням у; 
тогда придем к уравнеНIIIО 

т (1 + 2у + у2) (7 + 12у + 6у!! + уЗ) + 
+ т' (4 + 4у + у2) (3у + 3у!! + уЗ) + т" (7 + 9у + 3у2) = о. 

и если учесть, что т' по сравнению с т и т" весьма велпно, то 
найдем, ЧТО ЭТО уравнение пмеет весьма малый по веЛllчпне норень, 
значение которого приБЛIIженно дается формулой 

7 (т-т") 
у = - 12т' 

Получаемые отсюда значения JL 11 V суть 

т-т" 
JL= nъ' 

v=1+i!.!!!:-m" 
12 т' , 

а расстояния между тре~IЯ массами будут 

-(1_L 5 т-m"\ 
S - \ I 12 щ' ) r, 

'_ (?+ 17 т-т")' s - ~ 12 ---;n;- r, 

11 _ (1..j... щ - т" ) 
S - I т' I r. 

(21) 

Для неравных масс всегда можно предполагать, что т > m". 
Если в точках либрации расположены равные массы, то они от
стоят от т' на одинановых расстояниях. В приведенных выше 
формулах r означает расстояние центра инерции от m. Расстоя
ние большей массы от т' равно s", И Д.;Iя расстояния s меньшей 
массы от т' ПОЛУЧПl\f значенне 

(1 7 т_то) " 
s= -12 т' S. (22) 

Особенно интересен тот случай, в котором одна из меньшпх масс 
исчезающе мала, так что без заметной ошибки ее можно положить 
равной нулю. Обозначим наибольшую массу через М, а малую, 
но конечную массу, - через m. Далее обозначим через а расстоя
ние между М И т, а через Ь - расстояние между М и бесконечно 
малой массой. Из (20), (20*) И (22) получим для Ь следующие 
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значеНIIЯ: 

(23) 

TplI ТОЧliИ либраЦИIl, определяемые <>ТЮШ фОРМУ.'lами, обозначим 
через L1, L2 1I Lз • Их положеНИll УI,азаны на рис. 2в. 

'-2 т 1., N 1. 
~1~+I--~I~-----------4I--------------~I~ 

Рпс. 26. 

ЕСЛJI учитывать толыю притяжение Солнца 11 одной планuты, 
то каждой планете в солнечной системе будут соответствовать 
трн точкп ЛlIбрации, которые обладают тем свойством, что малая 
частица, наприм:ер, метеорное тело, которая наХОДllзась бы 
в одной из точек либрации 11 обладала бы соответствующей на
чальной скоростью, всегда описывала бы вокруг Солнца эллипс 
под действием притяжения к Солнцу и указанной планете, 
и притом так, что эта частица всегда оставалась бы на прямой, 
лроходящей через планету 11 Солнце. 

Точки .'Iибрации для различных планет приведены в таб.'I. XI. 

~Iер"урай . 
Венера 

Земля 

:\Iapc 
ЮПIlтер. 

Сатурн 

Yp:tн 

lIептун 

т а б л J[ Ц а ХI 

То1JШl ппбраl~ПП в планетиоii CBCTO&le 

РаССТОЯНIIЯ ОТ Солнца 

L, 1,. 
\ 

L, 

0,9966 1,0034 
I 

1-0,00000007 
0,9907 1,0093 1-0,00000143 
0,9899 1 ,оt01 1-0,00000178 
0,!Ю52 1,0048 1-0,00000019 
0,9332 1,0698 1-0,000557 
0,9550 1,0464 1-0,000167 
0,9758 1,0246 1-0,000026 
0,9743 1,0261 1-0,0000:50 

За единицу расстояния принято среднее расстояние соотпет
.ствующеЙ планеты от Солнца. 



§ 2] ПЕРИО,;:(IlЧЕС:КИЕ РЕШЕНИЯ 353 

Точки .'шбрации L 1 и L 2 дЛЯ всех планет лежат вне орбит 
Ilзвес.тных спутников планет. Для Земли точки L 1 JI L 2 :Iежат при
мерно на учетверенном расстоянии Луны от Зе~I;lII. В с.1едующем 
параграфе найдем, что ПО.10жение точки либрацпи тесно связано 
с устойчивостью движения. 

§ 2. ПеРllодичеСЮlе решения в окрестности точек JJI,брации 

Общее решение задачи трех тел с неоБХО;ЩМЫlll ЧИС.lIОМ про
I1ЗВО.1ЬНЫХ ПОСТОЯНIIЫХ ДО СIlХ пор неизвестно. В то же вре~lЯ най
дены различные частные решеНIIЯ, :которые завнсят от HeI,oTopOrO 
числа ПРОIlЗВОЛЬНЫХ постоянных. При этом в ПОС:Iсднее время 
стаДlI играть большую роль периодические решения, и с их по
мощью изучение задачи трех тел пошло по новым путям, ноторые 

Jlмеют большой теореТl!чеСIШЙ интерес. Исследованпе ЭТlIХ орбит 
продвину.10СЬ уже СТО.1Ъ далеко, что открыло иовые горизонты 

в числовых расчетах орбит небесных те.1. 
Периодичес:кие орбиты были введены в астрономпю Хиллом 

в его пренрасной серни работ (47). В этих сочинеНlIЯХ берут свои 
ЦСТОIШ многие важнеiiшие исследования в аСТРОНОМИII за послед
ние десятилетия. В ПОС,1едующем мы часто буде}1 lшеть случаи 
возвращаться :к этим основополагающим работам ХП:I:Iа. 

Общая теория периодических решений позднее БЫ:Iа развита 
l1уаннаре с применснием сильных математичеСНIIХ методов, кото
рые были в его распоряжеНИII, сначала в его с.тОIПОЛЬМСКОМ 
ноннурсном сочинеНJIII в 1889 г. «Sur le ргоЫете des trois coгp~ 
et ]es equations де la dynamiquc», 11 затем детально в его RлаССIl
чесноiI работе «Les l\Iethodes nouvelles de la mecallique celeste». 
Пернодические орбнты харантеризуются тем, что Te.lIa через 
опредеденные Jlнтерва.1Ы времени возвращаются н Шlевшеiiся 
ранее конфигурации. ПеРИОД11ческие орбиты це.1Jесообразно раз
деJIЯТЪ на два I\ласса. В иервом Rлассе изменения образуемых 
телами нонфигурацпii всегда остаются беСIюнечно маJIЫМИ, 
а во втором они Rонечны. Периодические орбиты второго Iшасса, 
вообще говоря, могут проходпть через любую ПрОIl3ВОЛЬНУЮ 
точну Н.1И непрерывную область плоскости. Наоборот, периоди
чеС1-illе орбиты первого R.lIaCCa могут встречаться только при 
ВПО.'1не определеllПЫХ нонфигурациях тел. 

Орбиты первого I'.1acca анаЛIlТlIчеСЮI исс.,1едуются легче. 
Поэтому мы начнем lIсследование периодичеСЮIХ орбнт с этого 
Iшасса. 

Мы ограНИЧJlМСЯ специальным частным с;ууча('~I задачи трех 
те.1, а IIменно тем, в I,OTOPOM одна из трех масс IIсчезающе мала, 
11, l\pOMe того, обе I\Онечные массы движутся по онружностям 
вонруг общего центра IIнерции. ДВlIжение оБОlIХ ЭТlIХ тел, на 

23 к Шар.lье 
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"оторые бесконечно малая масса не оказывает влияния, ДО:Iif\НО 

про исходить С постоянной скоростью. 
Этот случай, который мы На30вем астероидной задачей трех 

тел *>, в астрономип имеет большое значение, так как теорпя 
малых планет, создание KOTOpofl представляет насущную по
требность практичеСI\ОЙ аСТРОНОМПII, основывается на этой задаче. 

Оба тела конечной массы обознаЧIlМ через m1 п m2 , а беСI\О
нечно малое тело - астероид (П:Iанетоид) - через Р. Массу lnl 

примем за единицу l\Iас·сы, m2 будет IIMeTb массу J.t. Мы предпола
гаем, что при наше~1 выборе единпц ~t является либо праВIШЬНОЙ 
дробью, либо еДИНIIцеЙ. 

Расстояние между m1 и m2 примеl\l за едпНIЩУ длины, 11 пусть 
rl 11 r 2 суть расстояния тел ml 11 m 2 от I1Х общего центра масс G. 
Тогда будем иметь 

r 1 + r 2 = 1, 
1'1 -J.tr2 = о. } (1) 

Единица времени выбирается ТaI" чтобы постоянная тяготения 
была равна единице. Время Т одного оборота m1 11 m2 BORpyr G 
будет 

т = 2л (2) 
Уl +/L 

11, следовательно, Уг.ТIOвая скорость n этого ДВllжеНJlЯ 

n = V 1 + J.t. (2*) 

Предположим, наконец, что астеРОI1Д движется в ПЛОСКОСТII, в 1\0-
торой при своем движении находятся m1 11 m2• 

В качестве начала Rоординат выбран центр масс G. ДВllжение 
точки Р отнесено к прямоугольной Сl1стеме координат ХОУ, 
которая вращается с постоянной СI\ОРОСТЬЮ; ось абс.цисс направ
лена к ml' а положительное направ.1Jение оси У образует с осью 
Х угол 900 в направлении вращения. 

В § 7 гл. 1 мы вывели для ДВИif\еНJlЯ Р слеДУЮЩl1е дифферен-
Цllальные уравнения: 

d2Z 2 dy 2 ди] 
dt2 - n тt - n х = дх ' 

(12y 2 dx ~ ди 
dt2 + nТt-n~y = ду , 

(3) 

*) Французы и~пользуют название «Le РгоЫете restreint». (ПРUJlI. автора) 
В отечественнои литературе чаще употребляется назuание «ограниченная 

круговая задача трех тел». Наряду с этой задачей рассматриваются также 
«ограниченная эллиптическая задача трех тел» и «ограниченная гиперболи
ческая задача трех тe.'I» (см. [48]). (ПРUJlI .. перев.) 
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где 

и- 1 + Р. 
- V(ж-rl)'+у2 V(ж+r2)II+у2 • 

Если расстояния от т до ml и т7о обозначить через Рl и Р7о' так что 
P12 = (х - r1)2 + у2, } (4) 
Р22 = (х + rJ2 + у7о, 

то будем иметь 

~- = _1 +..f.... 
Рl Р2 

(3*) 

ЭТII уравнеНIIЯ могут быть записаны и несколько БО;Iее удобной 
форме. С учетом (1) ш,lеем 

и следовательно, 

P~ = (х - 1 t р. )2 + у7о, 
pi = (х + 1 ~ Р. )2 + у7о, 

02 + ~p2 = -11- -:- (1 +~) (х2 + у2) = 1 +11 11. + n2 (х7о + у2). 
'1 2 1.,11 r 

ЕС;IИ ПОЛОЖИТЬ 

. ? ( 2 ) 2П = 1'2 + ....:::... + 11. 1'2 + -
1 Рl r2 Ра' 

(5) 

ТО можно записать дифференциальныe ураввения в следующей 
форме, впервые по."IученвоЙ Дарвином [49J: 

а
2

х 2 dy д!} I c{t2 - n тt = дх ' 

с[2у f 2 dx д!} 
dt2 т n ёit = дУ . 

(6) 

Эти уравнения об:Iадают так называемым интегралом Якоби 

У2 = ( ~i; ) 11 + (~;y = 2Q - С, (7) 

где С будет называться постоянной Якоби. Если положитlt 

ql = х, q2 = у, 

ах dy 
Рl = Тt-ny, Р2 = dI +nх, 

2Н = Р12 + Р22 + 2n (Plq2 - P2Ql) - 2и, (8*) 

то cor;IaCHO (10) § 8 r:I. 1 получим дифференциальныe уравнения 

23* 
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в канонической форме: 

dql дН (lpl дН) 
dt = дР1 те = - aql ' 

dq2 дН аР2 дН (8) 
([t = дР2' dГ = aq2 • 

Здесь мы будем использовать дифференциальные уравнения 
в форме (6). 

Если х = а, у = ь - координаты произвольной точки, кото
рая не совпадает ни с m1, ни с m2 , то из формулы для Q непосред
ственно очевидно, что фУНIщия Q, а равным образом и все ее 
производные от х и у могут быть разложены в ряды по ПОЛОiRИ
телЬНЬnI степеням х - а и у - Ь. Если х - а и у - Ь достаточно 
и~лы, то в этом разложении члены низшего порядка будут больше 
суммы всех остальных членов этого ряда. 

Будем отыскивать те точки, в достаточной близости от БОТО
рых существуют такие периодические решения дифференциаль
вых уравнений (6), что бесконечно lIIалая масса Р может навсегда 
остаться в окрестности этой ТОЧБИ, двигаясь по орбите, которая 
аамыкается. 

Пусть (а, Ь) - такая точка. Положим 

х = а -i- ;, 

у =- Ь + Ч. 
Тогда будем иметь 

d2~ d t] aQ д2!) a2Q 
dt2 - 2n dt = да + s дп2 + 11 да дЬ + .. " j 
d2t] I a'€, дQ iJ2Q a2Q I (9) 
dt2 т 2n dt = дЬ + s да дЬ + ч дЬ2 --;- ••• 

Вторыми и высшими степенями; и Ч в этом разложении можно 
пренебречь, если мы ограничимся отысканием таких периодиче
ских орбит, которые лежат в близкой окрестности ТОЧБИ (а, Ь). 

Кривые, находящиеся на l\онечном удалении от (а, Ь), при
надлежат второму классу периодических орбит. Если в (9) удер
жать только первые степени S и Ч, то очевидно, что при этом, 
для того чтобы s и Ч оставались малыми, должны иметь место 
следующие соотношения: 

дQ aQ 
да = дii = О. (10) 

Эти уравнения определяют положение точки (а, Ь). 
Решение этих уравнений очень просто может быть получено 

следующим образом. Имеем 

P11I = (а - r 1)2 + Ь2 , 
р,,2 = (а + r 2)2 + bll , 
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И, следовательно, 

д!'! = д!! а - rl + дQ а + r2 = О 
да дР1 Рl дР2 Р2 ' 

д!'! = дQ~+ дQ ~=o 
дЬ дРl Р1 дР2 Р2 . 

ЭТИ уравнения предполагают, что либо имеет место 

o!l_O!l_O 
дРl- дР2- , 

либо 
a- r1 

Рl 

Ь 

Р1 Р2 

'Уравнения (11) могут быть записаны в следующей форме: 

Рl-'!"'=Р2-"'!" =0 
P~ Р: 

или 
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(11) 

(12) 

(13) 

Эта точка (а, Ь) лежит в вершине равностороннеготреугольника, 
сторона которого равна m1m2• 

Очевидно, что имеются такие две точки [которые обознаЧIDI 
через (а" Ь.) и (а., Ь.Н, что 

r1- r 2 1 1-1-' 
а, = a/j = --2- = - Т' 1 + 1-' • 

Ь, =-b/j = + уз. 
Точка (а" Ь,) лежит в верхней по.1УПЛОСКОСТИ, а (аа, Ь.) в нижней. 

Для точек, которые соответствуют решению (12), должно быть 
Ь = о, и, значит, они лежат на оси Х. Значение а для этих точек 
определяется уравнением 

дQ а - r1 + дQ а + rз _ О 
дР1 -Р-1- дР2 -Р-а - - . (14) 

При нахождении корней этого уравнения следует различать три 
случая: 

1. - r. < а < r1; 

2. 

3. 
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Для этих трех случаев соответственно имеем 

1. а - r1 = - Рl' а + 1·2 = Р2; 
2. а - r1 = - Рl' а -+- 1·2 = - Р2; 

3. а - r1 = Рl' а + 1'2 = Р2· 

Уравнение (14) 

1) 

2) 

3) 

принимает следующие формы: 

да _ да _ О Рl = '1 - Р2; 
aPl дР2 - , 

да + aQ = о, -L 1 
дР1 дР2 Рl = Р2 I ; 

aQ + да __ о. 1 
д Pl=P2-· aPl Р! ' 

rl'Л, VIH 

Во всех случаях для определения Рl или Р2 получим уравнение 
пятой степени. Эти уравнения имеют таI~ОЙ вид: 

1) (1 + ",) Р; - (3 + 2J.L) P~ + (3 + ",) P~ -I1P~ + 211Р2 - J.L = о, ] 
2) (1 + ",) Р; + (3 + 2J.L) Р: + (3 + J.I) Р: - ~tp: - 211Р2 - f.L = о, (15) 

3) (1 + ",) P~ + (2 + 3f.L) P~ + (1 + ЗJ.L) P~ - pi - 2Рl - 1 = о. 

Каждое из этих уравнений имеет один действительный положи
тельный корень и остальные четыре - ксмплексные. 

При очень малых значениях f.L эти корни будут иметь следую· 
щие предельные значения: 

1) 

2) 

3) 

Более точные значения определяются уравнениями: 

1) 

2) 

3) 

_ ( 11. )'/1 1 (11.)% 
Р.- 3"" -Т.Т ' 

Р. = ( ~ )'/1 + {- ( ~ )'" , 
Рl = 1-172 f.L+ 172112. 

Если приведенные уравнения пятой степени сравнить с урав
нением (18*) § 1, то легко получаем, что точка, в окрестности ко
торой могут быть периодичесlше орбиты, совпадает с той точкой, 
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в которой находилась бы Р, если бы существовало точное ла
гранжево решение задачи трех тел. 

Кроме того, в близкой окрестности масс m1 и m2 могут быть 
периодические орбиты. Более подробно мы исследуем эти ор
биты в одном из следующих параграфов. 

Ниже приводится сводка приближенных значений координат 
точек либрации: 

L1: al = - 1 ~ ~ + ( ~ )'/. - + ( ~ )''". b1 = О, 
L2: а2 = - _1_ - (1:..)'" - ...!... (~)." Ь2 = О, 

1+~ 3 3 3 ' 

Lз : аз= 1~~ + 1- 172 ~+ 172 ~2, Ьз=О, 
1 1-~ a.J.=--·--
2 1+~~' 

_ 1 1-р, 
а5 - - 21+~' 

Заметим, что при больших значениях,... необходимо обратиться 
к уравнениям (15). 

§ 3. Граничная кривая Хиппа 

Прежде чем перейти к детальному изучению периодических 
орбит в окрестности точеR либрации, попытаемся изучить одно 
свойство орбит, вытекающее из интеграла Якоби [(7) § 2]. 

Интеграл Якоби представлялся в виде 

(~:)2+(~n2=2Q_C. (1) 

в своей классической работе [47] Хилл отмечал, что кривая 

2Q - С = О (2) 

играет важную роль для характеристики движения. 

Именно из (1) следует, что во всякий момент времени коорди
наты тела необходимо должны иметь такие значения, чтобы 

2Q -с >0. 

Поэтому действительная плоскость делится кривой (2) на две 
области, причем движение возможно только в одной из этих 
областей. Если кривая состоит из одной ипи большего числа 
замRнутых ветвей, внутри которых 2Q - С положительно, то 
Р при своем движении всегда должна оставаться в замкнутой 
области. Мы будем именовать кривую (2) «граничной кривой» 
ипи «хиллов ой граничной кривой». 
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В f:I. IX ~Ibl БОJlее подробно рассмотрим значение этой :кри
вой в вопросе об устойчивости. В этой f.1JaBe мы изучим форму 
граничной :кривой в астероидальной задаче трех тел. 

При каЖДОl\I 1-1. кривая зависит только от значения параметра С. 
Этот параметр не может иметь произвольные значения, если 
кривая должна быть действительной. ЕС:IИ С отрицательно, то, 
очевидно, 2Q - С никогда не может равняться нулю. Следова
тельно, постоянная С имеет определенное минимальное значение. 
Если С меньше этого значения, то НИКЮiОЙ граничной кривой 
не существует, и тело т может занимать произвольное положение 

на плоскости. 

Найдем это минимальное значение. Для этого должны выпол
няться уравнения 

д!! = дQ = О 
дРl дР2 

и, как известно из предыдущего параграфа, это имеет место в точ
пах либрации L4 и L". Соответствующее значение С получим из 
(2); ПОЛОЖIlВ Рl = Р2 = 1, будем иметь 

Cm1n = 3 (1 + 1-1.). (3) 

Если С ПРIlнимает это минимальное значение, то кривая Хилла 
вырождается в две точки, L4 и L". 

Исс.1Jедование формы граничной кривой для различных зна
чений С лег:ко можно выполнить следующим образом. Для весьма 
больших значений С уравнение 

р2 + ~ + 11 ( р\! + 2-) = С, (4) 
1 ~ \1 ~ 

очевидно, может выполняться для трех различных С.1J~'чаев. 

Во-первых, если Pl принимает очень малые значения, во-вторых, 
если Р2 будет весьма мало, и в-третьих, если сумма p~ + I1P: 
будет очень большоii. Итак, при весьма больших значениях С 
граничная Бривая состоит из трех различных ветвей: одноii, а -
очень ма:IОЙ, которая охватывает массу m1, другой, ~ - также 
малой, ВОБРУГ массы m2, и еще одной - у, очень большой. охва
тывающей обе массы. 

Уравнения этих ветвей в биполярных Боординатах ПРIlб.1И
тенно будут 

для а: 

» ~: 

» у: 

.) 

..::::...-=с, 
Pl 
:! , 

11-=(, 
Р2 



§ 3] ГРАНИЧНАЯ RРИВАЯ ХИЛЛА 361 

Следовательно, приближенно ветви а и ~ являются ОКРУЖНОС1ЩIИ. 
Радиус окружности а больше радиуса онружности ~. Если ,... = 1, 
то обе окружности одинановы. Третья нривая имеет вид овала. 

Если уменьшать С по величине, то радиусы обеих онружно
стей возрастают и одновременно стягивается ова.'1. При опреде
ленном значении С, которые мы обозначим через C1, окружности 
будут касаться друг друга, и граничная кривая будет иметь 

Рис. 27. 

лемнискатоподобную форму (рис. 27). Здесь кривая имеет двой
ную точку, ордината которой равна нулю, а абсцисса удовле
творяет уравнению 

д!} 

дХ"=О. 

Это уравнение имеет следующую форму: 

Так как здесь 

aQ х - r1 + aQ х + r2 = О 
дР1 Р1 дР2 Р2 • 

то уравнение примет вид 

д~~ _ aQ _ О. 
дР1 дР2 - , 

тогда двойная точка совпадает с точкой либрации Ll" 

(5) 

(6*) 

Еслй С меньше C1, то лемниската переходит в кривую, по 
форме напоминающую песочные часы, которая при С = С2 со
единяется с внешним овалом. Эта точка лежит на оси абсцисс 
за малой массой, так что Рl = Р2 + 1. Уравнение (6), которое 
здесь также справедливо, поскольку это относится к двойной 
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ТОЧl\е, дает 

при сравнении с предыдущим параграфом находим, что эта двой
ная точка совпадает с точкой либрации L 2• 

Граничная RрИВая принимает теперь подковообразную- форму. 
Внутри кривой 2Q - С отрицательно, и здесь, следовательно, 
НИl\акого движения быть не может. При убывании С от значения 
С2 подковообразная Rривая постепенно сужается и при значении 

С = СЗ распадается на две RрИ
вые. Точка деления лежит на 
оси Х со стороны большей мас
сы; тогда легко находим, что 

двойная точка совпадает с точ
RОЙ либрации Lз, 

Для значений С, меньших С 3' 

граничная :кривая состоит из 

двух отдельных замкнутых вет

вей, которые при наименьшем 
значении С4 переходят в точки 
либрации L4 и L"O. ДЛЯ еще бо
лее меньПlИХ значений С, как 
уже отмечал ось , НИКaRОЙ гра
ничной кривой не существует. 

Рис. 27 дает ясное представ
ление о приведенной выше эво
люции граничной RРИВОЙ. Она 

Рис. 28. вычислялась Дарвином в егоиз-
вестной работе [49], где нахо

дится также всеобъеМ;Iющее рассмотрение хилловой граничной 
:кривой. Положение точек либрации (соответственно двойных 
точек) видно из табл. ХН. 

Чтобы получить представление об изменении положения точек 
либрации при различных значениях Jt, мы еще приведем соответ
ствующие числа для Jt = 1: 32000 и для Jt = 1. Положение точек 
либрации при Jt = 1 было найдено Барроу [51]. Вид граничной 
кривой для различных значений С и при Jt = 1 приведен на 
рис. 28. Следовало бы отметить, что при ПОДГОТОВRе этого рисунка 
принимались во внимание только положения точек либрации и 
точек пересечения кривой с осью Х и осью У. Последние оп ре
дезялись по формуле 

"+ 2 С С р- р-= 1+1-' = Т, (7) 



L1 

La 
La 

ГР АНИЧНАЯ RРИВАЯ ХИЛЛА 

r, 
I 

L1 \ 

Ls I 
La I 

т а б:I 11 Ц а ХН 

",,=0,1 

1", I Р. I 
С

" 
0,7175 0,2825 4,0182 
1,3470 0,3470 3,8876 
0,9469 1,9469 3,4905 

L,. }i L$ \ 1,0000 1,0000 3,3000 

Li I 

Таблица ХIII 

"" = 1: 320000 

1", I PJ I С. 

0,98990 0,01010 3,0009264 
1,01017 0,01017 3,0009227 

1,99999818 3,0000156 
L, 11 L& 

I 0,99999618 
1,0000 1,0000 3,000094 

Для Il = 1 получим: 

L( I 
1.I 
La 
La 
L, и Li 

ТаБЛIIца XIV 
",,=1 

1", I Р. I С" 

0,5000 0,5000 8,500 
1,6984 0,6984 7,412 
0,6984 1,6984 7,412 
1,0000 1,0000 6,0000 

363 

где р обозначает расстояние от точки пересечевия до какой-либо 
массы. Для определения точки пересечения с осью Х служит 
уравнение 

2р' + 4р8 + (3 - С)р· + (5 -:... С) р + 2 = о. (7*) 

Необходимо учитывать только положительные корни уравнений 
(7) и (7*). 
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§ 4. ПеРIIодuчесuе решении в окрестности точек 
либрации (продолжение) 

[гл. УIII 

В силу соотношений (10) § 2 диффереициальиыe уравнения дви-
жения в о«рестности точ«и либрации примут следующую форму: 

d2~ 2 dТJ a2
Q д2!} I 

dt2 - nТt == да2 ~ + дадЬ "1, 
d2ТJ d~ a2Q д2!} (1) 
dt2 + 2n тt == да дЬ ~ + дЬ2 "1. 

Таl\ИМ обраЗО~I, мы имеем дело с линейными диффереициа.'1ьиыми 
уравнениями с постояниыми «оэффициентами. Мы можем искать 
решение в с.1JедующеЙ форме: 

~ = Ae>.t, "1 = Be>.t, 

где А 11 В будут определяться следующими соотношениями: 

..l ('А.2 - ~~)- в (2n'А. + д~~b) = О, J 
(2) 

.-1 (2n'А.- д~2~ь) + В ('А.2 _ ~2~) = о. 
Из этих соотношений мы получим уравнение для определения 'А.: 

( 
a2Q \ 

- 2n'А. + дадЪ) 
=0 

или 

'А.4 _ 'А.2 (~~ + д;~ _ 4 (1 + 11») + д;~ д;~ - (д~~b)2 = О. (3) 

Природа движения зависит от значений «орней этого уравнения. 
Если ').,2 имеет отрицательное значение, то периодические реше
ния существуют. Если таких корней нет, то Р в окрестности точки 
(а, Ь) может оставаться только конечное время. Для вычисления 
корней нам необходимо знать значения вторых производных от Q 
для пяти различных точек либрации. 

Имеем 

д2!} == д2О (др1 )2 + ~'!. д2pl + д2О (др!)2 + д!} д~P2 
да! дp~ да дрl да2 дp~ да др! да2 • 

д2О 
Для дЬ2 имее)1 аналогичное соотношение. Далее, 

д2а = д2О дрl aPl + дО д2Рl + д2О др! дР2 + aQ д2Р2 
да дЬ дp~ да дЬ дРl да дЬ дp~ да дЬ aps да дЬ • 



ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 365 

с ПО~lOщью этих выражений получим следующие значения про
изводных в различных точках. 

ТаБЛJIЦ!). ХУ 

I 
0"0 

I 
0"0 I д'О 

да" ОЬ' дадЬ 

2 2"" 1 .... I 
L1 1 -т ~L + P~ -+- Р: 1...L .... ---- I 

О . p~ Р: 
2 2 .... 1 .... 

~ 1 ..;- ~~ + ~ -т P~ 1+ .... ---- о 
P~ Р: 

2 2 .... 1 .... 
~ 1-f-I1+З+З 1 + .... -3- "3 , О 

Р1 Р, Рl Р. 

I 
.3 9 3 

L4 {"(1 + 11) '4(1 + 11) -:4 уЗ (1-11) 

L" 
3 9 

I 
з 

I 4(1 + 11) '4 (1 + 11) 1 yg (1- ",,) 

Значения Рl И Р2 В трех точках L 1, L'l и Lз следует взять из 
уравнений (15) § 2. 

Если положить 

1 .... 
21=з+з, 

P1 Р. 

то БОРНИ, соответствующие точкам Llt L 2 и Lз , задаются формулой 

(4) 

Эти БОрЮI будут действительным,' причем один из них положи
телен, а осталъныe отрицательны •. Это бblJIО доказано Плюм
MepO~I [50] следующим образом. Из (3) очевидно, что теорема будет 
доказана, если ПОI(азать, что 

Q2Q Q2Q ( asn )2 
да- дЬ2 - да дЬ <О. 

Но теперь, согласно табл. ХУ, в точках L1t L 2 и Lз 

д~2~b = О, д;~ > О 
и, значит. достаточно показать, что 

д2!} 
дЬ2 <О. (5) 
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Но при у = о имеем 
a2Q 1 д!} 1 aQ 
ду2 == р1 дР1 + р;- дРа • 

В точке L1 будет 
aQ д!} 1 
-=-=Pl-
дРа дР1 p~ 

и, следовательно; выражение 

д2!} = (...!... + ...!...) (Рl __ 1 ) 
ду2 Р1 Р2 P~ 

будет отрицательным, таБ как Рl < 1. 
В ТОЧБе L 2 имеем 

д!} д!} 1 
-=--=--Рl 
дР2 дР1 p~ 

и, значит, 

д2~, = (...!... _...!...) (Рl __ 1 ) ; 
ду· Р1 Ра P~ 

[гл. VIII 

(6) 

таБ БаБ Рl = Р2 + 1, то первый сомножитель в этом выражении 
v д2!} 

отрицате.ТJен, а второи положителен, следовательно, ду2 отрица-

тельно. Наконец, в точке Lз также 

д2!} = (...!... _ -.!... \} (Рl __ 1 ) 
ду2 Рl Р2 P~ 

и, так Бак здесь Р2 = Рl + 1, то первый сомножитель положите-
v д2!} 

лен, а второи отрицателен, и в этом случае ду! будет таю"е 

отрицательным. 

Отрицательному корню ')..2 соответствует периодическое реше
ние дифференциальных уравнений, следовательно, ДЛЯ всех ,... 
существуют периодические орбиты в окрестности L!, L 2 и Lз • 
Чис.тrенное решение уравнения (4) дает следующие значения для 
корнеи при,... = 1, 1..1. = 0,1 и 1..1. = 1 :320000: 

Таб:I1тца X-Vl 

1" 
I 

L, I L, I L. 

I 
I 

t 28,63 -16,63 2,671 -3,531 2,671 1-з,531 
0,1 

I 
12,426 -7,482 4,695 -3,091 0,253 1-1,261 

1: Э20000 6,413 -4,353 6,176 -4,234 0,000 /-1,000 
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Предельвые значения корней для нулевых значений ,... выража
ются для L 1 И L'l. формулой 

Л'l. = 1 ± -У28, (4*) 
а для Lз 

Л'l. = - 0,5 + 0,5. (4**) 

Периодические решения в окрестности L4 и L" могут быть 
легко изучены. По данным значениям производных получим 
уравнения для л в обеих точках: 

4А,4 + 4 (1 + ,...)Л'l. + 27,... = О. 

Корни этого уравнения действительны, если 

(1 + ,...)2 > 27,..., 
т. е. при 

,... < 0,0401. 

(7) 

(8) 

Если f.t меньше этого значения, то оба значения отрицате;IЬ
ВЫ, и тогда имеем два различных типа периодических орбит. 

Если f.t > 0,0401, то никаких перио;:щческих решений в OJ,

рестнссти этих точек не с~·ществует. 

Барроу [51] выполнил некоторые расчеты для отыскания пе
риодических орбит при f.t = 1 в окрестности L 4 и не обнаРУilШЛ 
их, что и следовало ожидать, так как таковых, по крайней мере в 
близкой окрестности этой точки, при указанном значении f.t нет. 

Итак, периодические решения для L4 и L" существуют толы,о 
при малых значениях f.t. Поэтому попытаемся разложить корни 
уравнения (7) по степеням f.t. Тогда для одного из корней (7) 

л2 = - 6,75f.t - 38,8125f.t2, 
а для другого 

л2 = - 1 + 5,75f.t + 38,8125f.t2. 

Каждому корню л соответствует значение А : В. Общее реше
ние (1) запишется в виде 

4 . 

~ = .~ Aiii
t

, J '=1 
4 
~BЦ 'Il = "'" ie t , 
i=1 

где A i и B i связаны друг с другом соотношением 
__ a2Q 

BA~ = 2 f 1 + ~ 1.1 -;- дiiдЬ 
t ~II д2О 

hi - да2 

(9) 

(10) 
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Четыре из коэффициентов A t и Bi могут быть выбравы произ
BO:lbHO. Эти произвольные постоянные мы обозначим через ВН 
В2 • Вз И В4• Соответствующие значения Ai затем получаются 
из (10). 

Пусть "'1 и Л2 - два сопряженных чисто :мнимых корня, так 
что, если положить \'2 = - ",2, соответствующие \'1 и \'2 будут 
деiiствительными. Для краткости положим также 

д2Q д2Q д2Q 
r = да2 ' s = дЬ2 ' t = да дЬ • 

Имеем, С.lIедовате:IЬНО, 

~ = _ _ t _ _ 2 "Vr::t-t:L "1 "1! -1 
В1 ,,2 + r ,,2 -i- r r , 
А2 = __ t _ _ 2 "Vt='i1"2 v=т 
В2 ,,2 + r ,,2 + r • 

Отделим в А 1 И .4 2 действительные и мнимые части, полагая 

тогда можем написать 

Да:Iее имеем 

А1 = ОСl + ОС2 V -1, 
А2 = ОСl- ОС2 V -1; 

Вl=~1+~2V-1, 
B2=~1-~2V 1. 

А 1еЛtt + А 2е?"! = 2ОС1 cos \'2t + 20(2 sin v2t. 

Ес.'1И произвольные постоянные Вз и В4 выбрать равными нулю, 
то будет существовать периодическое решение вида 

~ = 2ОС1 cos \'2t + 2а2 s~n \'2t,} 
11 = 2~1 cos \'2t + 2~2 Sln \'2t; 

цесь коэффициенты связаны зависимостью 

(v~ + r) аl = - t~l - 2nV2~2'} 
(v2 + ') а2 = 2nv2~1 - t~2' 

И тогда уравнение (3) примет вид 

(\,2 + r) (\,2 + s) = 4n2v2 + t2 • 

Из (11*) и (11**) получим 

(v~ + ') (al~1 + a2~2) = - t (~i + ~~), 
(\'; + ') (al~2 - a2~1) = - 2n\'2 (~~ + ~~), 

(\': + ') (a~ + a~) = (v~ + s) (~~ + ~~). 

(11) 

(11*) 

(11**) 
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Уравнение орбиты, описываемой Р, получим, исключая время, 
из уравнений (11). ТаRИМ путем находим 

или 

4 (al~2 - a2~1)2 = (~~ + ~;) 62 + (a~ + а;) '1'\2 - 2 (al~l + a2~2) 6'1'\ 

или, подставляя значения а и ~, 

(12) 
где 

(12*) 

Принимая во внимание значения r, s и t, из таб.1J. ХУ находим, 
что кривая (12) для всех точеli либрации представляет собой 
эллипс. Итак, дЛЯ L1, L", и La t=O и большая ось эллипса лежит 
на осп абсцисс. Позже мы возвратимся К исследованию этой 
кривой. ДЛЯ L 4 И L 5 оси системы координат нужно повернуть 
так, чтобы они совпали с осями эллипса. Если положить 

6 = х cos 8 - у sin 8 , 

'1'\ = х sin 8 + у cos 8, 

то для угла 8 получим значение 

или, по табл. ХУ, 

2t 
tg28= r=s 

tg 28 = ± lfз : +: ' 
(13) 

(13*) 

где знак «+» соответствует точке L 4, а знак «-» точке L 5• Когда 
существуют периодические решения, то масса,.... всегда меньше 

0,004 и из (13*) очевидно, что угол 8 по абсолютной величине 
не превышает 30Q

• Таким образом, одна из осей эллипса направ
лена примерно к большей массе, а другая пересекает эту линию 
под прямым углом. Для полуосей эллипса а и Ь получим значения 

R: = (\,2 + r) cos2 8 + (\,2 + а) sin2 8 + t sin 28, 
а 

~: = (\,2 + r) sin2 8 + (\,2 + а) cos2 8- t sin 28, 

24 Н. Шарлье 
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которые могут быть записаны также в форме 

~: соз 2е = (v2 + r) соз2 в - (v2 + В) sin2 в, 
Я2 • 
V соз 2в = (v2 + В) соз2 в - (v3 + r) sш!! 8. 

Можно леГRО получить точные значения полуосей. Принимая 
во внимание, что для периодичесRИХ решений величина J.I. мала, 
можно рекомендовать использовать разложения в ряды по сте

пеням J.I.. Приближенно имеем 

1 3 
соз28 = '2 + 4J.1., 

~в ;{ + 3 
соз- = -'1 "8/1, 

• 2а 1 3 
sш u= 4 - '8/1. 

Далее имеем (точно) 

Следует различать два случая для ,,2 , ноторые соответствуют 
двум корням (11*): 

1) ,,2 = 6,75 J.I.. 
Здесь 

так что 

R2 = 144/1 (~~ + ~=), 
а2 = 16 (~i + ~~), 
Ь2 = 48ft (~~ + ~:), 

(14) 

Эксцентриситет эллипса всегда близок к единице. Наибольшее 
значение Ь: а, ноторое может встретиться, будет 

шах..!!.. = УО,12 = 0,35. 
а 

Если m2 - Земля, для которой положим J.I. = 1 : 320 000, то 
Ь 
а = 0,00306. Если J.I. - масса Юпитера (мы предполагаем, что 

1n1 обозначает массу Солнца), то большая ось эллипса в 19 раз 
больше малой оси. 
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Для второго корня (11*) 

2) v2 = 1 - 5,75~ 
имеем 

6'1 848 
R2 ="7 - 49"J.L, 

и далее, 

2 64 (1;12 + 1}2) 
а = '7 t-'l' t-'2, 

Ь2 = ~ (~~ + ~:). 
I 

Обе оси остаются конечвыии при нулевоltf значении fJ.. Большая 
ось вдвое превосходит малую. 

Итак, через каждую точку, достаточно БЛИЗRУЮ R точке L, 
или L", можно провести две кривые, ноторые соответствуют двум 
различиым периодическим решениям задачи. 

Необходимо заметить, что значения полуосей эллипсов в слу
чаях 1) и 2) непосредственно не сравнимы друг с другом, так нак 
~~ + ~: зависит не только от начальвых значений Rоординат, 
но также и от значения корня 'У, который в обоих случаях ока
зывается различным. 

Выразим а и Ь непосредственно через начальные значения 
координат. Если их обозначить через ~o и 110' то по (11**) 

~~~'V; (~~ + ~~) = R2 = (\12 + r) ~~ + (v2 + s) 11~ + 2t~0110' 
Предположим, ради простоты, что 110 = О; тогда 

16 nllvll (~~ + ~;) = (v2 + r)2~~, (15) 
следовательно, в случае 1) 

11 11 1 1:2 
~1 + ~II = 192,... ""о, 

а в случае 2) 
2 1}2 49 1:2 

~1 + t-'2 = 256 ""о, 

тан что полуоси эллипса принимают следующие значения: 

1) 
11 1 1:2 ) а = 12,... ""о, 

Ь2 = !1:2 
4 ~O, 

2) 
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Во B~ex этих фОРМУ.1ах So пред~тавляет ~обой значение аб~ци~~ы 
той точки, в которой кривая перооекает~я ~ ооью ~. 

Следует отметить, что для всех кривых этого ~емей~тва эксцен-

три~итет имеет одно и то же значение, а именно: для 1) у1-3 J.L 

и для 2) y~ . Малые оси обеих кривых также имеют конечное 
значение. Большая ооь во BTOPO~[ ~лучае 'fакже имеет конечное 
значение, в то время как в первом ~лучае большая ось неогра
ниченно возрастает, ооли J.L стремится к нулю. 

Интерооно отметить, что периодические орбиты можно клас
сифицировать по значениям поотоянной Якоби. Каждому зна
чению С ~OOTBeTCTByeT не более одной периодичоокой кривой 
в окрестнооти каждой из точек .1Iибрации. Интеграл Якоби запи
~ывается в виде 

~'2 + Т)'2 = 2Q - С. 

Выразим С через начальные значения координат So и 'l'Jо' [Уз (11) 
получаем 

S: = - 2у2аl s~n \'2t ~ 2у2а2 cos v2t.} (16*) 
т) = - 2У2Рl sш "i т 2У2Р2 сов v 2t. 

Полагая в этих уравнениях и в (11) t = О, получим: 
60 = 2аl' 6? = 2у2а,,} 
'l'Jо = 2Рl' 110 = 2У2Р2' (16) 

При помощи (11*) можно 6~ и Т)~ выразить через «1 и Рl' а затем 
также и через ~o и Т)о' Имеем 

так что 

2nу2а2 = tal + (у2 + S)Pl' 
2nУ2Р2 = - (у2 + г)аl - tPl' 

2n6~ = t~o + (у2 + s)Т)о, 
2nТ)~ = - (\,2 + Г)60 - tТ)о, 

а, следовательно, 

4n2 (si + Т)~2) = [t2 + (у2 + r)2]s~ + 
+ [t2 + (у2 + S2)]Т)~ + [у2 + r + у2 + S] 2t~от)". 

Если Q разложить по степеням ~ и Т), то получим, учитывая 
соотношения (10) § 2, 

21""\ 2Q + a2
Q 1::2 + 82

!} 2 + 2 8211 1:: + 
~, = о 8а2 ~ дЬ2 т) да дЬ ~Т) .•. , 

где Qo обозначает величину Q в соответ~твующей точке либра-



Н] ПЕРИОДИЧЕСIШЕ РЕШЕНИЯ 373 

ции. Если мы, как и ранее, ТОЧIiУ (60' 1')0) выберем так, чтобы 
т)о=о, то получим 

С - 2Q + [д2

!} _ 1 (t2 + ( 2..L )2)J"'2 - - о да2 4112 V I r So' (17) 

При помощи ранее найденных значений производных и корней 
для точек L4, и L, получаем 

в случае 1) 

в случае 2) 

С 20..L 3 t 2 
= --о I 16 \00, 

с = 2120 -~6~' 
Из этих выражений мы находим, что семейству кривых 1) со

ответствуют такие значения С, которые несколько превышают 
2Qo, а второму семейству, наоборот, значения С, меньшие 2Qo. 
Кривые, которые соответствуют первому корню, мы назовем 
семейством d-кривых, а кривые, соответствующие второму корню, 
с~мейством е-кривых. Каждому значению 60 соответствуют два 
значения С, в то время как Баждому значению С, мало ОТЛIIчаю
щем)"ся от 2Qo, только одно значение 60' 

Как было доказано в предыдущем параграфе, для L4, и L, 
имеем 

2Qo = 3 (1 + J!). (17*) 

Это наименьшее значение С, дЛЯ БОТОРОГО Бривая Хилла имеет 
действительную ветвь. Возьмем значение С, которое несколько 
превыmает минимальное значение (17*). В этом случае граничная 
кривая Хилла состоит из двух эллипсоподобных ветвей, окру
жающих точки L4, и L5• Уравнения этих эллипсов суть 

д;~ 62 + ~~ 1')2 + 2 д:2~b 61') = С - 3 (1 + J!). 
Сопоставляя эти эллипсы с ЭШJипсами (12), находим, что оси 
обоих эллипсов параллельны. Периодические орбиты семейства 
d охватывают подобные эллипсы, Боторые образуют граничную 
кривую для значений С, несКОЛЬБО больших 3 (1 + J!). 

Для С < 3 (1 + J!) никакой граничной кривой не существует. 
Однако также имеются периодические решения, а именно, кривые 
семейства е. Барроу впервые заметил, что существование гра
ничной кривой не является необходимым условием для существо

вания периодических решений. 
Период обращения Р по орбите может быть легко найден. 

Если период обращения по орбите семейства d обозначить через 
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Т4' а для орбиты семейства е через 't's, то в общем случае 

"1: = 2л: 
v • 

Период обращения m1 п m2 BORpyr общего центра масс задавался 
уравнением 

т _ 2л: 
- Уl +~ , 

так что 

't'= Y~T. 
v 

(18) 

Если здесь вместо " подставить те значения, которые соответ
ствуют семействам d п е, то найдем следующие приближенные 
значения периодов: 

т 
Т4- --:с== - Y6.75~ , 

't'6 = Т (1 + 3,37511)' 

Период обращения для всех орбит одного семейства общий. Для 
семейства е период обращения приближенно равен Т, а для се
мейства d период весьма веЛИR. 

В озьмем , например, 11 = 1 : 320 000, т. е. m2 будет обоэна
чать массу 3емли, аm1-массу Солнца; тогда будем иметь "1:4=217,8 
лет, "1:0 = 1 год + 5,546 минуты. 

Возвратимся теперь к рассмотрению периодических орбит в ок
ресткости точек либрации L1, L'!, П La• Эти орбиты определялись 
уравнением 

R2 = (,,2 + r) ~2 + (,,2 + a)Тl 2 , 

где R2 имеет значение (12*). ПО.'IУОСИ эллипсов в силу соотноше
ния (12*) имеют значения 

2 16n!оу2 ~2 I ~2 
а = (оу! + r)2 (1'1 т 1'2)' 

Ь2 _ 16n2оу2 (r:l 2 + r:l2) _ 4(r:l2 + (,122) 
- (оу! + r) (оу2 -;- 8) 1'1 1'2 - 1'1 1" 

Подставляя сюда вместо ~~ + p~ выражение (15), получим 

a'l = 6~, 
Ь2 = (оу2 + r)2 t 2 = оу2 + r t 2• 

4n2оу2 \00 оу2 + 8 '00 (19) 

Эксцентриситет этих Э.'1липсов не зависит от 60 и имеет для всех 
орбит, охватывающих точки L1, L'}, или La, одно и то же значени~. 
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Из табл. XV дЛЯ r И s следует, что 
,,11 + r >,,2 + S 

375 

и, следовательно, Ь является большой полуосью эллипсов. Малая 
полуось, нан и ~lOжно было ожидать, равна ~o. 

При помощи табл. XV мы получили числовые значения по
стоянных, характеризующих эллипсы около L 1 , L, и L s для 
f.t = 1, f.t = 0,1 и f.t = 1 : 320000 (см. табл. XVII-XIX). Следуя 
Дарвину, мы относим эти кривые соответственно к семействам 
периодических орбит а, ~ и с; 1:0 - угол поворота линии т1т2 за 
промежуток времени, в течение которого Р совершает один обо
рот по своей орбите. 

Таб:Ilfца XVH 

Сеиейство периодических орбит а 

I ('0=1 I 1,-=0.1 \ ... =1:320000 

J2Q 
да2 +34,000 +15,388 +9,120 

J 2Q 
дЬ2 -14,000 -6,044 -3,060 
\.2 +16,63 +7,482 +4,353 

\'~ 7 r +50,63 +22,87 +13,473 
,\:2.':"" 8 +2,63 -;'-1,438 +1.293 
Ь:а 4,387 3,938 3,227 
е 0,974 0,968 0,951 

т:Т 0,347 0,384 0,479 
,О 124~8 138~0 172~6 

Мы еще должны определить направление движения по раз
личным орбитам. Для этой цели достаточно положить ТJo = О, 
и в таком случае направление движения можно определить по 

знаку ТJ~. Но 
2nТJ~ = - (,,2 + r)~o' 

Так как ,,2 + l' для всех кривых положительно, то все орбиты 
описываются в одном направлении, которое противоположно 

направлению обращения масс т1 и т2 вокруг их общего центра 
инерции. 

При помощи (17) можно выразить постоянную интеграла 
Якоби через начальное значение 60 координаты 6. Получим зна
чения постоянноii Якоби. 
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'fаблпца X\'IlI 

Семейство периодических орбит Ь 

I р.=1 

1 
р. = 0.1 1 р.=1 ::J:!OOOO 

a2Q 
a/12 +8.280 +6.708 +8,884 

a2Q 
-1,140 -1,704 -2,942 

дЬ2 

v2 +3,531 +3.091 +~,234 

v' -i. r +11,811 +9,799 +13,118 
v2 +s +2,391 +1,387 +1,292 
Ь:а 2,221 2,659 3,187 
е 

I 
0,893 0,929 0,951 

т:Т 0,752 0,597 0,486 
to 270~9 214~8 175~O 

Таблица XIX 

Се)(ейство периодичесlCИХ орбит с 

I 
I 1p.=1:320OOO I 

р.=1 р. = 0,1 
J 

a2Q 
да2 +8,280 +3,484 +3,000 

a2Q 
дb~ -1,140 -0,0;)2 0,000 

v2 +3,531 +1,261 +1,000 
v2 +r +11,811 -1-4, N5 +4.000 
v2 +s +2,391 +1,169 +1,000 
Ь:а 2,221 2,015 2,000 
е 0,893 0,86[) 0,867 

т:Т 0,752 0,93i 1,000 ,.0 270~9 336~2 3tЮ~О 

[гл. УIII 

Через Rаждую ТОЧRУ в окрестности L 1, L 2 и Lз можно провести 
одну, и притом толы,о одну периодическую орбиту первого клас
са. Для орбит семепства а постоянная Якоби всегда меньше Сн 
что является необходимым, так кш граничная кривая при 
С = С1 имеет двойную точку в L1• По аналогичным соображениям 
С должно быть меньше С2 дЛЯ семейства Ь, а для семейства с мень
ше чем Сз. 
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т а б :r 11 Ц а ХХ 

cemeii-I 
етво 1'-=1 

\ 
1'-=0,1 I 1'-=1 :320000 

а 8,500-286,0 e~ 4,0182-103,5 e~ 3,0009264-36, 22 e~ 

ь 7,412-9,16 e~ 3,8876-15,12 e~ 3,0009227-34,16 eg 
с 7,412-9, 16 e~ 3,4905-1 ,63 e~ 3,0000156-1,00 e~ 

3 
d - - 3,000094+ 16 e~ 

7 11 
е - - 3,0003094- 16 s ~ 

Наоборот, через каждую точку в окрестности L4 и L" можно 
всегда пропеетл две периодические орбиты, одна из которых, 

l, 

при надлежащая к семейству d, с весь
ма бо.'1ЬШИМ периодом, возрастающим 
неограниченпо при уменьшающихся 

значениях J.1, а другая - с периодом, 

несколько большим периода обращения· 
m 1 и m2 вокруг их общего центра масс. 

Рис. 29. 

На рис. 29 представлены орбиты, характеристини которых 
приведены в таблицах ХУН - XIX. Расстояние ТОЧI(И пере-
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еечения RрИВОЙ С ОСЬЮ ~ до соответствующей ТОЧRИ либрации 
для всех орбит одно и то же. Кривые вокруг Lз изображены 

РIIС. 30. 

несколько неточно, поскольку при J..t = 0,1 и J.' = 1 : 320000 по 
масштабу они должны почти совпадать. 

На рис. 30 представлены периодичесRие орбиты вблизи L. 
для,... = 0,01 а не для, ,... = 1 : 320 000, так иак в последнем слу
чае большая ось эллипса семейства с была бы весьма б.ольшоЙ. 

§ 5. Периодические решении в окрестности масс 

Если астероид Р находится в одной ив масс ml или т2, то Рl 
или Р2 будет равно нулю и, следовательно, g становится беско
нечно большим. Значит, потенциал g в окрестности точек т1 
и т2 нельзя разложить в ряды по возрастающим степеням коор
динат. Поэтому исследование периодических орбит в окрест
ности притягивающих масс свявано с большими трудностями, 
чем исследование орбит в окрестности точек либрации. Рас
сматриваемую здесь проблему также нельзя считать полностью 
решенной, несмотря на то, что благодаря очень глубоким и в 
высшей степени интересным исследованиям Хилла отнрыты важ
ные свойства решений. 

Если поместить начало координат в центре масс т1 и т2, 
то дифференциальные уравнения движения Р запишутся в виде 

(1) 
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где постоянную тяготения мы положили равной единице, а еди
ницы массы и расстояния оставили неопределенными. Таким 
образом, имеем 

(1 *) 

I'де а обозначает расстояние между m1 и тв, Здесь 

и, следовательно, 

mlpB1 + т2P~ = (тl + тв) (х2 + у2) + m.+ms аВ 
.. ml ms 

или, учитывая (1*), 

~p2 + тs р2 = n2 (хВ + у2) + n2 mlmS а'. 
а8 1 аЗ 2 (тl + та)' 

Если положить 

2Q = тl ( P~ + 2-) + т2 (Р: +..!.) (2*) 
аЗ Pl а8 Р2' 

то уравнения движения можно записать в форме 

(12:& 2 dy дQ I 
аг2 - n те = a:r: ' 
d2y d:r: aQ 
dt2 + 2n те = ду • 

(2) 

Эти уравнения при а = ml = 1 переходят в уравнения (6) § 2. 
Выбор единиц мы сделаем несколько позже. 

Для исследования движения в окрестности одной из масс, 
например, т" положим 

у =11, 
} (3) 

и получим 

d2; d1} дQ 

dt
2 

- 2n те = дr '1 
d2tJ 2 d!; дQ 
dt2 + n те = дt] , 

(4) 

где Q дается формулой (2*). 
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Все члены в Q, за исключением 

тl т2 - = ---,=====-
Ра YI;~ + '12 ' 

можно разложить в ряды по степеням ~ и ТJ. Имеем 

p~ = (s - а)2 + "t')2, 

р: = Sll + ТJII = р2 
11 

[ГЛ. УIII 

1 - 1. 1 ( 1; р2 3 1;1 ) 
p;-=(a2+p~-2as) 2 = а 1+а- ~a2 +"27+· .. ; 

следовательно, 

P~ 2 3 31;2 
-аа+р;-=а+аа-+·· . 

Постоянные члены и члеиы третьего и высших порядков отбросим; 
тогда будем иметь 

(5) 

или 

2!) = 3n2s11 _ 2т2 S2 + ~ 11 + 2т2 
аЗ аЗ ТJ Yl;s + f)S 

Распорядимся теперь единицами расстояния и массы так, 
чтобы 

n = т2 = 1, (6) 
и тогда получим 

2Q = 3S2 + 2 2 S2 I 1 11 
Yl;s+'lJs - аз T-aa ТJ 

или 

(5*) 

Вследствие сделанного выбора единиц расстояние а между т1 
и тll определится формулой 

3----
а = у 1 + ml . (6*) 

3 

Если, например, обе массы равиы друг другу, то а = У2, а если 
т1 - Солнце, тll - Земля, то имеем 

а = j/1 + 320000 = 68,4. (6**) 
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При выбранных единицах дифференциальные уравнения движе
иия Р в окрестности ~Iaccbl m2 будут 

a2~ _ 2 dТJ + (1 3 _ _2 _) !: = О 
dt2 dt (1;2 + -,,8/1 f- 1 -7- ml'" ,) 

a21]+2~+( 1 __ 1_)1=0 
dt 2 dt (;2 + 1]2)"1. 1 -:- т! 1 • 

Уравнения (7) допускают интеграл Якоби: 

(~;)2 + ( ~~)2 = % + (з- 1 : тJ ~2 + 1 ~ т! ,,2 - С, 
а граничная кривая ХИЛ:Iа определяется уравнением 

2 + (з __ 2 _)!:2+_1 _ n2_С =0. 
V1;2-j-fJ2 1+ Inl'" 1 +тl'l 

(7) 

(8) 

(8*) 

Проведенные ХИЛЛОl\I исследования периодических орбит в ок
рестности массы относятся к случаю, к()гда масса ml весьма велика 
по сравнению с m2• Его метод, впрочем, может быть применен 
при произвольном значении m1• Мы ограничимся здесь рассмо
трением случая, исследованного Хиллом и имеющего важные 
астрономические прил ожения . 

Если 1n1 весьма велико, то находим, что последние члены 
уравнений (7) намного меньше предыдущих. Так как эти урав
нения были получены в предположении, что членами третьего 
и высших порядков в Q, а следовательно, членами второго и 
высших порядков в (7) !fIOЖНО пренебречь, то членами 

2х 1] 

1 11 1 + 'nl ,т! 

при очень больших значениях m1 также можно пренебречь, ибо 
они сравнимы по величине с ~2 и ,,2. При этих предположениях 
уравнения (7) примут форму 

а
2

1; 2 aТJ (1 ) !: - О ) dt~ - те + \ps-З ... - , 
([2'1 аl; 1 (9) 
dt~ +2Тt + рз" = о, 

где 

р2 = ~2 + ,,2. 

Эти уравнения были положены Хиллом в основу его исследо
ваний. Они своеобразны, так как не содержат какого-либо пара
метра, и поэтому рассматриваются как канонические уравнения 

задачи. Это свойство связано с выбором единиц массы и расстоя
ния, и на этом основании Хилл называет эти единицы канониче-
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скими. Заметим, однако, что это свойство утрачивается, если 
массы ml и m2 одного порядка, и в этом с.'Iучае надлежит исполь
зовать уравнения (7). 

Из (9) получим интеграл 

(Д)2 + (~)2 =.! + 362 _ С (10) dt dt р • 

Тогда уравнение граничной кривой будет 

~ +362-С =0. 
Р 

(10*) 

Эта крив~, кон~чно, предст~вляет упрощенную форму общей 
граничнои кривои астероиднои задачи трех тел, которая была 
обстоятельно исследована в § 3, ПОЭТОIlIУ мы лишь вскользь упо
мянем о свойствах кривой (10*). 

Каждому значению 6 соответствует определенное значение р, 
значит, граничная кривая симметрична относительно оси S. 
Каждому 8начению р соответствует либо два 8начения 6, либо
ни одного. Эти значения равны по абсолютной величине, но про
тивоположны по знаку. Кривая также симметрична относи
тельно оси 'I"}. Она является алгебраической кривой шестого по
рядка. 

Координата 6 не может быть произвольно большой. Очевидно,. 
что максимальное значение дается неравенством 

-V~<6<V~· 
Когда '1"} неограниченно возрастает, то 6 стремится к одному 
из этих предельных значений, и кривая имеет две прямолинеii
ные асимптоты, параллельные оси '1"} , расположенные на рас-

стоянии 6 = + y~. Расположение nривоii между этими ли
ниями 8ависит от значений С. 

Ось '1"} пересекается только в двух точках, которые даются 
формулой 

2 
Ч=±С' {11) 

Для определения точек пересечения кривой с осью Х получим 
уравнение третьей степени: 

(12) 

Если С весьма велико, то кривая состоит из очень малой 8амкну
той кривой около m2 и двух ветвей, неоrраниченно приближаю
щихся к асимптотам (рис. 31). 
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Если уменьшать С, то в Rовце RОВЦОВ придем К такому значе
нию С1 , при котором внутренняя кривая соприкоснется с внеш
ними. Тогда уравнение (12) должно обладать 
двойвым корнем. Это имеет место прп 

С = з;rз, (13) 

т. е. при С = 4,326. Соответствующее зна
чение S будет 

s = ± + = 0,6934. (13*) 
}I] 

Определенные таlШМ образом точки совпада- Р 31 
ют с точками либрации L 1 и L 2 (рис. 32). ие.. 

Если С < 4,326, то граничная кривая состоит из двух не
замкнутых ветвей (рис. 33). Когда С> 4,326, ТО любая орбита 
в окрестности массы m2 должна оставаться во внутренней ветви 

гh 
Рис. 32. Рис. 33. 

l'раничной кривой, и тогда можно сказать, что движение является 
устоiiЧIIВЫМ. 

Если рассматривать систему Земля - Солнце, то расстояни& 
между ml и m2 в Rанонических единицах равно 68,4. Точка либ

а 
раЦИII отстоит от m2 на расстоянии 100' что согласуется с ре-

зультатами § 1. 
При отыскании периодических решений дифференциальных 

уравнений (9) можно избрать два различных пути. Можно исхо
дить иа определенных начальных условий, вычислять при помощи 
численного интегрирования соответствующие орбиты и варьиро
вать начальные условия до тех пор, пока не получим кривой. 
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которая замыкается, либо можно в (9) подставить вместо 6 и 11 
периодические ряды 11 разыскивать при помощи уравнений (9) 
коэффициенты этих рядов. 

"Учитывая сложную структуру уравнений (9), едва ли пред
ставляется целесообразным испытывать последний метод. Тем 
не lIIeHee Хилл имел смелость ПрIlНЯТЬСЯ за решение этой про
блемы и ему действительно удалось преодолеть трудности задачи 
11 решить ее по крайнеii мере для одного важного на практике 
случая. 

Главным преПЯТСТВIIем на ЭТОм ПУТII является наЛИЧIIе в ДIIф
ференциальных уравнениях отрицательных степенеii расстоя
ния р. Очевидно, что трудности преодолеть не удается, если непо
средственно пользоваться уравнеНИЯМIl (9) и строить рекуррент
ные формулы для коэффициеlIТОВ. 

Эту трудность Хилл преодоле.'1, исключив из дифференциаль-

ных уравнений! при помощи интеграла Якоби. Исключение было 
р 

выполнено слеДУЮЩIlМ образом. 
"Умножая уравнения (9) соответственно на -11 и 6 11 складывая 

резу.1Jыаты, получим: 

d
2
'1 a2~ (а; d1] ) ] 6 dt2 - 11 dt~ + 2 6 те + 11 те + 3611 = о, 

!: d2~ d2'1 2 (d'l a~ \ + 1 3!:2 _ О (14) 
\о dt2 + 11 dt2 - 6 те - 11 те J р - \о - • 

Но интеграл Якоби дает 

и при помощи его второе IlЗ уравнений (14) можно заПIlсать в С.'1е
дующей форме: 

!: d2~ а2'1 2 (!: d'1 d~ ) \о ае2 + 11 ае2 - \о dt - 11 dt + 
+ ~ [( ~; )2 + ( (~~ )2] _ ~ 62 + { с = о. (14*) 

Можно заменить IIсходные дифференциальные уравнения (9) 
уравнением (14*) 11 первым из уравнений (14). Постоянную С будем 
считать известной. Вводя для 6 и 11 ряды Фурье, для их коэффи
циентов получим рекуррентные формулы второго порядка, кото
рые содержат все бесконечное число коэффициентов. "У равнения 
(9) привели бы к рекуррентным формулам восьмого порядка. 
Вывод рекуррентных формул был выполнен Хиллом следующим 
образом. 
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Сначала он ввел вместо S и '1 две новые зависимые переменны:е 
и и s при помощи соотношений 

так что 

и = S + У 1 '1, } 

s - S - у' -1 '1, 

и ПОЛУЧИ:I новые уравнения: 

d2u 2 "'-1 аи и 3 

(15) 

([t2 + J' - те + (и8)"/. - 2" (и + а) = О, ) 
d28 2 .. г--i1 ([8 ., 3 О (16) 
dt2 - ,,-.L те + (и8)"/. - 2' (и + а) = . 

Целесообразно вместо t ввести новую независимую переменную. 
Если эти уравнения допускают пеРИОдltЧеское решение с перио-

дом 2Я, то согласно теореме Фурье координаты можно разложить 
'у 

по положительным и отрицательным степеням величины 

~ = eV.:Iv(t-tо), (17) 

где to обозначает постоянную интегрирования. Значение числа v 
пока не определено. Вводя с помощью (17) ~ в качестве незави
симой переменной, получим следующие дифференциальные урав
нения: 

\.2.~2 d[~: + (vll + 2v) ~ aa~ - -;-+ 23 (и + а) = О, ) 
( ~ \> (и8) • 

2,.2 а28 + (2 2) ,. а8 8 + 3 ( + ) _ о (18) 
'\1... d~2 '\1 - '\1 ... a~ - (и8)"/. 2" и s - • 

или 

2 d [~ :~ ] аи и 3 -)1 
v ~ a~ + 2'\1t d~ - (и8)"/. +"2 (и + s) - О, 

2. d [~ .~~ J а8 8 3 _ t 
'\1 ~ d~ - 2'\1~ df - (и8)"'. + 2' (и + а) - О. J 

(18*) 

Выгодно ввести следующий использованный Хиллом оператор 

25 к. Шарлье 

d 
D=~df' (19) 
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так что по (18*) 

v2D2 + 2vD + - - --.- и + - 8 = о, [ 
3 1 ] 3 
2 (и8)~0 2 

rV2D2-2vD + ~ - _1_._] 8 -+- ~ и = о, 
2 (и8)/' -

1 
или, если положить V = т' 

lD2 2 D + 32т2 ] + 3 2 - О ) + m '2 m - (и8)"/О и 2 m 8 - , 

(19*) 

[D2_2mD+ ~m2_~J' 8+ ~ т2u =0. 
2 (и8)/0 2 

Во введенных переменных интеграл Якоби записывается в виде 

2т2 :3 
DuD8 + уus + 4т2 (и + 8)2 = с. (20) 

Член t : (и8)"!' при помощи (20) будет исключен И3 (19*) следую
щим образом. Умножая уравнения (19*) соответственно на s 
и и, складывая и вычитая, получим уравнения 

uD2s + SD2U - 2т (uDs - sDu) + 
322т2 О + '2 т2 (u2 +82 + И8)- .. i- = , 

f и8 

3 UD28 - 8D2U - 2т (uп8 + sDu) + '2 т2 (u2 - 82) = о, 

или, если первое из этих уравнений сложить с (20), будет: 

9 . 
uD2S + 8D2u - 2т (uDs - sDu) + Du Ds +з4 т2 (u+ S)2 = с, j 

(21) 
UD2S - SD2U - 2т (uDs + sDu) + 2 т2 (u2 - S2) = о. 

Для оператора D справедливо следующее свойство: 

так что 

D (аЬ) = aDb + bDa, 

D (uDs - sDu) = uD2S - SD2U , 

п2 (ив) = uD28 + 8D2U + 2DuDs, 

и, следовательно, из (21) получаем дифференциальные уравнения 

D2 (и8) - Du Ds - 2т (uDs - sDu) +3{ т2 (и + 8)2 = с,) 
(22) 

D [uDs - 8Du - 2mus] + '2 т2 (u2 - S2) = о, 
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в Toii изящной форме, которая была пспользована Хиллом, и 
которая позволяет достаточно дегко ПОJIУЧИТЬ реl{уррентные фор
мулы для коэффпциентов. 

Из периодичеСКIIХ орбит, допускаемых данными дифферен
циальными уравнениями, мы рассмотрим только те, которые 

в какой-либо момент времени пересекают ось абсцисс ~ под пря
мым углом. R этой катеГОРИII орбит припадлежат те, для БОТОРЫХ 
точка р после одного оборота вокруг т2 возвращается в прежнее 
положение. ЕСЛJI дЛЯ постоянной интегрпрования to выбрать такое 
значеНlIе, что орбита будет пересе"ать ось абсцисс ~ под прямым 
угпом. в момент to, то, очевпдно, для такой орбиты координата 6 
ВЬtразитен рядом Фурье, в "отором будут содержаться только 
КОСИНУСЫ кратных v (t __ о t o), в то время как координата 11 пред
ставится соответствующим рядом по синусам. Свои исследова
ния Хилл ограНIlЧl1вает такими орбитами, которые в момент to 
пересекают ось ~ под прямым УГдОМ. 

Покажем, что в этом случае ряцы Фурье могут содержать 
Т.JЛЫiО нечетные кратные v (t - ti})' так что 

; = А о cos v (t-to) + А} С08 ЗV (t - t o) -/- А 2 cos 5v (t -- to) -/- ••• , 

11 .:= Во sin \' (t - to) -/- В} SiTl 3\, (t - to) -/- В2 sin 5v (t - to) -/- ••• , 

ИJIII, если положить 

и ввеСТII 

то 

Ai = ai -+- a-i-l' 

Bi = ai - a-i-l' 

't = \' (t - to), (23) 

(24) 

Вводя сюда определенную прп помощи (17) переменную ~ и одно
временно u и 5, получим ряды 

00 ) 
и= ~ ai~2i+l • 

J i=-oo 
(25) 

с" 

~ ~2i'll I 5= a-i-l • 
J i=-oo 

25· 
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которые иеобходимо подставитъ в (22), чтобы ПОлучить исномые 
рекурреитные формулы ДЛЯ коэффициентов ai. 

Еслп перемножить два степенных ряда вида 

00 00 

~ ai~2i+l и ~ bj~2;"1 
{=-оо ;=-00 

друг на друга, то их произведением будет степениой ряд 
00 00 00 00 

~ a.t2i
+1 х ~ bj~2jH = ~ ( ~ aibi-i-1) ~2j, (26) 

{=-оо {=-оо ;=-00 {=-оо 

а так как, далее, 

Du = ~ (2i + 1) ai~i+\ D$ = ~ (2i + 1) a-i-l ~2i+1, 

то для и$, и2 и т. д. получим следующие ряды: 

и8 = ~ (~aiai-j) ~2j, 
j i 

и2 = ~ (~aia-i+i-l ) ~2j, 
i i 

82 = ~ (~aia_i-j-l ) ~2j, 
, i 

DuD$ = - ~ [~(2i + 1) (2i -- 2/ + 1) aiai-j] ~2j, 
j i 

uD$ -8Du = - ~ [~(4i - 2! + 2) aiai_j] ~2j. 
j i 

uD8 + $Du = ~ [~ 2jaiai_j J ~2j, 
j i 

и, далее, 

D' (и8) = ~ [~ (2/)' aiai-j] ~2i, 
j i 

(и + $)' = ~ [~a. (a-i+i-1 + a-i_j-l + 2ан)] ~Ij, 
i i 

u'- 82 = ~ [~a! (a-i·,j-l - a_i-j-l) ] ~,j, 
j i 

uD'8 - $D'u = - ~ [~ 2! (4i - 2! + 2) aiai_j] ~'] = D (uD8 -8Du). 
i i 
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в этих формулах i п j принимают все целые числовые значе
ния от -00 до +00. 

Если теперь приведенные выражения подставить в (22) 
II определить а! таким обрааом, чтобы коэффициент при tSj 

обратился бы в нуль, то получим следующие рекуррентные 
формулы: 

00 

~ [4j2aiai-j + (2i + 1) (2i-2j+1) aiai-j + 2т (4i-2j + 2) aiai-j + 
'=-00 

+ : т2а! (a-i+Н + a-H-l + 2ан)] = О, 
00 

~ [2! (- (4i - 2! + 2) - 2т) aiai-j + 3~2 а. (a-i+j-l-a-f-H) ] = О, 
{=-оо 

или 

00 

~ [(2i + 1) (2i - 2! + 1) + 4j2 + 4 (2i - j + 1) m + ~ т2 J aiaH+ 
'=-00 

ro 

+ i т2 :8 ai (а-!+н + a-i-H) = О, (27) 
i=-oo 

00 

4! ~ (2i - j + 1 + т) aiai-J -
{=-оо 

00 

3 --т2 ~ 
2 ~ (28) 

i=-oo 

Эти формулы справедливы при всех значениях j от -00 до +00, 
за исключением значения j = О, дЛЯ KOToporo получим 

00 

~ [(2i + 1}2 + 4 (2i + 1) т + f m2J а: + 
'=-со 

00 

+ ~т2 " 2 С .<;. ~ aia-i-l = . (29) 
{=-оо 

Уравнения (27) и (28) взаимно зависимы *). Это можно показать 
следующим образом. Если умножить (27) на 2, а (28) на 3, а 

*) Второе иа уравнений (28) удовлетворяется тождественпо. (При.\!. ред.) 
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затем сложить и вычесть, то ПОЛУЧIIМ 

00 

~ [8i 2 --8i(4j-1)+20j2_16j+2+ 
i=-oo 

00 

+ 4т (4i - 5j + 2) + 9т2 ] aiai-j +9т2 ~ aia_i+H = О, (30) 
i=-oo 

00 

~ [8i2 + 8i (2! + 1) - 4j2 + 8j + 2 + 4т (4i+i+2) +9т2] aiai-j+ 
1=-00 

00 

+ 9т2 ~ aia_i_j-l = О. (31) 
i=-oo 

Легко видеть, что эти два уравнения IIдентичны. Деiiствительно, 
если в (30) i заменить на i + j, а затем j на -j, ТО это уравнение 
перейдет в (31). Следовательно, как Д.lIЯ положительных, тю, [[ 
для отрицательных значеНllii j С.lIедует рассматривать толы,о 
одно ИЗ этих уравнений. 

Уравнения (31) и (29) представ.lIЯЮТ собой бесконечную систему 
уравнений второго порядна, пз которой надлежит определить 
бесконечное множество КОЭФФИЦllентов ао, а±l, а±а . .. и т. д. *). 
Хилл не испугался этоii задачи. Однаl\О при этом он вынужден 
был наложить на задачу одно ограНlIчение. В приведенных урав
нениях наряду с коэффициентами ai 11 целыми числами i и j входит 
величина т, которую можно рассматривать ню, параметр. Ко
эффициенты ai и а; следует рассматривать как фУННЦИИ этого 
параметра; а priori можно ОiIшдать, что эти фУНI\ЦИИ IIмеют 
сложную структуру. Получить общие выражеНIIЯ для ai, спра
ведливые ПрИ любых значениях т, ВРЯД Ю[ возможно. Поэтому 
необходимо исследовать значения ai в окрестности определен
ного значения m. Эти исследоваНJfЯ сравнительно леГI\О прово
дятся в о[,рестности т. = О. Соответствующие ряды очень важны 
в приложениях 1, практнчесюlМ задачам астрономии и БЫЛII 
подробно рассмотрены Хпллом. 

Та" как период равен 2лm, ТО при малых т имеем дело с та
КИМl[ орбитами, I{OTOpMe замыкаются через I\ОрОТКИЙ промежуток 
времени, даже после одного оборота вокруг m2 • Нет сомнения 
в том, что существуют таl\же периодичеСКllе орбиты долгого 
периода (эти орбиты в одном 113 С.'lедующпх параграфов мы будем 
изучать с другой ТОЧIШ зреНIIЯ), 11 особенныii интерес представ
ляют орбиты, которые соответствуют очень большим значениям 
т. Поэтому было бы весьма важно исследовать решение уравне-

*) Автор употребляет слово elimillieren. (Прим. ред.) 
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ний (31) в окрестности т = 00, хотя это исследование представ
ляется связанным с трудностями (можно, вероятно, показать, 
что Д:JЯ таких орбит ряды Фурье непригодны). 

Что касается разложения в окрестности т = О, то без труда 
наХОД1lМ, что ряды для aj имеют вид 

aj = m2j (а}О) + a~l) т + a~2) т2 + ... ), } 
2j ( (О) + (1) + (2) 2 + ) a_j= т a_j Q;..jm a_jm ••• , 

(32) 

где a~~) обозначают определенные числовые коэффициенты. Однаl\О 
Хилл не ИСl\ал непосредственно a±j в виде ряда по степеням т, 
а избрал путь, имеющий определенные практические преиму
щества. 

ЕСЛJI в (30) и (31) положить i равным нулю и затем равным j, 
то найдем, что эти уравнения содержат следующие члены: в (30) 

[20j2 - 16j + 2 - 4 (5j - 2)т + 9т2 ]аоа_; + 

+ [- 4j2 - 8j + 2-4 (j - 2)т + 9т2 ]аоа; 

и в (31) 

[-4j2 + 8j + 2 + 4 (j + 2)т +9т2 ]аоа _j + 
+ [20j2 + 16j + 2 + 4 (5j + 2)т + 9т2 ]aoQjo 

Далее находим, что в (30) 11 (31) содержатся также и другие 
члены, I\оторые имеют множителем aj и a_j, однако эти члены 

имеют форму mJ.a±j или умножаются на степени т Bыme чет
вертой. nроме того, можно вывести, что все члены в (30) и (31), 
еСЛII дая I\оэффициентов предполагается форма (32), по крайней 
мере ПОРЯДl\а m2j , и ЧТО в членах порядка m2j имеются толы\o 
коэффициенты ао, а±l, а±2, ... , а±з, ... , a±j. Таким образом, 
эти ураВН~НIIЯ пригодны для определения коэффициентов a±j 
методом посаедовательных приближений. 

Для этой цели Хилл сначала получил уравнения, которые 
содеРтат только aj и не содержат a_j, что, очевидно, получается, 
еСЛll уравнение (30) умножить на 

_4j2 + 8j + 2 + 4 (j + 2)т + 9т2 , 

а уравнение (31) на 

-20j2 + 16j - 2 + 4 (5j - 2)т - 9т2, 

и сложить результаты. 
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Тогда получим уравнение 
00 

~ 48il [4i (j -1) + 4/9 + 41 - 2 - 4т (i - 1 + 1) + т2) a.ai_j-
{=-оо 

00 

- 9т2 ~ [- 4/9 + 81 + 2 + 4 (j + 2) m + 9т9] a{a-i+i-1 -
1=-00 

00 

- 9т9 ~ [- 20Р + 16/ - 2 + 4m (5j - 2) - 9т9) aia_i_i-l = О. 
i=-oo 

Если это уравнение разделить на коэффициент при ajao, равный 

48j9 [8/2 - 2- 4т + т2 ], 

и ввести обозначения Хилла 

[/ i] = _..!.. 4(j-1}i+4j2+4;-2-4m(i-;+1}+m2 \ 

t i 8;2 - 2 - 4m + т2 , I 

[ '] = _ 3т2 , 4;2 - 81' - 2 - 4m (j + 2) - 9т2 [ 
J 16;2 8;2- 2 - 4т -i- т2 • f (33*) 

( ')=_ 3т2 • 20;2-16;+2-4т(5;-2) + 9т2 I 
J 16;2 8р. - 2 - 4т + т2 , J 

110 уравнение примет вид 

00 00 00 

~ [j, i) aiai-j + [j] ~ ata_i+i-l + (j) ~ aia_i-j_l = О, (33) 
1=-00 i=-oo 1=-00 

Коэффициенты обладают свойством 

[/, О] = О, [/, j} = -1, 

за IIсключением коэффициента [О, О], который остается неопре
деленным, 

В (33) / может принимать как положительные, так и отри
цательные значения, Вторая или третья сумма (33), в зависимо
сти от знака /, на четыре порядка меньше членов низшего по
рядка уравнения, и поэтому приближенно уравнение можно за
писать в одной из следующих форм: 

00 00 ) 
~ и, i) aiai-j + [j) ~ ala_i+j_l = О, I 1=-00 {=-оо 

f 
(33**) 

00 00 

~ [- /, i] aiai+j + (- /) ~ ata-i+j-l = О, 
1=-00 1=-00 J 
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Если здесь последовательно полагать j = 1, 2, 3, ... И т. д., 
то получим следующие уравнения, которые позволят наiiти 
значения а±! с большоii степенью точности. В каждом случае 
ошибка в а±! будет порядка m2i+4: 

аоаl = [1) аоао, 
aoll-l = (-1)аоао, 
аоа2 = [2) (аоаl + alaO) + [2, 1 )alll-l' 
aoll-2 = (-2) (аоаl + аlао) + [-2, -1) alll-l' 
аоаз = [3] (аоа2 + alal + а2ао) + [3, 1] alll-2 + [3,2) a2ll-1' 
аоll-з = (-3) (аоа2 + аlа2 + а2ао) + [-3, -1]a-J.a2 + 

+ [-3, -2]а-2аl 
11 т. д. 

Здесь Хилл впервые ввел разложения по степеням т. Если 
приведенные выражения разложить в ряд по степеням т, то 

сходимость ЭТIIХ разложениii будет зависеть от сходимости раз
.10жения знаменателей правой части. Эти знаменатели IIмеют 
форму 8j2 - 2 -. 4т + т2 И их разложения по степеням т оче
впдно сходятся тем быстрее, чем больше j. Наиболее неблаго
приятный случай для СХОДIlМОСТИ - при j = 1, когда знамена
тель имеет вид 

6 -4т + т2• 

Если дробь с этим знаменателем будет разлагаться по степе
ням т, то это разложение будет сходиться для т, по модулю мень
ших, чем корни уравнеНIIЯ 

6-4т + т2 = О, 
т. е. при I т 1< У6. Теперь воспользуемся известной теоремой 
из теории рядов: еслп дан степенной ряд 

п=о 

с раДПУСОl\1 СХОДИl'.IOСТII R, то имеет место соотношение 

. Ап R= llm--. 
п-+оо АП+1 

Чем больше раднус сходимости, тем быстрее уменьшаются по 
абсолютной величине коэффициенты Ап , Итак, если возможно 
вместо т ввести величину х, которая мало отличается от т, и еСЛll 

будет показано, что разложение по степеням х обладает б6льшим 

радиусом сходимости, чем у6, то разложение коэффициентов ai 
по степеням х предпочтительнее, че){ разложение по степеням т. 
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Поскольку задача неопределенна, то функциональную зави
СIШflСТЬ между т и ~ ~lOжно выбрать ПРОIl3ВОЛЬНО. Примем, сле
дуя Хиллу, что 

)( 

т = 1 +а)( • 

11 оставим а пока неопределенным; тогда знаменатель выразится 

через х в форме 

(1-4а + 6а2) х2 - (4-12а)х + 6. 

Полагая это выражение равным нулю, для квадрата модуля 
],орня получим выражение 

6 

1 
:которое имеет MaKCIlMYl\1 прп а = 3. Этот l\IЮ\СИМУМ равен 18, 

тю, что разложение знаменателя при I х I < У'18 сходится. Так нак 
здесь положили 

)( 

т = -~1'---- • 
1+ 3)( (34) 

1 
то необходимо раЗЛОЖI1ТЬ в ряд по степеням х знаменатель 1 + 3 х. 
Это разложение сходится толь:ко для I х I < 3. Таким образом, 
радпус сходимости равен 3, в то время нак радиус сходимости 

при разложении по степеням т равен v6 = 2,45. Хилл добился 
более быстрой сходимости, разлагая в ряд по степеням х. Он мог 
бы добиться еще более сильной сходимости, если бы принял для а 
другое значение. Выбор, очевидно, получается наиболее выгод
Hbl~l, если абсолютная величина :корней знаменателя будет равна 
корню уравнения 1 + ах = О; таким образом, если 

1 6 
-;z = 1 - 4а + 6а2 , 

1 
Т. е. при а = 4"' делаем подстановку 

)( 

1(/ = ---'1""- , 
1 +"4)( 

11 В этом случае радиус сходимости будет равен 4. 
Задавая х с помощью (34), Хилл разложил коэффициенты а. 

в ряды по степеням х. Первые члены ЭТIIХ разложений с точностью 
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до шестых степеней х будут иметь следующий вид: 

Il) _ 3 2 +:3 3 + 21 4 1 11 103 767 6 
а; - 16)( 8" )( 144)( -"6)( - 331776)( - ..• , 

Il_1 _ 19 2 7 3 + 11 • + 5 11 2644 6 + 
а;;- - - 16)( - 8" )( 144 )( 36)( - 331 776 )( ... , 

а2 _ 25 4 + 55:~ 11 + 7486 6 + 
а; - 256)( 1920 )( 28800 )( •.. , 

Il_2 _ 69 11 1863 6 + 
- - 1920)( + 28800)( ••• , 
ао 

аз 833 6 
70 = 12288)( ••• , 

(/-8 _ 6i 6 + 
- - 12288)( ••• 
а(\ 

Мы предпочтем в последующем использовать параметр m. Тогда, 
'согласно Хиллу, предыдущие выражения примут вид: 

а! _ 3 2 1 8 7 • + 11 11 30749 6 ) 
а; - 16 т + 2" m + 12 m 36 m - 212.;)8 m - ... , 

Il_1 _ 19 2 5 3 43 4 14 11 7381 6 + 
а;- - - 16т - зт-36т -27т -210 .зсm •.• , 

а2 _ 25 4 + 803 11 + 6109 6 + 
а;;- - 256 m 1920 m 23.32.52 m ... , 

а_2 _ 23 11 + 299 6 
- - 640 т 23.3.52 т + ... , 
ао 

(35) 

аз_ 833 6 
а;;- - 212. а m +..., 
Il_з _ 1 6 + 
--19"m ... 
ао ,-

Формула (29) дает нам С выраженным через ао и m. Если подста
вить приведенные значения al' а_l и т. д., то получим 

С 2 (1 I 4 + 9 2 + 1147 4 1399 11 2047 6 ) 
=ао т m "'2 m *- 128 т - 96 m - 256 m -'" . 

(36) 

Из величин ао, С J[ т TO.ТJ:ЬKO одну следует рассматривать как про
нзвольную. Если в интеграл Якоби 

2m2 3 
DuD8+ .. r- + - т2 (u + 8)2 = С 

, ив 4 

подставить вместо и п 8 ряды, то, очеl!llДНО, полагая в левой части 



396 ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ [ГЛ. УIII 

постоянныii член равным С, получим выражение вида 

С 2р Р. = ао 1+-, 
110 

где р 1 Il Р 2 обозначают степенные ряды по т, из которых Р 2 умно
жен на m2 • Если из этого уравнения и (36) исключить С, то ао 
выразится через m. Таким образом, получаем 

_ "{ (1 2 + 7 2 4 8 + 19565.. ) (37) ао - m' - 3" т 18 т - 8г т 62208 т - . .. . 

Этот ряд записывается Хиллом в форме 

т"" . 1 2 1 3 407 .. 
ао = (1 + т)'!з (1- "6 т + 3 т + 2304 т -

67 5ioij ~93 6 ) 
- 288 т - 41 472 т _... • 

Из (36) 11 (37) Д:IЯ С получим ряд 

С - "( 1 I 8 + 7 2 140 8 39 533.. ) - т·' т 3" т 18 т - вт т - 7776 т - .... (38) 

Этим полностью завершается аналитическое представление перио
дической орбиты в окрестности одной из притягивающих масс. 
Если задан синодический период бесконечно малой массы (спут
нш\а) , то приведенные формулы непосредственно дают выраже
ния для координат как фуВlЩИЙ времени. Предпочтительнее 
несколько изменить формулы (24), введя полярные коордпнаты 
р и ер, так что 

~ = р cos ер, 

'1 = fJ sin ер. 

Тогда уравнения (24) могут быть записаны в форме 

00 

р cos (ер - 1') = i~OO ai cos 2i1', J 

Р sin (ер - 1') = ~ ai sin 2i1'. 
(=-оо 

(39) 

Спнодический период обращения Луны в 12,37 раза меньше 
года. Полагая т = 1 : 12,37, получим периодическую орбиту 
спутника, который обладает тем же самым синодическим перио
дом обращения, что и Луна. Ряды (39) имеют здесь следующие 
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выраmения: 

r cos (<<р - Т) = 
= ао (1-0,007180039455 соз 2т + 0,000006042459 cos 4т + 

+ 0,000000032576 cos 6т + 0,000000000180 cos 8т), 

r sin (<<р - Т) = ао (0,010211454396 sin 2т + 0,000005714879 sin 4т + 
+ 0,000000027499 sin 6т + 0,000000000157 sin 8т), 

где 

1/. 
ао =0,999093141962 т 1/ 

(1 + т) • 

Следует помнить, что здесь в основу положена каноничесная еди
ница длины, значение которой для этого случая ранее было нами 
дано. Эти выражения, используемые Хиллом в его теории дви
жения Луны, представляют прекрасный пример быстрой сходи
мостп рядов. 

Все периодические орбиты, которые рассматриваются здесь, 
пересекают ось абсцисс под прямым углом. Интересно выяснить 
зависимость между расстоянием этой ТОЧКИ пересечения ~o от ms 
п параметром т. При t = to получим 

11 из (33) 11 (37) найдем 

t 1/ (1 2 11 2 89 3 + 1477 <1 ) 
'еО = т • \ -"3 т - 18 т - 162 т 7775 т - . .. . (40) 

Обращение этого ряда имеет вид 

т = ~;;" (1 + al~;;" + a2~6" + аз~~1 + ... ). (40*) 

При этом следует вспомнить, что период имел выражение 
2пm. Формула (40*) показывает, что для рассматриваемых перио
дических орбит период возрастает вместе с расстоянием ~o, по 
крайней мере при весьма малых т. В этом состоит главное раз
личие между периодическими орбитами в окрестности m2 и перио
дическими орбитами в окрестности точек либрации. Для последних 
период не зависел от расстояния до точек либрации, но имел 
опреде.lIенное значение, которое было общим для всех периоди
ческих орбит в окрестности каждой точки либрации. 

Хотя ~o при малых значениях т монотонно возрастает вместе 
с т, однако это не имеет места, когда т становится большим. 
При возрастании т достигается максимальное значение, для 
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(41) 

и если т принимает еще большие значения, то точка пересечения 
периодической нривой с осью обсцисс смещается обратно в на
правлении t\ m2. 

Применяя ряд (40), вместо (41) получаем уравнен не с.lедую
щего вида: 

2 10 44 2 979 з _ О 
т-тm -27 m -486 m - ... - , 

1\орень которого т = 1 : 2,86. Однако С:IСДУСТ заметить, что :щесъ. 
члены четвертого и высших порядков, которыми мы пренР.бре
гаем, могут дать заметную поправку J\ этому значеНlIIО. 

Хилл рассматривал этот вопрос не с помощью своих aHa.1HTJI

чеСЮIХ формул, которые позволяют выпОлнить достаточно точ
ное исследование этого вопроса, а при помощи численного инте

грирования. Для значения т, которое соответствует МaI,СlIмаль· 
ному значению ~'" он получил приближенно 2,8. 

л: 
Полагая в формуле (39) 't' = 2' получим расстояние ТОЧJ\В 

пересечения кривой с осью 11. Если это расстояние обознаЧИ1'Ь 
через 11o, то согласно (24) 

110 = ао - аl + а2 - аз + ... - а-1 + а2 - Q-з + . . " 
IIЛИ, по (35), 

(1 + 2 + 7 з + 1633 4 + ) 110 = ао т "6 т 2::Юi т . ... . 

Если сюда подстаВIIТЬ значение ао из (37), то ПОЛУЧIlМ 

_ 2f (1 2 + 25 2 73 з ') 110 - т' -"3 т 18 т + 162 т - .. , . (42) 

При весьма MaJIblX значениях т величина 110 возрастает вместе 
с периодом. Для более детального исследования значеНIIЯ 110 
приведенное представление недостаточно, If, видимо, здесь недо

статочно учитывать члены высшего порядка, а неоБХОДIlМО вос
пользоваться .11ибо численным интегрированием, либо разложе
НIIЯl\Ш по степеням времени. 

1 1 1 
Полагая в (39) т = 10' 9'"8 и т. д., получим формулы, спра-

ведливые для спутников, содержащих за промежуток времени Т 
10, 9, 8 и т. д. синодических оборотов. Этим спосоБОlfl, а также 
частично при помощи численного интегрирования, Хилл lIОЛУЧИЛ 
табл. XXI. 



ЧиCRO сино-
дических 

оборотов за 

Bpell~ 11,. 11. 

Т=-
m 

59 
12160 0,17610 0,17864 

10 0,19965 0,20418 

9 0,21209 0,21813 

8 0,22652 0,23485 

7 0,24342 0,2554:~ 

Ii 0,26332 0,28167 

5 0,28660 0,31699 

4 0,31232 0,36897 

3 0,33235 0,45973 

2 0,302 0,684 

1,782Шi 0,27180 О,78НЮ 

ПерВОДИ'lr.екие орбиты в ОКрООТilоети ntl 

Скорость Скорость 

110 : ;;. в соединении, в квадратуре, 

11. 11, 

1,0144() 2,22295 2,16484 

1,02271 2,06163 1,97693 

1,02849 1,98730 1,88501 

1,0:-J678 1,90904 1,78250 

1,049;14 1,82721 1,6()572 

1,06969 1, 74:~:I 1,52851 

1,10605 1,66247 1,3595:i 

1,18138 1,60111 1,13480 

1,38329 1,62141 0,79387 

2,26 2,00 0,18 

2,87Н76 2, 241()2 О , О(К)()() 

-

ТаБЛ!fца XXl 

v.: 110 С 

0,97386 U,50888 

0,95892 5,88686 

0,94853 5,61562 

0,93372 5,33873 

0,91162 5,05535 

0,87677 4,76409 

0,81777 4,46103 

0,70876 4,13277 

0,48962 а, 72018 

0,09 2,89 

О,ООО()() 2,fifi788 

~ 

fJ 
~ ; 
~ ;; 
~ 
~ 
~ 
tI:I 

О 
~ 

~ 
со) 

~ 
о 
со) 

~ 

~ 

CIJ 
C:D 
C:D 
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Первый из ЭТИХ спутников имеет т аl\ОЙ же период обраще
инн, что и Луна ВОI\РУГ Земли. СПУТНИI\, приведенный в послед

Рис. 34. 

ней строке, будет paCCltIOTpeH ниже более 
детально. 

На рис. 34 ПОl\аааны неl\оторые периоди
ческие орбиты, содержащиеся в табл. XXI, 
а именно те, I\оторые соответствуют зна-

чениям .!. = 4; 3; 1,78 11, кроме того, орби-
т 

1 
та Луны. Видно, что при- < 3 точка пересе

т 

чения с осью ~ приближается 1\ массе m2• 

Все рассмотренные здесь периодическпе 
орбиты пересекают ось ~, а равным образом 
и ось 11, под прямым углом, IIЛИ, говоря бо
лее точно, всегда имеется точка, в которой 
ЭТИ орбиты пересекаются с осями под пря
мым углом. Но это не препятствует тому, 
чтобы в других точках, которые являются 
двойными, орбиты могли бы составлять с 
осями острый угол. Такие «петли» можно 
изучать, как ПОl\аза.'1 ПуаНl\аре (2], вполне 
успешно при помощи разложениiI в ряды по 
степеням времени. 

Если периодическая орбита в момент t = О пересекает ось 
ординат под прямым углом, ТО в окрестности этой точки I\ООРДИ
наты можно выразить в виде степенных рядов вида 

~ = vot + АзtЗ + A,,t5 + .. ,,} 
11 = 110 + A 2t2 + A 4t4 + ... (43) 

Подставляя ЭТИ ряды в дифференциальные уравнения (9), для 
I\оэффициентов ПОЛУЧШf рекуррентные формулы, из которых сле
дуют значения 

1.2 А2 = - 2vo -1102, 

2·3 Аз = 4А2 + 3vo - 11;ЗZ'о, 

3·4 А4 = -6Аз + ~ 11~ (3v~ + 411оА2). (43*) 

и, таким образом, имеем 

~ = l'ot - (~+ ~ + VОз ) tЗ + ... 
3'10 6 6'10 

(44) 
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ДЛR того чтобы на оси 11 ПОRвилась «петля», необходимо, чтобы ~ 
обращалось в нуль для трех близких значений t. Первое условие 
для возникновения такой точки состоит, следовательно, в том, 
что Vo весьма мало, так что уравнение (44) приближенно будет 
иметь вид 

1 
~ = vot - -2 е 3 + . . . (44 *) 

3'10 

Если Vo отрицате.'1ЬНО, то ось 11 будет пересекаться с орбитой 
в прямом направлеНIIII 11 может обращаться в нуль толыо при 
одном значении t, а IIменно при t = О. н о если ось 11 пересека
ется в ПРОТИВОПОЛОЖНОIlI направлении, то Vo положительно, и 
координата 5 может обращаться в пуль при трех :шачеПIIЯХ t, 
а именно, при 

t = О, } 
t = ± ЧО}':3VО ' 

(45) 

Так naI, здесь было сделано предположеНIIе, что ио мало, то 
такие <<петлю> должны встречат),ся всякий раз, когда CI\OPOCTb 

движения СПУТНИJ(а по орбите мала, движение происходит в на
правлении, обраТНОl\l ДВlIжеНIIЮ m1 и т'!. JЮJ\РУГ их центра масс, 
а ось 11 пересеJ,ается под прямым уг.'ЮМ. Но отсюда отпю;'\ь но 
следует, что все подобные орбпты являются тю,же пеРИОДllчееl\lIШI. 
Д:IЯ :этого шюбходи.\IO, чтобы «пеТ.iIЯ» была на определенном рас
СТОlIНИИ от m2• В ю\ПоничееюlX сдпнпцах длины это расстоянпе 
равно 0,7819. Хилл прп помощи численного Jlнтегрпровюшя 
нашел, что спутник, KOTOPblii будет выброrnен со CI\OPOCTbJO, рав
ной 2,2110, на расстоянне 0,2718 под прямым углом к осп t., до
CTIIГHCT ОСП 11 с нулеВOIi скоростью на раССТОЯНJlИ 0,7819 (С.М. 
последнюю стрOJ~У таб.'I1ЩЫ). ХШIЛ назвал зтот спутник «tlle 
тооп of the last IUlIatioJ1», а ПуаПJ\аре ПОIШЗНJI укаЗaIlIIЫI\I выше 
образом, что анаЛIlТllчес"ое продолжение орбпты ;)той <<JIУНЫ» 
приводит J( нетлеобразноiI орбите. 

Такие ТОЧI{И могут встретпться 11 на осп аБСЦllсе. ЕС.1JП nропта 
перпендикулярна J( осп 5, ТО можно наПIlсать 

~ = ~o + B 2t2 + B4t4 + ... , } 
11 = vot + 8зt3 + в5е5 + ... ; 

тогда из дифференцпальных уравнений (9) получим 
1· 2 В2 = 2vo + 3~o - ~;;2. 

2.3Вз = - 482- ~o3vo, 

3·4 В4 = 68з + 3В2 + ~ s;;.1 (3v~ + 4~o82)' 
4.5 В5 = - 884 + ~ ~;;5 (l'~ + 2~o82) - ~;;З Вз • 

26 к. Шарлье 

(46) 

(47) 
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Хилл приводит 8начения ноэффициентов В до Ве • Итан, имеем 

6 = 60 + ~ (2vo + 3~0 - ~t: ) t 2 + ... , ] 
(4{)*) 

'1 = vot - (.! Vo + vоз + 60 - А) t3+ ... 
3. 6~0 3~0 

Если Vo весьма мало, то приближенно будем иметь 

6 = 60 + ~ (~o - 3~: ) t2 + ... , ] 

'I'J = vot- (~o - 3~: ) t3+ ... 
(46**) 

Координата '1 может обращаться в нуль при трех БЛИЗКIIХ зна
чениях, а IIменно: 

t =0, 

t = + v Vo 1 (48) 

1;0 - 3~: 

если под знаком корня стоит положитеJIьная величина. ТaIШAI 
образом, необходимо различать два С·JIучая: 

1 1 
(а) ~o> 3~:' 60> ~,гз ' 

в нотором Vo должно быть положительпым. Значит, здесь (<петл!!» 
встречаются в Т01ll случае, еСЛIl ось абсцисс пересенастся орбитой 

Рис. 35. 

в прямом направлении при малой СIЮрОСТИ. Рас
стояние двойной точки здесь больше 60' 

(Ь) 
t 

~o< 31;~' 

Петля имеет место при отрицательных значениях Р/), ГраПlIчная 
точка между этими двумя С.lIУЧаЯМII, абсцисса нотороЛ равна 

;1 

1 : уз, согласно (13*) совпадает с ТОЧI,оii либраЦИIl L 1• 

Следовательно, бесконечно малые петли могут БстречнТI>СН 
в каждой точке оси 6, если тела бросаются с lIерпеНДIlnУJIЯрНОЙ 
к оси S скоростью. При этом для возню,новения «петли» направ
ления, в IЮТОРОМ тела проходят ось ~, должны быть вне L 1 пря
МIilМИ, а внутри L 1 - обратными. 
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Без специальных исследований нельзя установить, встреча
ются ЛII пеРИОДllчесние орбиты с таНIIМИ «петлямю). Но, вероятно, 
существует периодическая орбита, ноторая имеет в L 1 вершину, 
причем снорость при приближении тела к ТОЧIiе L 1 стремится 
1": нулю. АналитичеСhIЩ продолжением ЭТJJХ орбит будут кривые, 
IioTopble образуют «петлш) BOI,pyr L 1• Из вычисленпй Дарвина 
мы находим, что пеРПОДllчеСIiие орБIIТЫ ЭТОго pOl\a существуют. 

П риведенные I1сс:rедонания о беСIiонечно малых <<петлях. 
будут неполны, ПОСIiОЛЬНУ онн непосредственно неприменимы 
к «петлям» D ТОЧI.;е L} пли блпзкоiI окрееТIIОСТII этой точки. В упо
мянутоii точне не C:IcAyeT пренебрегать в IiОЭффlщиенте при Vo 

в (46*) множителем с t3 • 

Дая орбиты, Iiоторая пересer,!\('т под прямым углом ось ~ в точке 
L 1, справедливы степенны(\ ряды 

~ = ~o + vot2 + . . " 
t'J = vot - (2 Vo + VОз ) t3 + ___ , 

3 6~o 

IIЛII, тан нах, 

то 

Следовательно, "ООРДIlната 11 обращается в нуль при t = О и 
таЮl\е (в преДПО.1JОiКеНIIII, ЧТО :это должно быть справедливым 

прп отбрасывании членов с tS , t7 и Т. д.) при t = + у.;... Но это 
значение t не является весьма малым, что в приведенном выводе 

ЯВЛЯ:lOсь необходимым предположением, и, следовательно, в L 1 
нет НИIiаЮIХ беСIiонечно малых петель. Правильнее было бы 
СIшзать, что здесь нет НИI\аких петель, которые ОПJlсывалисъ бы 
за беСI.онечно малое вре~fЯ. Более того, возможно, что здесь 
MOl'YT быть бесконечно малые петли. I,oTopble описываются за 
конечное BpeM1I, Jf деiiСТВIIтельно, известно, что этот случай имеет 
место, таи как периодичеСЮIe орбиты семейства а, которые мы 
IIсследовали в § 4, нан раз и обладают этим свойством. Период 
обращения по этим орбитам будет иметь нонечную величину также 
и в том случае, "огда размеры орбит бесконечно малы. 

Поэтому будет справеДЛIlВЫМ предположить, чтО имеются 
пеРИОДllчесюrе орбиты, которые описывают петлю вокруг L 1-

Время, необходимое спутнику для описаНИJJ этой петли, согласно 

26· 
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(4*) § 4 равно 
2n 

-;:::=~= = 0,483 • 231:, 
V"Y28-1 

и корни уравнения ТJ = О в окрестности L 1 должны быть 

t=O, 

t = 1 n = 1,52. 
У28-1 

Этот результат мог бы быть установлен непосредственно из рядов 
(46*), если бы эти разложения были сходящимися для столь 
больших значений t. 

Если исходить из точных уравнений (4) ограниченноii кру
говой задачи трех тел, то выводы Хилла претерпят некоторые 
изменения, в основном связанные с тем, что периодические 

орбиты в окрестности т, больше не будут симметричными отно
сительно оси ТJ. Спутник «of the last lunation» также будет иметь 
место, а в равной мере и пе1'леобраЗНЫQ периодические орбиты, 
хотя двойная точка больше не будет раположена на оси ТJ. 

§ 6. Теорема существования Коши. Теоре31а Пуанкаре 

Наиболее общие исследования периодических решений при
надлежат Пуанкаре, который в [2) дал новые и общие методы их 
построения. При этом он исходил из фундаментальной теоремы 
о решении дифференциального уравнения, которую мы сначала 
намерены доказать. 

Пусть имеется дифференциальное уравнение 

dж 
те = q> (х, t), (1) 

и пусть функцию q> можно разложить в окрестности t = to, Х = хо 
по степеням t - to и Х - хо, а значению t = to соответствует 
значение х = хо; тогда интеграл (1) можно записат.ь в форме ряда 

Х = ХО + С1 (t - to) + С2 (t - to)' + .. " (2) 

который сходится в определенной конечной окрестности t = to• 
Коэффициенты С1, С2 и Т. д. определяются однозначным образом, 
и ряд (2) представляет собой некоторый аналитичеСI(ИЙ интеграл, 
который при t = to принимает значение Х = Хо' 

Э'!о И составляет знаменитую теорему существования Коши. 
Эта теорема получила существенное развитие в работе Пуан

каре, благодаря чему он смог сделать в небесной механике далеко 
идущие выводы. Теорему Пуанкаре мы разделим на три части. 
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Сначала мы рассмотрим дифференциальное уравнение 

d:x: 
те = q> (ж, t) (3) 

и предположим, что функция q> может быть разложена в ряд по 
степеням ж, а также, что это разложение сходится при I ж I < а 
и всех значениях t, таких, что 

(4) 

Мы не будем предполагать, что функция q> внутри области (4) 
может быть разложена по степеням t. Мы рассматриваем q> как ана
литическую функцию t в области (4), которая может быть раз
ложена по степеням t - а в каждой точке а (О ~ а < Т), но &то 
не означает, что радиус сходим:ости столь велик, что разложение 

по степеням t сходится во всей области (4). 
Рассмотрим интеграл уравнения (3), который при t = О обра

щается в нуль. Для этой цели введем· функцию ж', которая опре
деляется дифференциальным уравнением 

d:x:' , (' ) 
Тt=' ж,t, (3*) 

где относительно функции «р' в правой части (3*) делается пред
положение, что она может быть разложена для I ж' 1< а по сте
пеням ж', а также для всех значений t из области (4). Записывая 
это разложение в форме 

(4*) 

предположим еще, что все коэффициенты ВN в области (4) поло
жительвы. 

Если соответствующий ряд для q> имеет форму 
00 

(5) 

1'0 предположим, наконец, что 

(6) 

Когда две функции q> и «р' удовлетворяют неравенству (6), то 
Пуанкаре выражает это символом 

(6*) 
или, полнее, 

q> -< «р' (Arg ж). 
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Как Аn, так И Вn суть произвольные функции t, ДЛЯ которых 
должно выполняться неравенство (6) во всей области (4). 

Если теперь при t = О ж' = О, то можно доказать, что 
I жl < ж' (7) 

во всей области О < t < Т. Действительно, при t = О имеем 

q> = q> (О, О) = А о, 

<р' = <р' (О, О) = во, 
и так как по (6) 

то, значит, 

(8) 

причем последнее неравенство сохраняет свою силу для доста

точно малых положительных значений t. Для этих значений t 
имеем 

Iжl < ж'. (8*) 

Неравенство (8*) должно быть выполнено, если выполняется (8). 
Предположим, что (8*) справедливо от t = О до t = t1 < Т 

И тогда докажем, что оно должно иметъ место также и для значе

ний t, несколько больших t1• ПРИ t = t1 имеем , , 
3; = Хl' 

причем, по предположению, I ж11 < ж;. Далее, для t = t1 

~~ = q> (жl' е1) = ~ Аn (tl) ж~, 
dж' " I ~ 'n 
dГ = q> (Хl' еl).= ~ Вn (tl) Хl , 

и согласно (6*) при t = t1 имеем I ~~ I < ~~', так что (8*) 
справедливо для значений е, несколько больших, чем t = t1• 

Таким образом, мы будем продолжать рассуждения до тех пор, 
пока не достигнем значения t = Т. 

Доказав эту лемму, сделаем второй шаг, предположив, что в 
рассматриваемое дифференциальное уравнение входит параметр J.t. 
Относитольно дифференциального уравнения 

dж 
те = q> (ж, t, J.t) (9) 

сделаем предположение, Ч'I'О функция q> (ж, t, J.t) для I ж I < а, 
I J.t I < р может быть разложена по степеням ж и J.t при всех 
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0< t < Т. Тогда можно записать 
00 00 

q> = ~ AijxiJL.1 = ~ AmJLrn (9*) 
{=о т=о 
;=0 

( 
Ixl<a IJLI<P) 

O<t<T . 

Будем отыскивать пнтеграл (9), который обращается в нуль 
при t = О и разлагается в ряд по степеням р .. Положим 

% = %0 + J1%1 + J12
X2 + . . . (10) 

и получим 

q> (х, е, JL) = q> (хо, t, О) + f! (~: :~ + ~ )р.=о + 
J.L 2 (д<Р д2ср д2ср (aZ)1 д2ср az д2ср ) + 2г az дJ.L2 + az' дJ.L + дJ.L az дji" + дJ.L1 р.=о + ... 

или согласно (10) 

ср(х, t, '"') = ср(хо, t, О) + JL (: хl +::) + 
+ JL2 (~ Х2 +.!.. д2<р x~ +.!.. д2ср хl +.!.. д2

<р.) + ... 
azo 2 az~ 2 azoдJ.L 2 aJ.Ls 

... + JLrn( :: хт + Хт), 
где Хт разлагается в ряд по степеням %1' %2' • • • , Хт-l И, кроме 
того, зависит от %0 и t. 

Тогда для Хо, Хl И т. д. имеем дифференциальныe уравнения 

d:eo = q> (хо, t, О), 
dZ1 д<р + д<р 
(jf" == azo Хl дJ.L' 

dxs д<р 1 д2<р 2 д2<р 1 д2<р 
dt = az Х2 + 2" -д 2 Хl + az, a'L хl + "2 я..а , 

о Zo о r vt" 

dZm д<р 

dt = azo хт + Хт • 

Затем ltfbl рассмотрим аналогичное уравнение 

dx' , ( 't ) Тt=cp %, ,J.', (11) 
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где 
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00 00 

<р' = ~ BijX'illi = ~ Bmllm, 
i=O 
;=0 

111=0 

[ГЛ. VHI 

(11*) 

причем последнее разложение сходится ДЛЯ I х' 1< а, ! 111 < р 
и ДЛЯ всех О , t, Т, и где 

I Aij I < Bij. (12) 

Если разложить интеграл 8ТOI о уравнения в ряд по степеням 
, , , 2 ' 

Х =:со + Jt Xl + 11 х2 + . . . , 
, , 

то для определения ХО, Хl и Т. д. получим уравнения 

dx~ " 
т = q> (хо. t, О), 

dx~ дер', дер' 
--= -, Хl +--, 

dt дхо др. 

dx~ дер', f д2ср"2 д2ер' , f д2ср 
dt = дx~ Х2 + '2 ax~S хl + дx~дp. хl + 2" др.2' 

dx~ дер', , 
~=-, хт+Хт . 
dt дхо 

Предположим, что при t = О 

Хо = хl = Х2 = ... = О 
и 

X~ = x~ = X~ = ... = О, 
и ПОI(ажем, что 

1 хml < x'm (т = О, 1, 2, ... ) (13) 

дЛЯ О, t, Т. 
Из только что доказанной леммы следует, ЧТО дЛЯ этих значе

ний t I ХО I <~. Замечая, что неравенство (12) может быть запи
сано n форме 

(12*) 
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сначала наХОДIlМ ИЗ уравнений (так каБ при t = О Xl = x~ = О) 
аХ1 дер дер 

ti't = дхо Хl + д,... ' 
ax~ дер', дер' 
-=-, Хl+-' 
dt дхо д,... 

что при малых положительных значениях t должно иметь место
неравенство I Хll < X~. Повторяя приводившиеся ВЬШlе рассуж
дения, приходим к выводу, что это неравенство должно выпол

няться для всех значений t между О и Т. 
Предположим, что таким образом показано, что 

I Хll < X~, I X21<~, ... , I Хт-l1< х:п-l; 
докажем тогда, что справедливо также 

Ixml<x'm. 
Действительно, х m является целой рациональной функцией 

от Хl' Х2' ••• , Хт-l, коэффициенты которой суть частные произ
водные от Фуннции ер по Хо и f.t; аналогичное занлючение имеет 

место и для x~. Следовательно, 'Хт I < X~. "Уравнения 
dЖm дер 

dГ = дхо Хт + Хт, 

dж:п дер', , 
-= -, хт+Хт , 
(!t джо 

ПОRазывают, что, так нак при t = О Хт = х'т = О, то для t = () 

I dЖm I ax~ 
ае < ае 

и, следовательно, для малых положительных значений t ДО.'Iжно
быть I Хт I < х'т. А это позволяет провести те же рассуждеНIIЯ, 
которые были при доказательстве первой леммы; тогда неравен
ство (13) должно выполняться для всех t между О и Т. 

О вспомогательной функции ер' (х', t, Jl) предполагалось, что-
1) ее разложение по степеням х' и f.t сходится для I х' 1< а

и If.tl < р при всех t между О и Т. 
2) НОЭффllЦиенты в этом разложеюш больше соответствую

ЩIIX коэффициентов в разложении ер (Х, t, ~t) по степеням Х 11 J.L. 
Теперь задача сводится к построению такой вспомогате.'IЬНОЙ 

функции. 
Если разложение ер (Х, t, f.t) по степеням х и f.t справедливо

также для I Х I = а и Jl = Р (что всегда м()жно предполагать,. 
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так RaR в противном случае радиус сходимости можно взять не

СКОЛЬRО меньший), то всегда имеется такое положительное число 
М, что при I х! < а, IJ-t 1< р имее}[ lep (х, t,,...) 1< М. Тогда 
по теореме Коши 

П, следовательно, 

00 00 

ер(х, t, J-t)< M~ ~ ( : )f( ~ у, 
i=O ;=0 

или 

(14) 

Функция в правой части (14) удовлетворяет условиям, которые 
были наложены на вспомогательную функцию ер'. Однако Пуан
каре предпочитает строить другую вспомогательную функцию, 
так RaK вспомогательная функция (14) приводит R сложной ква
дратуре. 

Во-первых, заметпr.l, что 

1 1 
( 1 _ :) ( 1 _ ~) ~ (1 - ~x) (1 - alt) , 

1 1 
если только а выбрано равным большему из двух чисел - и -. 

а р 

Далее, очевидно, 

1 1 
(1-ax)(1-alt) <1-а(х+",)' 

что непосредственно находится разложением в ряд по степеням 

х 11 ,.... Но 

аМ(х+",) _ м -М 
1 - а (х + \-L) - 1 - а (х + \-L) , 

и окончательно имееr.1 

аМ (х + \-L) ,&: аМ (х + ",) (1 + а (х + ",» 
1 - а (х + ",) ~ 1 - а (х + ",) . 

Ес;ш выбрать усиливающую фуннцию ер' так, что 

, М (х + ",)(1 + а (х + ",» (15) 
ер = 1-а (х + I-L) , 

то 

ер (х, t, J-t) < ер' (Arg х, J-t), 
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если, нроме того, предполагать, что ер обращается в нуль при 
'J1 = х = О. 

П peiКдe всего наша задача состоит В пнтегрировании урав
нения 

ах M(x+!J.) (1 +a(x+!J.» 
ае = 1-а(х+!J.) (16) 

Полагая 

8 = а (х + .... >. (17) 
имеем 

d8 М8(1+8) 
dt = 1-8 • 

что дает 

8 
ln (1 +8)2 = Mt + С, 

где С обозначает произвольную постоянную. 
По предположению, интеграл должен удовлетворять условию, 

что при t = О х = О. Следовательно, 

С = ln (1 ~~!J.)2 • 

n поэтому 

(18) 

Интеграл s должен разлагаться в ряд по степеням J1. Полагая 

А - М! a!J. (19) - е (1 +a!J.)2 • 

(18) можно записать в форме 

82 + 2 (1 - ~ ) 8 + 1 = О. 
Отсюда имеем 

1-2А- V 1-4А 
8= 2А • (18*) 

Выбирая перед квадратным корнем знан минус, получим именно 
тот интеграл, который ври J1 = О обращается в нуль. Тот инте
грал, ноторому соответствует перед квадратным корнем знак 

плюс, наоборот, при J1 = О обращается в бесконечность. 
Правую часть (18*) можно разложить в ряд по положительным 

степеням А; тогда получим ряд 

s = А + 2А2 + 5А3 + ... , 
который сходится ПрIl IA I < ~ , т. е., если J1 обозначает положи-
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тельное число, при 

4<1.... < -Mt 
(1 + <1 .... )2 е • (19*) 

С другой стороны, А разлагается по степеням J.L, если только 
1 J.L< -; это неравенство всегда выполняется по предположению. 
<1 

Если t имеет конечное, но произвольно большое значение, то J.L 
всегда можно выбрать столь малым, чтобы неравенство (19*) 
было выполнено. Следует, однако, заметить, что при возрастании t 
до бесконечности радиус сходимости по J.L стремится R нулю. 
Таким образом, положить t = 00 невозможно. 

Итак, результат, к которому мы пришли, сводится к следую
щему. 

Пусть дано дифференциальное уравнение 
d~ 
dt = q> (х, t, J.L). (20) 

Пусть функция q> обладает следующими свойствами: 
1. При всех значениях t и при J.L = х = О она обращается 

в нуль, так что 

q> (О, t, О) = О. 
2. Она может быть разложена в степенной ряд по степеНЯА[ 

х и J.L, который сходится, если х по модулю меньше n, а положи
тельный параметр J.L меньше р, и притом для всех t, принадлежа
щих области 0< t < Т. Тогда можно найти два положительных 
числа М и а таких, что если 

, M(~ + .... )(1 + <1(Х+ .... » 
q> = 1-<1(х+ .... ) , 

то 

(arg х, ~t). 

Во-вторых, мы доказали, что интеграл дифференциального 
d~' 

уравнения те = <р' (х', t, J.L) можно разложить в ряд 

, '+ '+2'+ х = ХО J.Lx1 J.L Х2 •• '. 

который сходится при всех t, удовлетворяющих условию О < t < Т 
и при достаточно малых J.L. Верхняя граница Т для t должна быть 
конечной, но она может быть взята сколь угодно большой. 

Интеграл (20) можно также разложить в ряд 

(21) 

и так как мы доказали, что х< х', то ряд (21) также сходится 
для всех t, которые принадлежат области 0< t < Т, ПрIl доста
точно малых значениях J.L. 
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Если, в частности, разложение ер (х, t, lt) по степеням х и }.I. 
будет сходиться для всех действительных значений t, то ряд (21) 
сходится для любых СIiОЛЬ угодно больших значений t, если только 
р. выбрано достаточно малым. Чем меньше выбрано lt' тем в об
щем больше область для t, в которой (21) сходится. Но мы не мо
жем заключить, что ряд (21) сходится также и для t = 00. Схо
димость, по терминQ.1ЮГИИ Вейерштрасса, будет условной, если 
радиус сходимости по lt зависит от t (или, точнее, от Т). 

Здесь предполагается, что рассматривается тот интеграл, кото
рый обращается в Hy.lIb при t = О. Если же х для t = О не равен 
нулю, а, скажем, равен ~, то положим 

x=~+~ 
11 будем иметь 

~; = ер (~ + ~, t, lt) = '1' (~, е, lt, ~). (22) 

Если фующию 'Ф можно разложить по степеням ~, то можно ИС6 

ПОЛЬЗ0вать ранее доказанную теорему и х также можно раЗЛО6 

жить в ряд по степеням lt, при условии, что при х = ~ функция ер 
не обращается в бесконечность и вообще не имеет какой-либо 
особой точки. 

"у словие, которое было оговорено выше, что функция ер (х, t, lt) 
при lt = х = О должна обратитьс.я в нуль, также не является 
неоБХО::\I1МЫМ. Действительно, подставляя в (20) 

х = ~ + 8 (t). 
находпм 

a~ d6 
dt = СР (~ + 8, t, lt) - dt ' 

и если функцию 8 определить так, чтобы 
d6 
dt = ер (8, t, О), 

то получим 

d~ 
dt = ер (~ + 8, t, lt) - ср (8, t, О), 

(23) 

(24) 

и правая часть (24) является функцией от ~, t И}.l., которая обра
щается в нуль при ~ = lt = О. Если еще выбрать начальное зна
чение 8 при t = О равным начальному значению ~, тогда инте
грал (24), а, значит, также и (20), можно разложить по степеням lt. 
Для этого еще необходимо, чтобы правая часть (24) разлагалась 
в ряд по степеням ~. Говоря иными словами, х = 8 (t) не про
ходит ни через одну особую точку функции ер (х, t, }.I.), когда 
t принимает все действительные значения от О до Т. 
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Интеграл диффереНЦIlального уравнения 

dж 
ili = <р (х, t, 11), 

[r.JI. VШ' 

в котором ФУНКЦИЯ <р (х, t, 11) может быть разложена по ПО:IOЖll-, 
тельным степеням J..t в СХОДЯЩИЙСЯ ряд для всех t из об:Iасти 
0< t < Т, в свою очередь в той же области t может быть раз
.1Jожен в ряд по положительным степеням J1, 

х = хо (t) + I1Xl + J12Xs + ... , 
еслп толы{о 11 взято достаточно малым, 11 кроме того, <р (х, t, 11) 
Jl1ОilШО разложить по положительным степеням х - хо (t) для 
всех t между нулем и Т. 

Таково содержание обобщенной Пуанкаре теоремы существо
вания Коши. 

Если при t = О х = ~, то согласно (22) имеем 

~; = '" (6, е, J1, ~). 
ЕСJIИ здесь рассматривать ~ как параметр 11 если", можно раз
ложить по степеням ~, то согласно с изложенным интеграл ;, 
а значит, также 11 Х, разлагается в ряд по степеням ~. C:Ie;J;ona
те;п,но, при сделанных предположениях интеграл х можно pa:i
ложить в ,ряд по степеням нак /l, так 11 постоянной интеГрlIрова
нпя ~. 

Выше предполагал ось, что пмеется только одно дифферен
циальное уравнение вида 

dж 
dt = <р (х, t, 11)· 

Пусть надлежит пропнтегрировать два совместных дпфферен-, 
циальных уравнения: 

dж 
dt = <р (х, у, t, 11), 

ау 
dt = Ф (х, у, t, 11); 

тогда можно провести аналогичные рассуждения и реЗУJlьтат 

совпадет, mutatis mutandis, с тем, I\ОТОРЫЙ имеет место для 
одного уравнения. Аналогичные результаты справедливы для 
системы дифференциальных уравнений произвольного порядка. 

В задаче n тел в качестве параметров будут массы планет' 
Тnl' тУо, ••• , тn-l' Здесь решения можно разложить по степеням 
т!, т2, ••• , mn-l для О < t < Т, если только предполагать 
массы достаточно малыми, и если кеплеровы эллипсы, которы& 
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получаются при 

1111 = 1112 = •.. = mп-l = О, 

взаимно не перссеIiаются, ибо в последнем СJIучае возмущающая 
функция в опредеJlенный момент временп становится бесконечно. 
большой. Эти следствия 1IЗ тсоремы ПуаНl\аре мы рассмо.трим. 
более подробно в одном из следующих параграфов. 

На этой теореме ПуаНl\аре основывал своп исследоваНIIЯ о пе
риодических решениях в задаче трех TeJl, I\оторые мы pacCMOTpII1f. 
в следующих параграфах. 

§ 7. Метод П~'аНlCаре построения пеJ!llодuчеСRIIХ rешеНllЙ 

lIреДПОЛОЖIlМ, что даны диффсренциальные уравнения 

(i = 1,2, ... 11) (1) 

11 что Х! суть определенные функцип Xl' Х2 , ••• , ХN И времени t 
Н, I\роме того, содержат параметр !!. Предположим еще, что еСJШ 
время входит явно в правые части (1), то Х\ (i = 1, 2, ... > n) 
суть перподичеСЮIе функции от t периода Т. Пусть 

Х! = 8i(t,!!) (i = 1,2, ... , n) (2) 

решсние уравнений (1). 
ЕСЛlI фУЮЩПII Х! (x1, Х2 ' ••• , Хn, t, ~t) можно разло.ifШТЬ по 

по.ложительным степеням ~t 11 Х! - 8! (t, О) (i = 1, 2, ... , n), то 
113 предыдущего параграфа нам IIзвестно., что решенпе 8! (t, ~t) 
мошно разло.ifШТЬ по. положительным степеням ~. и постоянных 

интегрирования 

~i = е! (О,!!) - 0\ (О, О). (3) 

Если разложения Х! по степеням!! 1I Х! - 8! сходятся при 
всех действительных значениях t (достаточно, чтобы они сходплись 
для 0.::( t < Т), то. сходится также и разложение решенин ПрlI 
CI\OJIb YI'OAHO БО;rIЕ-оШо.м знаЧС!Т1IИ t, ес.'П только ~t д()статоч
но мало. С.lIсдоватсльно., IIрН этом предпо..lо.жеНIПI мы МО;l\ем 
написать 

ХI = 8\ (t, ~1' ••• , ~n' !!) = 
дх! дх, дх! 

= 8! (t, О) + a~l ~l + д~2 ~2 + ... + д~n ~n + 
дх! + aJL !! + члены высших порядков, (4) 

где 1\0ЭффИЦИСНТЫ при различных степенях ~l' ••• , ~n П !! суть 
определенные функции времени t. 
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Разложение (4) сходится при сколь угодно больших значениях е, 
еСЛlI!t взято достаточно малым. Если решения (4) суть периоди
чеClше фУНКЦИИ времени, то эти ряды должны оставаться сходя
щимися для всех значений t (следовательно, И для t = 00). При 
этом достаточно отыскать решение, которое сходится от t = О 
до t = Т. Задача сводится к тому, чтобы отыскать те условия, 
при которых движенпе, определяемое при помощи (1), будет 
периодическим. Пуанкаре формулирует эту проблему следующим 
образом. 

Мы предпо.'lОЖИМ, что функции Х, зависят от параметра ~ 
(в задаче трех тел в качестве параметра принимают одну из воз
мущающих масс). Предположим, что при ~t = О дифференциаль
ные уравнения (1) ПРОШIТегрированы, и что в этом случае най
дено определенное периодическое решение; спрашивается, ПрII 

каких условиях Mы l1мее~1 право сделать отсюда вывод, что суще

ствуют также периодичеСЮlе решения при малыx значениях ~? 
В простейшем случае, который может встретиться, координа

ты Х при t = Т и t = О прини..\lают одни 11 те же значения. Тогда 
согласно (1) Д:IЯ оБОIIХ моментов времени проп3водныe от коор
динат также принимают те ;К9 самые :шачеНIIЯ, II движение обя
зательно должно быть периодическим. 

Но это отнюдь не необходимое условие для существования 
периодических решеЮIЙ. Как здесь будет предполагаться, речь 
идет о движении точечных масс; тогда периодические решеНIIЯ 

существуют всякий раз, когда конфигурации масс и их мгновен
Hыe скорости одни п те же при t = О и при t = Т. 

РаССМОТРIПII сначала первый случай. Решение уравнений (1) 
мы заШlCалп в форме 

Х. = 8. (t, ~), 

IIЛII, ес.ЛИ мы ВОЗЫlем разности начальных условий ~i: 

~! = 8. (O,~) - 8i (О, О), 

Xi = 8i (t, ~1' "', ~n' ~L). 

Пусть при ~ = О движение является периодичеСКIIМ с пеРIIОДОl\1 
Т, так что 

Эi (Т, О) = э. (О, О) (i = 1, 2, .. " n). 

Когда существуют ДВllжения, которые 11 при ~ = О также будут 
пеРllодичесюши? Это, очевидно, будет в том сл~'Чае. когда 

(i = 1, 2, ... , n), 
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или, согласно (4), если 

~,= [(:;:)т - (~:)J ~1 + ... + [(:;:)т -
-(:;:)J~n +[(д:~)T -(~)J~+ ... =0 (5) 

(i = 1, 2, .. " n). 

Для '1:. из (1) можно найти следующее более удобное выражение: 
т 

'Ф, = ~ X,dt (6) 
о 

или 

т т 
\' дХ. \' дХ. 

'Фi = ~1 J дРl dt + ~2 J aPt dt + ... + 
о о 

ТдХ !дХ + ~n ~ арп' ае + ~ ~ д)I. i ае + члены высших порядков, (6*) 
о о 

где в подынтегральные функции следует подставить f.I. = ~l = 
= ... = Рn = О. Запишем это выражение в форме 

'Ф. = A.1Pl + AitP2 + ... + A.n~n + 
+ AioJt + члены высших порядков, (7) 

так что 

(7*) 

и 

(7**) 

Если уравнения (5) или 

'1\>1 = '1\>2 = . . . = 'Фn = О (8) 

можно разрешить относительно ~l' Р2' "', ~n, то получим 
Pl' Р2' ...• ~n В виде степенных рядов, расположенных по сте
пеНЯ1-1 f.I.: 

р. = Р. (,L) (i = 1, 2, ... , n). (9) 

Начальные значения координат были 

(Xi)t_o = 6. (О, О) + Pi, (9*) 

27 к. Шарnье 
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и, следовательно, при помощи (9) определяются нача;Iьные зна
чения, которые приводят к периодическим решениям дифферен
циальных уравнений (1). 

Согласно § 3 гл. 1 решения (9) суть простые решения урав
нений (8), если определитель 

А11 А 12 ••• А1П 

D = А21 А22 А 2П 
(10) 

АП1 АП2 Aml 

отличен от нуля. Вообще в механике уравнения (8) являются за
вJ(симыми. Предположим, что существует интеграл уравнений (1) 

F (Хl' Х2, ••• , хп, t) = С, 
который периодичен по t с периодом Т; тогда имеем 

F [81 (Т, J1), .•. , 8п (Т, J1), Т] = F [81 (О, J1), .. " 8п (О, ,..), О) = 
= F [81 (Т, J1), •• " 8п (Т, J1), О) 

или, так как 

то 

F [81 (О, J1) + '1\'1 •••• , 8п (О, J1) + 'l'n, О) -
- F [81' (О, J1), ••• , 8п (О, 11), О] = О. (11) 

Правая часть (11) может быть разложена по степеням '1'1' 
... , 'l'n и обращается в нуль, если '1'1 = '1'2 = ... = 'l'n = О. Значит, 
если n - 1 из величин '1'1' '1'2' . • . ,'Фn равны нулю, то обращается 
в нуль также и последняя величина. В частности, при 

'1'1 = '1'2 = . . . = 'l'n-l = О 
дF 

должно быть танще и 'l'n = О, если -д =1= О. Если та:кого рода 
хп 

интеграл существует, то уравнения (8) будут зависимы. Тогда 
достаточно рассмотреть n - 1 уравнение 

'1'1 = '1'2 = ... = 'l'n-l = О, (12) 

и для существования простого решения достаточно, чтобы опре
делитель 

А12 ••• А1 • П-1 
А22 ••• А2,П-l 

Ап-1 ,1 Ап-1,2 
был отличен от нуля. 

A n- 1•n- 1 
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Одна из величин ~i в этом случае может быть выбрана про
извольно, или можно К (12) присовокупить уравнение F = С, 
где С может быть выбрано ПРОIlЗВОЛЬНО. 

Если имеются два подобных интеграла, то вообще можно два 
из уравнений (8) рассматривать как следствие n - 2 остальных 
11 т. д. 

Второй случай, в котором могут встретиться периодические 
решения, был рассмотрен Пуанкаре при частном предположении. 
Этот случай характеризуется одинаковыми конфигурациями 
при t = О II t = Т. 

Пусть даны канонические дифференциальные уравнения 

dXi дР dYi дР 
те = aYi • те = - dX

i 
(i = 1, 2, ... , s)t (13) 

где F является функцией от Хl' ••• , Хв, Уl' ••• , Ув И 1.1. со сле
дующими свойствами: 

1. F может быть разложена при всех действительных зна
чениях Уl' У2' •.• , Ув по положительным степеням 1.1.: 

(13*) 

2. Fo зависит только от Xl. Х2 , ••• , Хв. 
3. F периодична относительно Yl. У2, ••• , Ув С периодом 2л. 
Дифференциальные уравнения (13) могут быть легко решены 

ПрlI 1.1. = О. Деi'IСТВIIтельно, при 1.1. = О 
dx. dYi дРо 
dt\ = О, dt = - дх. = n! (i = 1, 2, .•. , s), (14) 

которые дают 

Х! = at, ) 
Yi = nit + Ш! . 

(i = 1, 2, ... , s), 
(14*) 

где а! 11 n! обозначают постоянные величины. 
Если теперь 

nlт' n2Т, ... , n.Т 

I\ратны 2n, то движение пеРИОДIlЧНО с периодом Т. Когда же здесь 
существуют периодические решения при 1.1. 4= о с тем же самым 
пеРIlОДОМ Т? Очевидно, что вообще для этого мы должны не
сколько изменить начальные значения Х. и Yi. Пусть при t = О 

Х! = а! + ~i, 
т!1 = Ю! + "i, 

11 введем вместо Х! и У! новые переменные '! и 'Фi при ПОМОЩII 
27· 
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уравнений 

х. = а! + ~! + ер., j.' 

у. = n.t + (J)j + 'У. + 'Ф. 
(i = 1, 2, ... , в). 

(15) 

Для ер. и 'Ф. получим следующие дифференциальные уравнения: 

dCP. дР дР ) 

d~. = aYi дР доо,' I (16) 

те = - дZj - n. t 
(i = 1,2, ... , в). J 

Если ер. и 'Фi при t = О и t = Т принимают одни и те же значения 
(здесь нули), то движение является периодичесним с периодом Т. 

Сначала рассмотрим уравнения 

'Фi (т) = 'Фf (О) = О (i = 1, 2, . ", в). (17) 

Так как уравнения (13) обладают интегралом 

F=C, 

то уравнения (17) не будут независимыми. Мы предположим, что 

дР =/=0 
дж, , 

так нак уравнение 'Ф8 (Т) = О будет следствием других уравнений 
(17). Следовательно, мы должны рассматривать s - 1 уравнений 

'Ф' (Т) = О (i = 1, 2, .. " s -1), (17*) 

и можно выбрать одну из веЛIlЧIlН ~! ПРОIlЗВОЛЬНО. Положим 

~8 = О. (18) 

Теперь, в соответствии с (6*), получим 
т т 

Т) r.I \' дlFо \ д2ро 
'Фi ( = - t"1 J д4. д41 dt - ~2 J да. да2 dt-

о о t 

Т Т 

- ... - ~'-1 \' д д~o dt + I-t \" ддР1 dt + члены J 4, 4._1 J а. 
о о 

(19) 

высшего порядка = О 

(i = 1,2 ... , s - 1). 
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Так как F о зависит только от Х1 , Х2 , ••• , ХВ И не зависит от Уl' 
У2' •.• , Ув, то В (19) содержатся члены, умноженные на Уl' У2' ••• 
. . . , ув, а также на .... ' которые здесь не выписаны. Так как 
д'Р 
-д дО постоянно, то уравнение (19) после деления на Т примет 

а1. 4 ! 
форму 

(i = 1, 2, ... , 8 -1). (19*) 

Эти уравнения определяют значения Рl' Р2' ... , PS-1' Решение 
будет простым, если определитель 

д'Ро д2ро 
да1 да1 • да1 даS-1 
д2ро дlРо 

даS-1 да1' • оа8_1 даS-1 

отличен от нуля. Но этот опреде:,штелъ есть не что иное, как гес
сиан от Fo относительно Хl' Х2 , ••• , Xs-l' Следовательно, усло
вие существования простого решения уравнений (17) состоит 
в том, что гессиан от Fo относительно 8-1 из величин Хl' Х2, • •• 

• • • , Х, отличен от нуля. 

Перейдем теперь к рассмотрению уравнений 

<р1. (Т) = О (i=1,2, ... , 8). (20) 

Здесь мы можем считать величины ~1' Р2' ... , р. известными и, 
следовательно, принять во внимание в (20) только члены, умно
женные на Уl' У2' ... , 'Уn и ..... Если мы применим формулу (6·) 
для вычисления <р, (Т), то получим 

т т т 

~ 
д2р . д2р ~ дlР 

<Р1. (Т) = 11 -д д dt + ... + 1. \ д-ау dt + '" ау д ае + ... = О. У, У1 J У, • , !.L 
о о о 

Но мы предполагали, что F о не. зависит от Уl, У2' ••• , УВ, 
следовательно, под знаки интегралов вместо F необходимо под
ставить величины !!F1; все члены в <р, (Т) имеют множитель J.t. 
что ТaI(же справедливо и для тех членов в этой формуле, которыми 
мы пренебрегли. Поэтому, деля на множитель J.t, получим 

т т т 

CPi(T) r д2Р1 {" д2Р1 d r дР1а о (21 - .... - = 11 J ayiдyl dt + ... +18 J дуiдуs t + j дyi t + ... =. ) 
о о о 
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Чтобы рассматриваемые решения были аналитическим продол
жением того решения, которое по.'1учается при Jt = о, очевидно, 
необходимо, чтобы значения Уl' ... , Уя, которые мы получим 
ИЗ (21), обращались в нуль вместе с Jt. Но уравнение (21) содер
жит один член, который не имеет множителя .... ' и, следовательно, 
этот член должен обращаться в нуль. Если решение периоди
ческое, то должны иметь место следующие уравнения: 

т 

~ ~l dt =0 
о i 

(i = 1, 2, .. " s). (22) 

Уравнения (22) показывают, что для существования периоди
ческих решений необходимо, чтобы между величинами Х. и У. 
при .... = о, т. е. между ai И6)i, имели место определенные зави
симости. 

Исследование уравнений (22) было выполнено Пуанкаре 
следующим образом. Положим 

т 

[F1 ] = ~ ~ F1dt. (23) 
о 

Величина [F 1], таким образом, обозначает «среднее значение» 
функции F 1• Уравнения (22) примут вид 

д [F1] д[Fl]_О (' 1 2 ) 
дyi = дшi - l = , , ... , s . (22*) 

Эти уравнения (22*) свидетельствуют о том, что [F1 ], рассматри
ваемая как функция (i) 1, (i) 2' ••• ,(i) в, должна принимать или мак
симальное или минимальное значение. 

Пусть F1 - периодическая функция Yl' У2' ••• , Уз, Тогда 
по теореме Фурье имеем 

F1 = ~ А COS(mlYl + ... + т,У, + 1&), 

rде тl' ••• , та принимают любые целые (положительные пли 
отрицательные) значения. Имеем здесь 

У. = nit + (i)i, 

так что 

Р1 = ~ А СОЗ (i), 

rде 

(О = (т1nl + m2n2 + ... + mаnвН + ml(i)l + m2(i)2 + 
+ . . . + твЮа + 1&. 
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Следовательно, 

и 

т 

[F1 ] = ~ ~ F1dt = S А соаro, 
о 

(24) 

где знак S означает, что суммирование распространяется на все 
такие значения т1, ••• , т., для которых 

~ mini = О. (24*) 

Условие (22*) принимает вид 
д [Р1] S А' О 
-д- = - т! slnro = 

Ю! 
(i = 1, 2, ... , s). (25) 

в § 12 рассматриваются следствия из этого уравнения примени
тельно к задаче трех тел. 

l'де 

§ 8. Метод Пуавкаре построения периодических решений 
(продолжение) 

Условия существования периодических решений уравнений 

dXi дР 

tlt = aYi' 

dYi дР 
тt =- aXi 

1 
~ 
I 

(i=1,2, ... ,s), J 

F = Fo + f1F1 + f1!F! + ... 

(1) 

и Fo зависит только от Х1, Х!' ••• , Ж8' согласно предыдущему 
параграфу записывалось в виде 

н (Fo) =/=0, 

д [Р1] О (' 1 2 -д- = l = , , ... , s), 
Ю! 

(2) 

(3) 

где Н (F о) обозначает гессиан от F о по s - 1 из веЛlIЧИН Х1' Ж2, ••• 

• • • , Х8' 

Если решение (21) относительно Уl' У2' ..• , У8 должно быть 
простым, то, кроме указанного, должно иметь место условие 

Н ([F1]) =/= О, (4) 
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где гессиан надлежит вычислять относительно 00 1. 00 2. • ••• 00,. 

в том случае, когда F о зависит не от всех Х1 • Х2 • •••• Ха. условие 
(2) не выполняется. Хотя рассмотрение этого случая легко полу
чается из сказанного. тем не менее мы особо рассмотрим его. так 
как он часто встречается в задаче трех тел. Простоты ради пред
положим. что имеется четыре степени свободы. и что F о зависит 
только от Хl И Х2• Тогда получаем 

дРО aFo n1 = ---.с-. n! = --д-' nз= n, =0. 
Volil :1:2 

и при fL = О 

Х1 = аl. 

У1 = n1t +001' 
Х2 = ав. Х3 = аз. 
У2 = n2t + 00 2. Уз = 00 8. 

(5) 

Уравнения (6*) предыдущего параграфа здесь примут после 
замены обозначений следующий вид: 

т т т 

~ д2Р ~ a2F ~ д2р '1'1 (Т) = ~1 д-а dt + ~2 д-д dt + l3з д-д dt + 
:1:1 :1:1 :1:1 :1:2 .:1:1 :l:з 

О О О 

Т Т 

~ a2F ~ д-Р 
+~, д-д dt+fL д-д dt+ ..• = О, 

:1:1 :1:, :1:1 .... 
О О 

Т Т Т 

'1'2 (Т) = ~1 ~ д д
2

аР dt + ~2 (' д a
2

a
F dt + ~8 \ д д

2

дР dt + J :1:2:1:1 J :1:2:1:2 J :1:2:1:8 
О О О 

Т Т 

~ a2F ~ д2р +~, -д д dt+fL д-д + ... =0, 
:1:2 :1:, :1:2 .... 

О О 

Т Т Т 

'1'з (Т) = ~1 (' д д2

дР dt + ~/ д д2

дР dt + ~з \ д д2

дР dt + 
J :1:8:1:1 J :1:8:1:1 J:l:8 :1:8 
О О О 

Т Т 

~ д2р r д2р + ~'~ д:l:эд:l:' dt + fL ~ д:l:адJ.!. dt + ... = О, 
т т т 

'Ф, (Т) = ~1 \' д д
2

аР dt + ~2 (' д д
2

дР dt + ~з ~ д a2

a
F dt + J :1:,:1:1 J :1:,:1:2 J :1:,:1:8 

О О О 

Т Т 

~ 
дЗF ~. д2р 

+~, д-д dt+fL -д д dt+ ... =0. 
:1:,:1:, :1:' .... 

О (J 

Так как F о содержит только Х1 и Х2• то находим. что третье и 
четвертое уравнения имеют множителем fL; подставляя везде 



§ 8] МЕТОД ПVАНКАРЕ (ПРОДОЛЖЕНИЕ) 

F о вместо р.Р 1. преобразуем уравнения к виду 

'\'1 = 'Ф2 = ~ = ~ j.I. р.. 

Первые два из этих уравнений имеют следующую форму: 

425 

(6) 

О = All~1 + Al~2 + члены, равные нулю при р. = О, } (7) 
О = А21Рl + A2~2 +» » »» р. = О, 

где 

т 

~ 
д2ро 

Aii = д-д dt. 
Х! Xi 

О 

(7*) 

В соответствии с (7), ~1 и ~2 можно разложить в степенные ряды 
по р., которые обращаются в нуль вместе с р., если предположить, 
что определитель 

I 
АI1 А12\ 
А21 Ав! 

отличен от нуля. Этот определитель не что ивое, как гесспан от 
F о по Xl И Хв • Итак, предположим, что 

Н (Fo) =1= О (Arg Хl' XS>. (8) 

Два последних уравнения 

""8='Ф4=0 
р. Р. 

содержат KaR члены, пропорциональные ~! и р., так и член, не 
обращающийся в нуль вместе с р. и Pi. Поэтому начальные усло
вия должны быть определены таким образом, чтобы эти Ч.lIены 
равнялись нулю. Следовательно, мы получим условия 

т т 

-!.-\ д2}' dt = {' дР1 ае = О 
р. J дХа a/L J дХа t 

о О 

т т 

....!... \ д2р dt = r дР1 dt 
/L J дх, д/L J дх, ' 

о о 

или, если ввести функцию [F1 ], 

д [F11_ О ) 
дХ8 - t 

д [Р1] _ О 
дх. - • 

(9) 
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Что касается уравнений q>i (Т) = О, то на них распространяются 
результаты предыдущего параграфн. Необходимо, чтобы 

aa[F1
] = О (i = 1, 2, 3,4). (10) 

(J)i 

Значения '\'1' '\'2' '\'З, '\'4 будут представлять простое решение, если 
гессиан от [F 1) по (J) 1, (J) 2' (J) З И (J) 4 не обращаете.я в нуль. 

В том случае, когда Fo зависит только от Хl П Х2 , начальные 
условия для Хз, Х4' Уl' У2' Уз, У4' т. е. значения, которые эти вели
чины принимают при t = О и J.t = О, необходимо определить так, 
чтобы [F1), как функция этих величин, пмела бы максимум или 
l\ШНIIМУМ. 

§ 9. фОр)lа разложении возмущающей фУНКЦИИ 

Для исследования периодических решений необходимо вывести 
некоторые ранее не дававшиеся формы разложения возмущающей 
функции. ПРИ этом мы ограничимся первыми степенями возму
щающих масс, т. е. обозначенной через F 1 функцией, хоти боль
шую часть последующJIX результатов легко распространить и на 

полное разложение возмущающей функции, если использовать 
якобиевы канонические элементы. 

Возмущающая функция зависит от трех расстояний r, r' и r"; 
имеем 

r"2 = r2 + r'2 - 2rr' cos 'Р, (1) 

где q> обозначает угол между двумя радиусами-вектораМII r и r'. 
Онп выражаются через эксцентрические аномалии ш: 

r = а (1 - е cos ш) 
И 

r' = а' (1 - е' cos ш'), 

где w и ш' связаны со средними аномалиями при помощи формул 

w - е sin w = l, 
ш' - е sin ш' = l'. 

(2) 

(2*) 

Эти формулы показывают, что r и r' могут быть разложены 
в ряды Фурье соответственно по кратным l и l': 

1 00 ! r = 2" Во + ~ B i cos а, 
i=l 

, l ' 00, 

r = 2" ВО + ~ Bicosil'. 
i=1 J 

(3) 
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Значения коэффициентов даются в § 9 гл. IV. Если (2) запишем 
в форме 

w - 1 - е sin (w - 1 + 1) = О 
или 

w - 1 = е cos 1 sin (w - 1) + е sin l cos (w - 1), 

то по теореме Лагранжа очевидно, что w - 1 может быть пред
ставлено рядом по степеням е соз 1 и е sin 1: 

w - 1 = P1 (е соз 1, е sin 1), (4) 

который обращается в нуль при е = О. 
Аналогично имеем 

, l' р' ( , 1'" 1') w - = I е соз ,е sln . (4*) 

Для истинной аномалии v имеем следующее известное выра
жение через оскулирующие элементы: 

00 

v = n + l + ~ oti sin а, 
i=l 

(5) 

где й! могут быть п редставлены при помощи степенных рядов 
относительно е. Эти коэффициенты представляются в форме 

й! = a(i)ei + a(i) ei+1 + a(i) еН' + ... , 
о 1 2 

а отсюда, как и в аналогичном случае в § 2, гл. VI, следует, что 
(1i sin i l можно разложить по степеням е cos l и е sin 1. Следова
тельно, получим 

v = n + l + Р2 (е соз l, е sin l), } 
р' = п' + l' + P~ (е' соз 1', е' sin 1'). (6) 

Что касается представления угла ер в (1), то мы сначала рассмо
трим случай, когда движение трех тел происходит в одной плос
кости. Тогда 

ер = v - р', 

и из (5) находим, что в этом случае ер зависит от 1, l' и n -п'. 
Очевидно, что т", а также и возмущающая функция являются пе·· 
риодическими функциями относительно этих переменных. Это 
:можно заключить из § 10 гл. V. Из (3) и (5) непосредственно сле
дует, что т, т' и т", а поэтому и возмущающая функция, остаются 
неизменными при замене 1 на -1, l' на -1', n -п' на п' -п. 
Следовательно, разложение возмущающей функции имеет 
форму: 

F1 = ~ Ai• i'. jCOS (и + i'l' + j (п - п'», (7) 
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где Аы,,; зависит от а, а', е И е', а i, i' и j принимают все RаБ поло
жительные, так И отрицательные целые значения. Стало быть, 
F 1 является четной функцией от l, l' и n - п'. 

Из (3), (4) и (6) далее следует, что F 1 можно рассматривать 
как функцию от а, а', е соз l, е sin l, е' соз l', е' sin l' и л - л' , 
где 

л = n + l - средняя долгота, 

и F 1 можно разложить по степеням величин 

е соз l, 
е' соз l', 

е sin l, 
е' sin l'; 

при этом коэффициенты будут периодическими функциями от 
л - л' . Перейдем теперь к общей 
задаче трех тел. Из § 9 гл. V нам 
известно, что восходящий узел 
одной из планетных орбит на 
неизменяемой плоскости совпа
дает с нисходящим узлом дру

гой орбиты. Пренебрегая вели
чинами второго порядка относи

тельно возмущающих масс, 

расстояние r" между обеими 
массами, т и т', можно запи-

Рис. 36. 

сать в следующей форме: 

r"'" = r'" + r'''' - 2rr' соз ер, (8*) 
где 

соз ер = соз (v - Q) соз (v' - Q') + 
+ sin (v - Q) sin (v' - Q') соз J 

или, так как Q = Q', 

созер = соз (v- v') - 2sin' ~ Jsin (v - Q) sin (v' -щ. (8) 

Здесь J обозначает взаимную наклонность орбит, т. е. сумму на
клонностей планетных орбит к неизменяемой плоскостп. 

Но по (5) 
v - Q = 1 + n - Q + ~ ot, sin il, 

или, следуя Делоне, положим 

тогда 

g = n - Q; 

v - Q = 1 + g + ~ ot, sin и, 1 
v' - Q = l' + g' + ~ ot~ sin и' , J 

(9) 
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11 

t' - v' = 1-1' + g - g' + ~ (l, sin а-~ (Х; sin а'. (9*) 

Подставляя ЭТИ выражения в (8) И (8*), находим, что r", а рав
НЫМ образом И F l' суть периодические функции от l, l', g и g', 

I\OTOpble можно разложить по степеням е и е' И sin2 { J (J = i + i'), 
причем коэффициенты разложений будут зависеть от а и а'. Эти 
разложения не изменятся, если одновременно поменять знаки 

1, Е', g И g'. Следовательно, F 1 является четной функцией этих 
величин, и можно записать 

F1 = ~ Асоз (а + i'l' + jg + j'g'). (10) 

§ 10. Периодичесвие решеиия первого сорта 

В своих исследованиях Пуанкаре исходил пз дифференциалJ.
иых уравнений для оскулирующих элементов, и при этом им было 
установлено три сорта периодических решений задачи трех тел: 

для первого сорта наклонности равны нулю и эксцентриси

теты обращаются в нуль вместе с малыми массами; 
для второго сорта наклонности также равны нулю, а эк сцен

ТРИСIlТеты при ~ = о остаются конечными по величине; 
третий сорт охватывает случаи, в которых наклонности ко

нечны. 

Периодические решения первого сорта можно было бы рас
сматривать как частный случай решений второго сорта. Однако 
они отличаются от них в одном существенном пункте. Если pac~ 
сматривать две планеты (при ~ = О), которые обращаются вокруг 
центральной массы в равномерном движении по круговым ор
битам, движение этих трех масс всегда следует рассматривать 
кан периодическое, период которого равен синодическому перио

ду обращения обеих планет. 
Иначе обстоит дело, когда (при f.L = О) речь идет о двух пла

нетах, движущихся по эллиптическим орбитам вокруг централь
ной массы. Здесь движение может также быть периодическим, 
однако только при условии, что средние движения обеих планет 
соизмеримы. Очевидно, что здесь мы стоим перед проблемой сов
сем иного рода, чем в предыдущем случае. 

Если средние движения обеих планет (при f.L = О) обозначить 
через n и n' (n> n'), то синодический период обращения равен 

2n 
n-n'· 

Следовательно, движение при ~ = О будет периодичеСКIIМ с YKa~ 
занным периодом, когда орбиты являются круговыми. Будут ли 
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существовать периодические орбиты с тем же периодом также· 
И при .... > О? 

Пуанкаре удалось найти ответ на этот вопрос почти без рас
смотрения дифференциальных уравнений движения. ЕСЛlI тре
угольник, образованный тремя телами при t = О и ПрИ t = Т, 
имеет одни и те же размеры, и если, кроме того, производные от 

взаllМНЫХ расстояний r, r' и r" в оба ЭТИ момента равны, то, 
очевидно, можно заключить, что движение будет периодическим. 

НО в предыдущем параграфе мы нашли, что раССТОЯНIIЯ r, r' 
1[ r" в случае, когда движение происходит в плоскости, зависят 
только от следующих веЛIIЧИН: 

а, е cos l, 
а', е' cos l', 

е sin l, } 
е' sin l', (1) 

11 Л. - 1.', и что они периодичны по л. - 1.' с периодом 2п, а таl\же, 
что они могут быть разложены в ряды по степеням е cos l, е si n l, 
е' cos l' и е' sin l'. 

Имеем далее для производных от r и r' одни и те же значения 
gaIi в возмущенном, так и в невозмущенном движении, Tal\ Kal\ 
элементы а, е и т. д. являются ОСI(УЛИРУЮЩИМИ. Следовательно, 

dr nа2е. 
dt = -r- sln W, 

dr' ",' а'2е'. , 
dt = -r-'-SШW' 

dr dr' 
так что dt и те зависят только от шести величин (1). Та ... нан 

r"2 = г + r'2 - 2rr' cos (и - и') 

и 

dv r ~a (1 - е2) 
те = r 2 , 

dr" ~ _ ~ '. 
то dt также определяется через те же самые величины и {. ,.. 

Таким образом, для существования периодического движе
ния необходимо, чтобы величины (1) при t = О и при t = 2Т 
принимали одни и те же значения, и чтобы л. - 1.' возрастало 
на 2п. 

Средние движения n и n' определяются формулами 
j ,j' 

n = А8' n = А'8 , 

где А = Уа, Л' = У а', а у' и у' - две постоянные, заВlIсящие 
от масс. Мы предполагаем, что при t = .... = о 

е = е' = l = l' = л. = )..' = О 
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и А = Ао, А = A~. Чтобы получить периодическое движение при 
,... =1= О, предположим, что е, е', l, l' принимают значения ео, ео'. 
lo. l~; вместо этого можно начало отсчета времени и положение осп 
Х выбрать так, чтобы л = л' = о при,... =1= О. Пусть начальные 
значения А п А' будут Ао + ~l И A~ + ~2' При t = Т величины (1) 
ПРИНlIмают значения 

Ао + ~1 + 'Фl' ео cos lo + 'Фа, ео sin lo + 'Ф4' 
A~ + ~2 + 'Ф2' e~ cos l~ + 'ФБ, e~ sin l~ + 'Фа, 

где вместо а взято А, а для л - л' значение 2л + 'Фо' Тогда УСЛОВIIЯ 
периодичности движеНJlЯ будут 

'Фо = 'Ф1 = 'Ф2 = 'Фа = 'Ф4 = 'Фа = 'Фа = О. (2) 

Но мы имеем два первых интеграла - интеграл живых СШI 11 
интеграл площадей, которые, как было доказано в пятой главе, 
имеют вид 

F=C, } 
~A yr=ё2 + ~'A' У1-е'2 = С. 

(3) 

Что касается IIнтеграла живых сил, то его можно раЗЛОЖIIТЬ 

по степеням 

где 

так что 

i т' 
FO =2A2 + 2А'2' 

aFo 
n = - дА • 

, aFo 
n = - дА' • 

Как и в параграфе (7), находим, ЧТО'Фl И'Ф2 должны уничтожаться, 
если 'Фо, 'Фа, 'Ф4 и т. д. равны нулю. 

Итак, мы должны разрешить уравнения 

'Фо = 'Фа = 'Ф4 = 'Ф5 = 'Фа = О. (4) 

присовокупив К ним уравнение 

F=C, (4*) 

где С рассматривается как заданная величина. Начальные зна

чения ~l' ~2' ео, e~. lo, l~ необходимо определить так, чтобы удо
влетворялось (4) и (4*). Чтобы показать существование простого 
решения этих уравнений, достаточно доказать, что якобиан 

левых частей этих уравнений при ,... = ~l = Р2 = en = e~ = 
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= lO = l~ = О отличен от нуля. При составлении этого ЯRобиана 
нет необходимости выписывать члены, зависящие от J,t. Доста
точно рассмотреть те члены в (4) и (4*), которые не обращаются 
в нуль вместе с J,t. Говоря иными словами, для исследования яко
биана достаточно рассмотреть невозмущенное движение, которое 
~пределяется элементами 

Ао + ~1' ео, 10' 
А' о + ~2' e~, l~. 

Затем получается выражение для F о: 

F- i + т' 
0- 2(Ао + ~1)2 2(A~ + fЗ2)2 ' 

а также для новых значений средних движений N и N': 

N = (Ао ~ ~1)S = n ( 1 + ~ )-3 , 
N' = (A~ : ~2)S = n' (1 + ~:) -3. 

2л 
"Y'f:IOBHe величины 1 и ~ при изменении t от t = О до t = Т = --, n-n 
возрастают на 

U = NT = 2лn (1 + ~)-3 
n-n' Ао ' 

а l' и ~' одновременно на величину 

и' = N'T = 2лn' (1 + .1!..)-3 
n-n' А" 

о 

Тогда члены в 'Фо, 'Фа, 'Ф., ... , не содержащие множитель J,t, будут 

2л {( ~l)-a ( ~ )-3} 'Фо = n _ n' n 1 + Ао - n' 1 + A~ - 2л:, 
о 

'Фа = ео соз (10 + и) - ео соз lo, 'Ф. = ео sin (lo + и) - ео sin lo. 
, # , " '1' , I 

'Фо = ео cos (lo + U ) - ео cos 10' 'Ф8 = ео sin (10 + и') - eosin 10' 
Теперь не представляет никаких трудностей вычислить якобиан 
этих уравнений. В самом деле, имеем 

где 

11 = 11111211з, 

111 = якобиан от F о и 'Фо по ~1 И Р2' 
112 = якобиан» 'Фа» 'Ф4» еО» 10' 
l1a = якобиан» 'Фо» 'Ф8» е'о» 1~. 
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Д:JЯ этих якобианов получаются следующие значения: 

/1 = _ 6nnn: (.!.. +~) 
1 n- n Ао А ' 

о 

/12 = ео {[cos (lo + и) - cos 10]2 + [sin (lo + и] - sin 10]2}, 

/1з = e~ {[cos (l~ + и') - cos 1~]2 + [sin (l~ + и') - sin 1~]2}, 

ПРIlчем /11 обращается в нуль ПрИ Ао=- A~, т. е. при n=-n' 
в случае, который не представляет интереса, /12 И /1з обращаются 
в н~тль, когда И и и' нратны 2л:, т. е. если n кратно n - n'. Это 
УС.:Jовие )IОiБНО выразить также и в форме 

n i+1 
1т == -i- (5) 

где i обозначает целое число. Если уравнение (5) удовлетворя
ется, то никаких периодических решений первого сорта не суще
ствует. Очевидно, существует 004 периодических решений первого 
сорта, для которых можно произвольно выбрать период Т, ПО
стоянную С, момент и долготу соединения. 

В § 5 этой главы мы показали, следуя Хиллу, нак могут быть 
построены ряды, которые представляют такое решение. 

Исключительный случай (5), для которого никаких периоди
ческих решений первого сорта не существует, имеет особый астро
номический интерес. Это обстоятельство с точки зрения теории 
возмущений объясняется следующим образом. 

Для эле)lентов Делоне имеют место дифференциальные урав-
нения: 

dL дР а, дР 

(jt=m' dt = - aL ' 

(Ю дР 

dt = д: , 
(lg дР 

dГ= - aG ' 

dL' дР dl' дР 
'lit = al' , dt == - aL' , 

ак' дР 
те == - aG' , 

где 1 и g соответственно обозначают среднюю аномалию и ДОЛГО1У 
перпгелия; кроме того, имеем 

L = ~ уа, L' = ~' уа', 

G = L У' 1 - е2 , а' = L' У 1 - е'2. 

Обычно возмущающая фуmщия выражается через эллиптические 

28 к. Шар:rье 
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элементы L (нлп а), г, L', г' н, очевидно, 

aF Jff=""ёi" дР 
aG =- Le де' 

так что движение перигелиев обеих планет определяется ФОРМУ 
ламп 

а, yf=""ёi" дР I те = Le де' 

dg' _ yf=72 aF 
(1е - L' е' де" 

(6) 

Исследуем вековые движения перигелиев [к] и [к'] при очень 
малых значениях е и е'. Если средние движения n и n' несоизме
римы, то имеем 

d [g1 yf=""e2 aR 
--;rг- = Le де' 

d [g'] yt=72 aR 
-г = [:е' де" 

где R, как обычно, обозначает вековую часть возмущающей ФУIlli
цuи. Следовательно, при е = е' = О имеем 

d[g] = A+B~ 
dt е ' 

d [g') _ А' + В' ~ 
dt - е' : 

Перигелии обладают средними движениями, величины которых 
существенно зависят от отношения обоих l'tJалых эксцентрисите
тов. То же имеет место и в СJlучае, когда n и n' относятся как 
целые числа 

есJIИ только разность ме»щу i и j не равна +1 или -1. Но если бы 
был этот случай, то уже среди членов первого порядка встречались 
бы вековые члены и мы получили бы следующий результат: 

d[g] =A+B~+C-!.. ) 
dt е е ' 

d [g'] = А' + В' -!..- + С' _1 (7) 
dt е' е' • 

Зцесь встречается исключительный случай: I i - j I = 1. Для бес
конечно малых е и е' вековые движения перигелиев были бы бес
коне.но большими. Было бы преждевременно заключать, что 
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случап, в которых I i - j I = 1, не имеют значения для астро
номии. Наоборот, в планетной системе встречается много слу
чаев, в которых средние движения с бо.'IЬШОЙ степенью точности 
удовлетворяют этому уравнению, хотя при !1 = О эксцентриси
теты обращаются в нудь. Эри в своем JшассичеСКО~I труде «О при
тяжении» [52] установил ВОЗНИI\ающие при этом спеЦИфllческие 
особенности состояния движения, Тиссераи [53] и Бак.'IУНД [54] 
продолжили далее эти исследования в аналитическом направле

нии. В системе спутников Сатурна существует много таких c.1JY
чаев, как Гиперион - Титан, средние движения которых отно
сятся почти иак 3 : 4, KaI, Энцелад - Диона. средние ДВШI.ения 
I\ОТОРЫХ относятся кю< 2 : 1 [55]. Здесь мы встречаемся с перио
дическими решениями проблемы трех Te.'I, которые в точном 
смысле не являются решениями первого сорта. 

§ 11. Периодические решения второго сорта 

Эти решения характеризуются тем, что при !1 = О эксцентри
ситеты остаются конечными. Наклонности равны нулю. Следуя 
Пуанкаре, исходим из соотношений при !1 = О и сначала стави?tl 
вопрос, когда система трех тел, два из которых обращаются во
круг третьего тела по неизменным эллипсам, образует периоди
ческую систему. Очевидно, это будет в том случае, когда средние 
движения n и n' для кеплеровских эллипсов соизмеримы. Тогда 
движение всегда будет периодичеСКИl\f. Итак, пусть 

n р 

n:=-g' 
где р и g обозначают два взаимно простых це.1JЫХ числа. Ес.'IИ 
через N обозначить наибольший общий делитель n и n', так что 

n = pN, n' = gN, (1) 

то период движения Т будет равен 

T-~ -N (1·) 

Масса т, которая обладает средним движение~l n, сде.'Iает за 
этот промежуток времени р оборотов, а масса т' со среДШl1lf дви
жением n' совершит q оборотов по эллипсу. При каких условиях 
существуют периодические движения с тем же периодом Т при 
IL =1= О? 

Согласно § 10 гл. V мы можем свести задачу к трем степеням 
свободы. Если возмущающую функцию, которая здесь зависит 
только от шести элементов, L, L', l, l', К, k, обозначить через F 
(возмущающую функцию Kal, функцию обычных эле~lентов 

28* 
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Делоне будем обозначать через F), то соответствующие дифферен
цпа:IЫIые уравнения запишутся в виде 

J·де 

c1L дF dl дF) 

тt = дГ' dt = - дЕ ' I 
(IL' дl" (ll' дl" 

с!Т = -дР ' lil = - д1~' , j 
dK дF (lk дF 

lil = дk' ([Г = - дК' ) 

L = ~ l/а, 
L' =~' уа' , 
к = ~ у а-(:7"1-_-е=2) , 

l = сре;щяя аНО:\IaЛIIЯ 
l' = » 

k = 1[-1['. 

(2) 

~' 1 
т, r (2*) 

J 

Эксцентриситет орбпты массы т' из возмущающей функции F 
ИСК.lючается при ПО~IОЩИ интеграла площадей, который запи
сывается в форме 

G + С' = ~ уа (1-е2) +~' Уа' (1-е'2) = с 
или 

L уl-е2 + L'lf1-e'2 = с. (3) 

ТаКИ~1 образом, F ЯВ:Iяется фУНlщией L, L', l, 1', К и k. Разлагая 
по степеням J!, lшеем 

F = F o + ~tFl + J!2F2 + ... , 
rде 

r а' 
F u = :!J..,2 + "2L'2-' 

или, по § 5 гл. У (ес;IИ постоянная тяготения положена равной 
едиНlще, а ма.'1ые массы выражены в единицах большой массы), 

Что касается F1• '10 согласно § 9 имеем выражение 
F1 = I9t cos (и + i'l' + jk). 

ДЛЯ F 1 IIмеем ана,'Iогичное выражение: 

F 1 = ~ А cos (а + i'l' + jk), 

(4) 

(5) 

(5*) 

толы;о в (5') А следует рассматривать l(aK функцию L, L', G 
и С', в то время I,an в (5) 9t зависит только от L, L' и К. ДЛЯ пе
гexo~a от (5*) к (5) подставим в (5*) 

С' = с - К, G = К. (6) 
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в частности, имеем формулу 

дF дР дР 

дК = дС - дС' • (7) 

которая будет использована позже. 
Перейдем теперь к отысканию периодичесliИХ решенюi (2) 

с периодом Т. Так как F о зависит только от L JI L', то мы имеем 
дело со случаем, рассмотренным в § 8. Итаli. СОГ.'1асно построен
ной теории сначала необходимо выяснить. будет ЛJl гессиаи 
Н(РО) от РО по L и L' отличен от нуля. Находим, что выражение 

9"(.' 
Н (РО) = L4L"} (8) 

для конечных масс не обращается в нуль. Для существования 
периодических решений необходимо еще, чтобы удовлетворялись 
уравнения 

11, нроме того, 

д [F1J _ д [F1J _ д [F]J _ О 
дl - al' - дk - , 

д [F1J _ О 
дК - , 

(9) 

(9·) 

где необходимо после дифференцирования подставить B!\lecTO 

L, L', l, l', К, k их значения, соответствующие t = fL = О. 
Обозначим эти начальные значения через 

(10) 

Согласно (5) имеем 

[F1] = ~ т eos (аи + i'l~ + jko), (11) 

где i и i' принимают все целые числовые значения, для которых 

in + i'n' = О, 
т. е. по (1) 

ip + i'q = О. (12) 

Следовательно, мы можем предположить, что 

i = 8q, i' = -8р, (12·) 

где 8 означает произвольное целое число; тогда будем иметь 

[F11 = ~ т cos [8 (q1o - pl~) + jk/J]' 

Здесь 8 принимает значения О, 1, 2, ... 'Уравнения (9) примут 
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~ sq Ql sin [s (qlo - pl~) + jko] = о, 
~ sp Ql sin [s (q1o - pl~) + jko] = о, 

~ jQl sin [s (qlo - pl~) + jko] = О. 

[гл. УН! 

Тю, Ral\ р и q обозначают определенные числа, то второе из этих 
уравцений совпадает с первым. Следовательно, оба ураВНeIШЯ 

д[F] -о д[F] =0 
дlо -, • 

дlо 

Тождественны, и отсюда следует, что одна из величин 10 или [~ 
может быть выбрана произвольно. Тогда положим 

l~ = о, (13) 

что можно достичь соответствующим выБОРОh-1 эпохи. Таким об
раЗО'-f, будем предполагать, что в момент t = О масса т' нахо
дится в перигешПI. 

Оба уравнения, которые должны выполняться, имеют форму 

~ sQl sin (sq1o + jko) = о, } 
~ jQl sin (sq/o + jko) = О. 

(14) 

Dти уравнения выполняются, если ko и [о иратны нулю или 1800. 
Выраll,аясь геометрически, это означает, что в момент t = О 
(и ~ = О) оба Te.'Ia находятся либо в соединении, JJИбо в оппо
зиции на линии апсид, которая для обеих планет имеет одинако
вое направление. Долготы перигелиев могут совпадать или раз
ниться на 180Q

• Пуанкаре в этом случае говорит, что обе массы 
находятся в си~шетричном соединении или оппозиции. 

Однако это не является общим решением уравнений (14). 
Шварцши.'IЬД [56] обратил внимание на то, что [о не обязательно 
должно быть JipaTHblM 180о , чтобы удовлетворялись уравнения 
(14). Достаточно, чтобы это имело место для qlo' При этом 
мы ПО,'!учим два решения: 

ko = n-n' = о, 1800 
lo=r--q , 

18ОО 

lо=г--q • 

(~) 

(~) 

Здесь ,. MOiI,eT обозначать любое це.'lое число, однако достаточно 
pacC~IOTpeTb числовые значения 

г=О, 1,2, ... , 2q-1. 
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С.rIедовательно, в каждом из случаев (а) и (~) имеем 2q значений 
ДЛЯ [о, которые соответствуют периодическому решению. Из этих 
4q с;rучаев не все ЯВ.'1яются существенно раз;rичными. Если, 
например, 

то q = 3, и для [о можно выбрать только значения 

00; 600; 1200; 1800; 240О ; 3000. 

Остается еще рассмотреть уравнение (9·): 
д [F1) _ О 
дК - • 

Согдасно (7) вместо него можно написать 

д [F1) _ д [F]) = О 
дС дС' • (15) 

Возмущающая функция F 1 является функцией от L, L', G, G' 
11 угловых перемепных l, 1', С, с'. 

Разложения возмущающей функции, которые обычно упо
требляются в астрономии, в общем производятся по степеням 
эксцентриситетов, и возмущающая функция является функцией 
кеплеровских элементов а, е и т. д. Если возмущающую функцию 
считать зависящей от этих элементов (для отличия при нахожде
ШIИ частных производных обозначим ее через R), то мы должны' 
рассматривать три различные формы: 

R (а, е, 1, n, а', е', l', n') = F (L, G, [, С, L', G', [', с') = 

= F (L, L', К, l, [', k). 
Имеем 

С' = L' у1-е'2 
и, следовате.1JЬНО, 

дF G дЛ 
дС = - L2e дё= 

У~дЛ 
Le де' 

дF С' дН 
дС' = - L'2e' дёf = 

yf=72 дН 
L'e' де" 

так что уравнение (15) примет вид 

где 

У1- e~ д [Л) У1-е'2 д [Н1 
Le де - L'e' де' = О, 

т 
1 • 

[R]=T~Rdt. 

(16) 
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Мы можем записать R в форме 

R = ~ А cos (и- а' + j (л - ;'1;'»' 

где следует положить 

l = ·nt + с, l' = n't + с', 
и [В] состоит из всех членов в R, для которых 

in - i'n' = о. 

Это условие выполняется в двух случаях: 

(1'.11. УIII 

(17) 

(18) 

1. При i = i' = О соответствующие члены называются ве
ковой частью возмущающей функции, которую мы обоз наЧШI 
через 81' 

2. Согласно (1) при ip - i'q = о, т. е. при 

i = 8q, i' = 8р (8 = + 1, 2, 3 ... ). (18*) 

Соответствующую часть [R] обозначим через 82' 
Форма 81 известна. Из § 2 гл. VII известно, что81 будет чет

ной функцией от е, е' и sin (i + i'), которая разлагается в РЯ;::J; 
по косинусам кратных л - л', если рассматривать движение в 
трехмерном пространстве и в качестве основной плоскости прп
нять неизменяемую плоскость. 

Согласно (6·) § 2 гл. УII, где необходимо положить Q - Q' = 
= 180Q

, k2 = 1, члены низшего (второго) порядка будут 

81 = т;' {В1 (е; + е'2 - sinll (Е + Е'» - 282ее' соз (л - ;'1;')}, (19) 

где 

или, 

n 
В _ ~ \ аа' соз 'Р d'P 

1 - 3t ~ [аВ + а'2 _ 2аа' соз 'P]'/. ' 
n 

В2 = ~ \" аа' соз 2'Р d'P 
3t J [а2 + а'2 - 2аа' соз 'Р)8/а 

u 

если разлфкить по степеням ot =!; (по § 5 гл. VI), 
а 

В 3 2 [1 + 3 5 2 + 3·5 5.7.. ] I 
1= -;тot т.т ot 2.4' 4.6 ot + ... , 

в 15 3 r1 + 3 7 2 + 3·5 7·9 "1 ] J 
2 = 4а' ot _ Т'Т ot 2.4 . 6.8 ot т··· . 

Что I(асается 82' то cOГ.т:raCHO (17) форма этоп фуmщип будет 

82 = ~ At,i', jCOS (ic- i'c' + j (л- ;t'», (20) 



§Н] ПЕРИОДИЧЕСIШЕ РЕШЕНИЯ ВТОРОГО СОРТА 441 

где i и i' принимают значения (18·). Относительно Rоэффициен
тов А i,i',i следует заметить, что они разлагаются в степенные 
ряды по степеням е, е' и (i + i') и что члены низшего порядка 
в этом разложении, как это следует из рассуждений § 2 гл. V, 
имеют степень 1 i - i' 1. Отсюда из (18·) следует, что члены низ
шего порядка В 82 будут иметь степень 1 Р - q 1. 

Из этого утверждения очевидно, что при рассмотрении уравне
ния (16) необходимо различать два случая. Во-первых, если 
'р - q 1 не мало (примерно больше четырех), достаточно в (16) 
вместо [R] подставить вековую часть 81 возмущающей функции, 
так что рассматриваемое уравнение примет вид 

l ! 1 - е2 aS "Jf 1- е'2 aS1 (21) 
Le де L'e' де' = О. 

Подставим в 81 члены низшего порядка из (19) и положим 
i = i' = О, так :как движение происходит в пл OCR ости; тогда, 

mm' 
отбрасывая множитель -4-' получим 

1 (В1 - B2 fcos (~- ~'») - 1, (В1 - В2 ; ('os(~- п'») = о. 

Но согласно предыдущему n - п' равно либо О, либо 180'. 
Если 

а) n - п' = О, 
то (за исключением случая е или е' = О) приведенное урав
нение примет вид 

LB2e2 + В2ее' (L' - L) - L'B2e'2 = О, (22) 
и для 

Ю n -п' = 1801l 

получим 

Из этих уравнений при заданных значениях L и L' можно опре
делить отношение е к е', для :которого существует периодическое 
решение второго сорта. Корни этого уравнения всегда действи
тельны. 

Можно также предполагать заданными значения е и е' и опре
делять соответствующее 8начение L: L'. Таким образом, полу
чим в случае а) 

L' B~2 - В1ее' 
т = В2е'2 - В1ее' , (23) 
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где е и е' должны быть выбраны так, чтобы правая часть бы.1Jа 
по.'Iожите.:IЬНОЙ; в случае ~) 

(23·) 

ДJlЯ всех пар значений (е, е'), соответствующих указанному 
в с.1Jучае ot) условию, отношение L' : L можно выбрать так, чтобы 
существовало периодическое движение. Приближенные значе
ния L и L' согласно (6) § 4 гл. VI будут 

L= т Уа, L' = т' Уа'. 

Так как средние движения n и n' соизмеримы, то отношение а 
к а' определяется. Условия (23) и (23·) могут выполняться при 
подходящем выборе значениii масс. 

Эти рассуждения следует рассматривать лишь как прибли
женные, так как учтены только члены второго порядка. Следо
BaTe.:Iыo,' они справедливы только при малых значениях е и е', 
а при бо.:IЬmих значениях эксцентриситетов необходимо прини
мать во внимание высшие степени е и е'. Но из уравнения (16) 
очевидно, что е можно представить в виде степенного ряда в форме 

е = е' (ао + u1e' + а2е'2 + ... ). (24) 

Если jp - q I - малое число, то в (16) необходимо подста
вить также и 82' Рассмотрение уравнения при /р - q / ;;;;.. 2 ана
логично приведенному, хотя, естественно, результаты оказыва
ются иными. Но если Ip - q 1= 1, то, как легко заключить из 
(19) § 3 гл. VI~ в возмущающей функции имеется член 
1 аа' 

- . [e·cos (2l- l' + л; - л;') + 
2 [а2 + а'2 - 2аа' сов (1- l' + 11: -11:,)]8'. 

+ е' cos (1- 21' + л; - л;')] , 

и если первый множитель разложить в тригонометричесIШЙ ряд 
по кратным 1 - l' + л; - л;', получим член, который не содер
жит t. Ес.1JИ, например,2n - n' = О, то для этого члена получим 
значение 

{- Вое cos (2с - с' + л; - л;'), 

или, так как cos (2с - с' + л; - л;') равен +1 или -1, то имеем 
1 + 4' Вое. Если подставить этот член в (16), то получим уравнение 

вида 

1 Во К К е' + О ±Tz:e+ 1+ 2, ... =. 
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Корень е этого ~·равнения не обращается в Hy.!Jb вместе с е', nан 
это имело ~lecTo в (22·). Поэтому значения эксцентриситета, }iOTO

рые соответствуют периодическому решению при 'р - ql = 1, 
вообще говоря, много больше, чем при !р - q! > 1, и без по
дробного исследования нельзя решить, существуют ли вообще 
пеРИОДIlчесние решения второго сорта нри р - q = 1, так KaI, 
дЛЯ ЭТОГО еще необходимо, чтобы значение корня для е БЫ:IО мень
ше единицы. Между тем из рассмотренного ХИШIОМ частного 
случая, о KOTOPOl\1 да:Iьше будет идти речь, можно ожидать, что 
этот случай имеет место. 

Если масса т П.lанеты исчезающе мала, то мы будем иметь 
дело с ограниченной KpYfOBOil задачей трех тел; тогда обращается 
в нуль второй член в (16), и мы получим условие в форме 

(2j) 

где 

S = _1 [Л). 
т 

Так nак в этом с.!Jучае л - л' таЮl\е должно быть равно 00 иди 
1800, то здесь, ВС:Iедствие того, что n' - постоянная, неизменно 
и n. Итак, для периодических решений второго сорта в ограни
ченной задаче трех тел перигелий ма.!JОЙ планеты неподвижен. 

ЕС:IИ I р - q I не будет Ma.тJым числом, так что можно написать 
для (25) уравнеШlе 

получится уравнение вида 

дВ! _ о 
де - , (25·) 

В1е - В2е' соз (n - n') + Ч:Iены высшего порядка 
относите:IЬНО е и е' = О. (25··) 

Все Ч.ТJены, которыми мы пренебрегаем, имеют нечетную степень. 
Это выражение показывает, что в данном с.ТJучае к периодическим 
решениям может привести только значение n - n' = О, но пе 
равное 180о• Приближенное значение е при малых е' будет 

В., , (?(' 
е = и~ е. ...) 

В § 4 гл. VI бъL'IО показано, что всегда (а < а') В1 > В2• 
Стало быть, эксцентриситет малой планеты для периодических 
решений всегда меньше эксцентриситета возмущающей планеты. 

Периодические решения астероидной задачи трех тел были 
рассмотрены Хи.'IЛОМ для случая, когда возмущающей планетой 
ЯВ.'Iяется Юпитер. ХIl:IЛ принимает е'=0,04825 и учитывает в SI 
члены до шестого порядка включительно. В случае, когда! р - q I 
бо.lьшое число, ХИ:!.'I получает значенпя Iюрней уравнения (25*), 
ПРИВОДИ~lые в таб;I. ХХII. 
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Таблица XXlI 
ПерводвчсCJШС решения второго сорта Д.1Я астероидной задачи трох т/':! 

I 
iX 

I 
0,02 
0,04 
0,06 
0,08 
0,10 
0,12 
0,14 
0,16 
0,18 
0,20 
0,22 
0,24 

Так как 

е 
l' 
il 

0,0012091 
0,0024178 
0,0036258 
0,0048326 
0,0060379 
0,0072414 
0,0084426 
0,0096411 
0,0108366 
0,0120286 
0,0132167 
0,0144005 

1 
n= --.-/ ' 

а • 

;z 

I 
е 

11 

iX I е 

0,26 0,0155796 0,50 0,0291772 
0,28 0,0167534 0,52 0,0302466 
0,30 0,0179216 0,54 0,0313029 
0,32 0,0190838 0,56 0,0323453 
0,34 0,02023)2 0,58 0,0333726 
0,36 0,0213875 0,60 0,034зg37 

0,38 0,0225281 0,62 0,03j3776 
0,40 0,0236605 0,64 0,0363329 
0,42 0,024 7841 0,66 0,0373180 
0,44 0,0258982 

I 
0,68 0.0382412 

0,46 0,0270022 0,70 0,0391503 
0,48 0,0280955 

, vf+lU' 
n = "/ 

а • 
..!!-=...Е... 
11' q 

то а получим из уравнения 

ln (х = 9,9998618 - -} ln : . 

Если задана соизмеримость р : q, то отсюда по."1УЧИl\1 значение 
а, и таблица дает соответствующее значение ЭRсцентриситета 
орбиты малоii планеты, которое соответствует периодическому 
решению второго сорта. 

Хилл также рассчитал периодические орбиты для мазых зна
чений Ip - ql, а именно при р = 3, q = 1 и при р= 2, q=1. 
Здесь исследование более трудоемкое п частично необходимо чис
ленное интегрирование. Для р=3, q=1 он ПОRазал, что периоди
ческие орбиты этого рода могут существовать только в Т01\l слу
чае, когда перигелии малоii планеты и Юпитера совпадают, так 
что зt - зt' = О. Здесь Хилл получает 

~:1 = _ 0,0080600 + О,287698е - 0,0046723е2 + 0,202990e~, 
дд:2 = - 0,1082128 + 1,250172е- 0,()30951е2 + 1,765393е3 , 

так что 

~~ = - 0,1162728 + 1,537870е- О,()77в77е2 + 1,968383е3 • 
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порень :этого уравнения будет е = 0.077565. Более ясное 
lIредстаВ;lение о соответствующей периодической орбите дает 
рис. 37, на которо)! предстаШlена синодическая орбита ПJlанеты со 
сродню! движенпе)!, втрое превосходящем среднее движение 

Юпитера. Изображенная здесЬ 
орбита называется синоди
чеСf\Оll потому, что она отне
сена n вращающеiiся системе 
nоорДllнат, ось nOTOpOII про
ходит через Солнце и Юпи
·П'р. Буnвы J и )' )'nазывают 
lIО.l:ожение lОпитера в пери
гелии 11 афе:IИИ. В обоих C.1JY
чаях он находится в соеди-

р' j J 

нении с плането" , которая 
раСПО:Iожена в ТОЧI"ах Р и Р' Рис. 37. 
соответственно. 

Хи.1Л исследовал также решения IjРИ р = 2, q = 1. Исследо
вание оказалось весы!а трудным и выполнялось В основном при 

помощи численного интегрирования. Д.JIЯ 
л; - л;' = О Хилл получил для эксцентри
ситета значение е = 0,7073. Соответствую
щая синодическая орбита планеты изобра
жена на рис. 38. Эксцентриситет в этом 
случае настолько велик, что за время 

/ J' одного синодического оборота планета че
I--+-----+-...;, тыре раза пересекает орбиту Юпитера. 

Рис. 38 показывает, что малая планета 
движется на большом удалении от Юпи
тера, и отсюда Хилл заключает, что пе
риодические возмущения должны быть 
малы, и по его оценкам «НИ один из коэф
фициентов в долготе не превосходит зна
чения 200",>. 

РJlе. 38. Сопоставляя результаты этого пара-
графа, находим, что периодические реше

ния второго сорта в задаче трех те.'! существуют при следую

щих условиях. Прп ,... = О: 
1. Средние движения обеих планет n и n' должны быть соиз

меримы, так что 

n р 

7=Т' (а) 

где р и q обозначают целые числа. 
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2. Долготы перигелиев 31: и 31:' обеих планет должны быть тож
дественны или разниться друг от друга на 1800: 

31: - 31:' = О или 31: - 31:' = 180Q
• (Ь) 

3. Если начало отсчета времени выбрать таl\, что с' = О, то с 
должно иметь таl\ое значение, чтобы 

1800 
с=г·--q , (с) 

где r принимает значения О, 1, 2, ... , 2q - 1. 
4. Эксцентриситеты е и е' должны быть выбраны таl\, чтобы 

выполнялось уравнение 

yT=~ as _ ~ as _ О 
Le де L'e' де' - , (d) 

где S содержит те члены возмущающей фУНJ\ции (17), для ко
торых 

ip - i'q = О. 

Чтобы полученное таl\ИМ путем решение было периодическим, не
обходимо, чтобы гессиан от [F 1] по с, k и К бы."! отличен от нуля. 

§ 12. Периодические решения третьего сорта 

KaI( было найдено в предыдущем параграфе, при,... = о здесь 
также имеются периодические движения, если средние движения 

n и n' соизмеримы. 
Приведем, в соответствии с § 10 гл. V, дифференциальные 

уравнения Jt четырем степеням свободы; тогда 

dL aF dl aF) 
dt = дГ' те = - aL' ,1 

аг aF dg aF 
dt = дg' dt = - дГ ' (1) 
dL' д1" dl' aF ~ 
те = dl" dt = - aL" I 
аг' aF dg' aF 
dt = ag" dt = - дГ' ' J 

где L, L', 1 и l' имеют такие же значения, I\аl\ и в предыдущем 
параграфе, а 

g = 1t - Q, к' = п' - Q', (е) 

г = G = L 'v 1 - е2 , Г' = С' = L' tr 1 - e'~ . (2") 

Здесь предполагается, что из возмущающей функции F исклю
чены элемеl1ТЫ k, k', Н и Н', а движение отнесено к неизменяе-
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МОЙ ШIОСКОСТИ, благодаря чему h И lt' обращаются в нуль; поло
жим, l,poMe того, 

Н = ..!- + _1 (Р _ Г'2) I 
2 2с ' 

Н' = _С _ ~ (Г2 _1"2) 
2 2с ' 

(2) 

где с обозначает постоянную площадей. 
Fo имеет то же самое выражение, что и в предыдущем парагра 

фе и, следовательно, зависит только от L и L'; а гессиан от Fo 
по L и L' отличен от нуля. 

Как и в предыдущем параграфе, находИr.l условия существо
вания периодических решениii, которые здесь будут 

д [Fl ! = д [F1! = д [F1! = д [F1! = О (3) 
дс дс' дс дс' , 

и 

д [F1! _ д [}'1! = О 
дГ - дГ' ' 

(30) 

причем 1 = nt + с, l' = n't + с'. 
Возмущающая функция F1 имеет здесь вид [(10) § 9] 

F1 = ~Шсоs(il-i'l' + jg- j'g'), 
и далее, 

[F1l = Sш cos (ie- i'e' + jg- j'g') , 

где i и i' принимает все те целые значения, для которых 
in - i'n' = О; если положить, как в предыдущем случае, 

(4) 

то должно быть 

ip - i'q = О 
или 

i = 8q, i' = 8р (8 = О, 1, 2, ... ), (40) 

причем при 8 = О мы получим вековые члены в [F1]. 

Из (4*) следует, что одновременно выполняются оба урав-

нения, д~]! = О и д~~~! = О, так что вместо (3) надлежит иссле
довать три уравнения: 

д [F1] = д [F1] = д [F1] = О 
дс дс дс' , 

и с' можно выбрать произвольно. Положим с' = О, чего можно 
добиться подходящим выбором эпохи. Приведеяные уравнения 
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принимают ВИД 

~S'J Q( sin (SlC + jg - j'g') = о, 
~j Q( sin (sqc + jg - j'g') = о, 

~j' Q(s\n (sqc + jg- j'g') = о, 

И у.:\овлетворяются, если положить 

g = 00 пли 1800, I 
g' = 00 » 1800, 

180' 
с = r - (Т = О, 1, 2, ... , 2q - 1), 

q 

[Гл. УШ 

(4**) 

что не исключает возможности существования других решений 
этих уравнений. Заметим, что вместо того, чтобы выбирать с' = О, 
можно бъшо бы положить с = О, и вместо третьего уравнения 
(4··) мы получили бы только уравнение 

, 1800 
с =Т'-

р 
(Т = 0,1,2, ... , 2р-1). 

Остается еще рассмотреть уравнения (3·). Целесообразно 
выразить возмущающую фушщию через обыч:вые кеплеровские 
элементы, так как ее форма в этих элементах хорошо известна. 
Итак, положим (не обращая внимания на угловые элементы, 
которые не претерпевают никаких изменений) 

R (L, L', е, е', Е, Е') = F (L, L', G, G', Н, Н') = F (L, L', Г, Г'); 

тогда по § 10 гл. V получим 

и, следовательно, 

дР д/? 

дН = д/Г 

дF дF дР дF 
7ilJ=W' да' = дГ' , 

(5) 

так что подлежащие рассмотрению уравнения будут следующими: 

д (Р) _ д (F) _ О 
да - да' - • 

Между G, Н и е, i имеют место соотношения 

G = L У 1-е2, Н = G cos i 
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или 

е= 
УЕ2_ 02 

Sill i = У02_ н2 ) 
L G , 

I (6) 
, YL'2_ С'2 . ., у С'2 - 11'2 

е = L' 8111 l = С' , 

Если выражения (6) Д.lIЯ е, е', i, i' подставить вВ, то ;)та фуmщия 
перейдет в F. Таним образом, имеем 

дР _ дЛ де + дЛ д sill i 
дС - де дС д sill i дС-' 

aF дЛ де' дЛ д sil1 i' 
дС' = де' дС' + asin i'~' 

Тю, I,aJ, 
де ут:::е2 ) 
ilС = - 1..е I 

2 • ~ 
д sil1 i. _ . COS l , I 
дС L У 1 - е2 Sill i , 

(7) 

ТО ус;rовия пеРИОДИЧПОСТII примут ВИД 

yt="e2 д [Л] соз! i д [R] _ О 
Ее ~ - L У 1 - е2 sin i д sill i - , 

yr::72a [П] 
L'e' де' 

cos2 i' a[R] =0 
J: У·l - e'~ sill i' д sill i' • J 

(8) 

в § 9 было ДОI,азапо, что если неизменяемуIO плоскость IIC
пользовать в качестве основной Iiоординатной ПЛОСI\ОС'l'И ХУ, 
то наклонности i и i' всегда будут встречаться в I,омбинации 

t + i', и R можно раз;, Оirшть по степеням sin2 ~ (' + ") = sinll fJ. 
Тю\Им образом, имеем 

(9) 

или 

" дЛ , ., д [П] дН 
со!' l д sill i = СО:-; l д sill i' = дJ ' 

ТЮ, что уравнения (8) могут быть также записаны в форме 

l-е2 а[R]_сtgi а [R]=0, ] 
е де aJ (10) 

t е' е'2д 1:] - ct,g i,aJ:] = о. 

29 к. ШаР:Iье 
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Е .. д[ПI 
сли из этих уравнении ИСКJIЮЧИТЬ -riТ' ТО получим уравнение 

1 il-е2дIПI_t i,1-е'2 J [RI=0 
g е де' g е' де' , (10*) 

которым можно замеш1ТЬ одно из уравнениii (10). 
Наклонности i и i' к неизменяемой плоскости COr.::IaCHO (14*) 

§ 9 гл. V свизаны соотношением 

G sin i = G' sin i'. (11) 

Отсюда находим, что (10*) при i = i' = О переходит в уравнение 
(16) предыдущего параграфа. Действительно, мы можем записать 
(10*) в форме 

yf="e2a [ll] _ у1==72д [Н] I Ф = о 
Le де L'e' де' т , 

где Ф обращается в нуль при i = i' = О. 
При рассмотрении формулы (10) необходимо более подробно 

исследовать функцию [R], которую мы здесь обознаЧИШI через S. 
Заметим, во-первых, что S является фушщией J, которую можно 
разложить в ряд по четным степеням ЭТОII величины. Tal\ I,al\, 
далее, по (11) 

то 

., G.+ . r. = G,l члены высшего ПОРЯДI,а по l, 

J G 
Т = 1 + 7F+ члены, обращающиесп n Hy;Ib вместе с J, 

J G' 7= 1+с + ,) » » » » J. 
(12) 

Если временно не ПРlIнимать во внимание значения е = е' = О, 
то вместо (10) можно записать 

JS е • JS I дё = 1 _ е2 ctg l aJ ' 
(13) as е' ., as 

д7 = 1 _ e'~ ctg l 7iТ; . 

S состоит из двух частей, S1 и S2' из которых S1 равно обычноil: 
вековой части возмущающей фУНlщии, в то время как S2 BI\JIIO

чает те члены возмущающей функции, },оторые становятся вено
выми вследствие соизмеримости средних движений. :Низшая сте
пень членов в S2 равна I р - q 1. Относительно функции S1 c.'lc· 
дует заметить, что она не изменяется, если е и е' заменить на -е 
и -е'. 
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Если Ip - q 1> 2, то 82 будет по крайней мере третьей сте
пени, и разложение 8 имеет форму (где предполагается 1[ - 1[' = О) 

8 = ~ В1 [е2 + е'2 - J2] -1 В2ее' + !Вв, 8',re8e'S'P, 

где s + s' + r > 2, а r всегда четное. Члены низшего порядка 
в правой части (13) с учетом (12) суть 

- 1 В1 ( 1 + ~,) е 
JI 

1 ( L' \ - Т В1 '1+ т)е', 

11 есди их перенести в JJевую часть (13) и объединить с членами 
aS aS 

первоii степени в де и де" то получатся уравнения вида 

(14) 

где Р1 И Р2 обозначают степенные ряды относительно J1, е, е', 
которые не содержат членов ниже второго порядка. 

Мы должны здесь различать два случая. Если \р - q I чет
ное число, то нак 82' так и 81 всегда будут четными функциями 

as as 
от е и е'. Тогда все члены в де и де' должны содержать е иди е' 

в качестве множителя, так что степенные ряды Р1 и Р2 при 
е = е' = О обращаются в нуль. 

Если же, наоборот, Ip - q I - нечетное число, равное 2k + 1, 
то 8 может содержать член вида B keJ2k, следовательно, в Р1 
будет и член -ВkJ2k. Тогда приближенные значения е и е' опре
делятся уравнениями 

В1 (2+ f,) е - В2е' = - 4 B,J'k , 

в2е-В1 (2+ ~ )е' = О, 
l\oTopble всегда имеют решение, так нан определитель 

В1 (2+ 2') -В2 

-В2 В1 (2+ I{) 
в:югда отличен от нуля. 

29* 
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Из уравнениii (14) в этом случае получим е и е' в виде степен· 
ных рядов, расположенных по степеням J, которые обращаются 
в нуль при J = О. Аналогично будет и в случае, I\огда в S имеется 
член вида B k'e'J2k. 

В этих случаях каждому значению J соответствуют опреде
ленные значения е и е', обращающиеся в нуль вместе с J. 

Ес.lIИ 'Р - q I -- четное число, то НИI{аких периодических 
решений уравнений (14) найти невозможно. :Как уже отмечалось, 
в этом случае при е = е' = О Рl И Р2 обращаются в нуль, и, сле
довательно, уравнения (14) имеют решение 

е = е' = О. ('15) 

~ожно было бы считать, что это решение также относится 1\ перпо
дическим решениям третьего сорта задачи трех тел, и Пуанкаре 
в своих «Methodes l1ouvelles» даже не отмечает каКИХ-':lИбо других 
решений, относящихся 1\ периодическпм орбитам третьего сорта. 
Между TeM,l\aK нам представ.7Iяется, веJJИКИЙ матемаТИI\ д()пу
стил здесь ошибочный вывод. В деiiствительности никаких перио
дических орбит третьего сорта, которые при f.t = О были бы кру
говыми, не существует. 

Условия существования периодических решений даются урав
нениями (3) и (3*). Из последних выведены уравнения (10), вместо 
которых можно использовать уравнения (13), если ТО:IЫ,О е 11 е' 
не равны нулю. Иначе говоря, периодичеСl\ие решения сущеСТl!УЮТ 
для таких значений элементов, Д.'JЯ I{OTOPblX S достигает макси
мума или минимума. Но при этом элементы нельзя выбирать 
произвольно. Ес.'lИ функцию S рассматривать как функцию от е 
и е', то она при е = е' = О имеет минимум (= О), ес.'lИ I Р - q i -
четное число. Но если ее рассматривать как функцию Г и Г', 
то она при этих значениях е и е' не имеет ни минимума, ни мак
симума. 

Изучение уравнений (14), если 'Р - ql - четное число, 
могло бы происходить так, что сначала из каждого уравнения е 
представлял ось в виде степенного ряда по е' и J. Эти ряды при е' =0 
должны обращаться в нуль, так что из (14) получим ряды в виде 

е = е'Ра (е', J), 
е = е'Р4 (е', J). 

Затем пришли бы к рассмотрению уравнения 

Рз (е', J) = Р 4 (е', J). (15*) 

Но эти ряды не обращаются в нуль при е' = J = О, и отсюда 
следует, что (15*) может выполняться только при больших зна
чениях е' или J. 
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Хотя в этом случае е и е' могут быть раЗ:lожены по степеням J, 
необходимо при помощи специального исследования ДОБазать, 
что эти ряды не обращаются в нуль, как это имело место при 
J = О для нечетных значеНИII I Р - q 1. Случай I Р - q 1 = 2 
рассматривается точно таким образом, Бан и другие случаи, дЛЯ 
БОТОРЫХ I Р - q I - четное ЧИС.1JО. 

Ч то касается случая I Р - ql = 1, то в S 2 имеется член пер
вого порядка, который содержит множителем либо е, либо е/. 
В обоих случаях уравнения (13) принимают форму 

Ео + РЬ (е, е/, J) = О, } (16) 
Ре (е, е/, J) = О, 

где Р" и Ре суть степенные ряды, ноторые обращаются в нуль 
при е = е' = J = О. Второй ряд дает выражение 

е = Р7 (е', J), 

ноторое, будучи подстаВ.:Iенным в уравнение (16), дает зависи
I\IOCTb мешду е' и J. ПО-ВИДИМОМУ, дальнейшее исследование 
этого уравнения необходимо выполнять ЧИС.1JеННЫl\IИ методами. 

Из уравнений (1) и (3*) следует, что для периодических ре
шений третьего сорта ве.:IИЧИНЫ :rt - Q и л' - Q' остаются не
ИЗ:\Iенными. 

§ 13. П('РIIОДllчеСRllе решении ДРУГIIХ сортов 

Введенная ПуаНI .. аре Б.'Iассифинация пеРИОДllчеСIШХ решений 
не учитывает все множество таких орбит. Его исходная ТОЧБа 
зрения состоит в отыскании периодических орбит при f.L = О 
и затем в определении условий, при которых периодичесние ор
биты могут быть также при малых значениях f.L. Прежде всего 
при этом, конечно, искшочаются таБие периодические орбиты, 
Д:IЯ БОТОРЫХ f.L настодько ве.'1ИКО, что координаты тела не могут 
быть раЗ.1Jожепы по степеням f.L. Не.1JЬ3Я танже быть уверенным, 
что ~t при этом ДО.1Jжно иметь весьма БО.1Jьшое значение. Извест
но. что f.L встречается в качестве множителя в вековых неравен
ствах долготы периге.1JИЯ и УЗ.1Jа периодичеСIШХ орбит, и разло
жения координат (или элементов) содержат одновременно со 
степенями f.L и степени t. Таким образом, нельзя быть уверенным 
в TO~I. что при помощи разложений по степеням f.L можно получить 
таБпе орбиты, для которых период Т превышает опредюенную 
Вe.lичину . 

l\еплеровские эллипсы благодаря своей простоте весьма под
ходящи в качестве порождающих при отыскании периоди

чесЮIХ орбит. Главный их недостаток в этом отношении следует 
IICI-\ать внеподвижности перигелиев и УЗ.:IОВ. Можно, однако, 
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использовать в качестве порождающих произвольные промежу

точные орбиты и, очевидно, исходить для этой цели из вековых 
возмущениii элементов. При этом можно было бы рассчитывать 
периодические орбиты долгого периода, а также рекомендовать 
рассмотрения такого рода для определенных орбит короткого 
периода. 

Ранее предполагал ось, что периоды Т для /..1. = О и J.I."";- О 
одни и те же. Интересно поставить вопрос, можно ли добиться, 
чтобы периоды в обоих случаях разнились на величину, обра
щающуюся в нуль вместе с J.I.. Рассмотрим этот случай более под
робно. Пусть даны дифференциальные уравнения 

(i = 1,2, ... , s), 

где 

F = РО + J.l.F1 + J.l.2F2 + ... 
и F о зависит только от .2:н .2:2' ••• , .2:В ' 

Тогда при J.I. = О 

где 

дРо 
ni =.- да .• 

I 

(1*) 

ПредположиltI, что решение (1*) периодическое с периодом Т. 
ДЛЯ ОТЫСI\ания периодических решений при J.I. =1= о преДПО.'IОЖИМ, 
что начаJIьные значения Х! и У! будут 

.2:! = а! + ~i, У! = nit + Ci + 1'1· 

Определенное движение не должно более обладать периодом Т, 
а имеет период 

(1 + k)T. 
Если положить теперь 

t = (1 + k)t: (2) 

и ввести т: в (1) в I{ачестве независимой переменной, так что 

dYi = _ (1 +k) aF_ 
d~ aXi ' 

то k, ~i И 1'! следует определить так, чтобы движение бы.ТJО ПСрИО
дическим при /..1. =1= о. 
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Полагая 

Xi =:= ai + ~i + 6i, ) 

Yi = :n{! + Ci + )'i + 'l'li ~ (3) 

(i = 1, 2, . ", 8), j 
По.ТJучим Д.'IЯ 6i 11 Чi дифференциальные уравнения 

dr: дР fln, дР 
-.:!. = (1 + k) - __ О = - (1 + k) - - ni 
(l-r aCi 'd-r aa j 

(i = 1, 2, ... , 8). 

ФУНКЦИJl Si И 'I'li, по предположению, являются периодичеСIШМJI 
ФУНКЦИЯМИ от т с периодом Т. Полагая 

(4) 

для периодичности решения будем иметь условия 

(J)i = 'Фi = О (i = 1, 2, ••. , 8). (5) 

Для ВЫПО.ТJ:нениЯ этих 28 уравнений нужно распорядиться 28 + 1 
величинаl\Ш ~i, )'i (i = 1, 2, ... , 8) И k. Ясно, что одной из этих 
величин можно распорядиться произвольно, например, положить 

k =0, и тогда оставшиеся 28 величин можно всегда определить 
так, чтобы найти все периодические решения, существующие 
в окрестности ,.... = О. Иначе говоря, имеются ли периодические 
решеШIЯ, которые при k =f= о не совпадают с получающимися при 
k = О решениями, но которые тем не менее совпадают с послед
ними при,.... = О? Как доказал Пуанкаре, этот случай может быть. 

Действительно, рассмотрим уравнения 

'Фi=О (i=1,2, .•• ,8). 

Вместо IIИХ согласно (4) можно записать 
8 т 

k aFo "a2Fo r.\ M~aFld 
-а +-'Ja~t"'i+-T -д "+". ai . (~i v(J· ai ,=1 J О 

(i = f, 2, " ., 8), (G) 

где отброшенные члены обращаются в нуль при I.t = О. 
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Рассиотрии матрицу 

д"'о дЦ'о д2Ро дц'о 

дll! да2 
1 

да! да2 ••• al/1art$ 

дРо дЦ'о дЦ'о д2Ро 
да2 да2да! да2 

2 
.•• да2 alt. 

дРо дЦ'о д2Ро д2Ро 

I да$ altsactl давда2 да2 

• 
1Iз 3Toii матрицы, нычеРl\ивая 1-ii, ~-ii, ... , (8 -+.-1)-П СТО:lбцы, 

моа\Но обра:юва'1Ъ 8 +1 опредешпе.'lЬ d", dl' ... , d s• Ес.1И оп ре-
де.1итель do=O, в то время нак один (или БОJIьшее чис.'IО) из опре
делитеJIеii d 1 , Ll2 , ••• , Ll. не равен нулю, то решение Прll k =1= О, 
вообще l'ОВОРЯ, ОТ.'Iичается от решения, по.lучающегося при k = О, 
n то время I{aH при k = О не существует простого реmеШIЯ урав
нений (6). 

Шварцши.'IЬД [56] обрати.1J внимание па таl\ОП С:I)'Чаii, 1\0ТОРЫil 
относится 1, периодическим решениям JПОРОГО сорта ограничен
ной I\РУГОВОЙ задачи трех тел. 

Если возмущающая ШIанета двюнется вон руг Со:шца по 01\
РУil\НОСТИ, а астероид с массой, равной нулю при I! = О, по про
ИЗВО.'1ъному ЭJIЛИПСУ, тогда движсние при r..t = О oy~eT периоди
ческим, сели средние движения астероида n 11 возмущающсго те.1а 
n' соизмеримы. 

Нан же обстоит де.'10 с периодическим движеНИС~1 прп r..t :.:/= О? 
Ес.'1И период Т JJ возмущенном и неВ03l\1ущенном двшнешш один 
И тот же, то ДОJIЖНО 1I:\leTI> место в нача.'1е или },онце периода 

симметричное соединение или оппозиция при ОДНОlll И TO~I же по

ЛОiJ\СНИИ, 1Ю{ I,aK период возмущающего Te.'Ia в обоих С:lучаях 
один и тот же. Перигелиii астероида должен быть lIеИЗ:\JеНlIЫМ, 
l\aI, было наНдено в § 11 при любом ,шачении ;)l\сцеlIтриситета 
возмущающей планеты. ТаI{ая периодическая орбита может 
существовать толы\o при опреде:IСlIНЫХ значениях ЭI,сцеНТРII

ситета, J,oTopblii получается IIЗ форму.1JЫ (25) УПОl\IЯНУТОI'О пара
графа. 

Если эксцентриситет имеет инос значение, то по истечении 
времени Т перИl'еJшii переместится в ПрЮI0М И;ПI обратном ДВИ
;неВIIII. HaI{ извества из § 11 гл. VII, среднее ДВlIженпс периге
.'IIIЯ Д.'1Я IIfaJIblX значениii е всегда ПО:lоаапсльно, IIO;)TO~IY пла
нета II астер~ид через пре:мя Т + /11' снова будут нахо;щть('я 
В сюшетричноi( конфигурации ШШ ОПП03IIЩIИ, ес:ш ато име:IО 
место В момеIП вре~ICНИ t = О. СJlедовате.'1ЬНО, ПрII ПО:\lOщи со
ответствующего определения ,темеIIТОВ при t = О МОЖНО IIOJIY-
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ЧИТЬ периодичесRое решение с периодом Т + 1). Т , и это решение 
не будет совпадать с ранее полученным периодическим реше
нием. 

АналитичесI\И это осущеСТВJIяется следующим образом. Два 
те.1а. планета и Солнце, с массами J.t и 1, ДВИЖУТСЯ ВОI\РУГ общего 
центра инерции по круговым орбитам. Третье тело, астероид, 
с бесконечно малой массой, притягивается 1\ этим двум телам. 
OTHece~1 движение астероида 1\ системе координат с началом в Солн
це. тогда, в соответствии с § 2 fJI. V, 

(i='l,2З), (7) 

це 

а через ql,q2' qз обозначены прямоугольные I,оординаты астероида. 
Здесь 

II = ~ (pi + р= + р;) - ~ - -}.- + J.t (qt{fJ + Q2'l5 + qзqв) , (8) 

где 1). обозначает расстояние между астероидом и планетой, 
l' - радиус-вектор, QJ' qs, qe - координаты планеты. Расстоя
Шlе от планеты до Солнца принято равным единице, постоянная 
тяготения таl\же равна единице. 

Совместим плоскость ХУ с ПЛОСI\ОСТЬЮ орбиты планеты, и 
предположим, что долгота планетЫ: при t = О равна нулю; тогда 

q4 = cos n't, q = sin n't, 
где 

n' = 111 + J.t, 
п, ию,опец, 

1).2 = 1 + 1'2 - 2 (ql cos n't + q2 sin n't). (8*) 
Положим 

Н , t ( 2 I 9 "~ 1 =.- Р -Р·тР- --2 l' 2 . " 

п дифференциальные уравнения примут вид 

(i = 1, 2, З). 

Проинтегрируем ЭТl1 УРaJ3неНIIЯ по ~leTOДY Яl\оби. Тогда, вводя 
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элементы Де,'Iоне, по.1учИМ дифференциальные уравнения 
rlL oF ,ll oF 
те = дf ' тt = - oL ' 
гЮ &F dg oF 
тt = og' тt = - да ' 
(IТl oF (lh oF 
dt = дh ' те = - дН ' 

1 

I 
(9) 

где 

L = Jla, 1 = средняя аномалия, 
G = ]! а (1 - е2) , g = n - Q, 

Н = G cos i, h = Q. 
Здесь 

F = 2~2 + ~ - JL (ql cos n't + (/2 sin n't). (9*) 

,в F, кроме элементов, входит также и время. Однако, вводя дру
гие элементы, время можно исключить. А именно, из (8) и (9*) 
очевидно, что время встречается лишь в комбинации 

ql cos n't + q2 sin n't. 

Но согласно (23) § 9 гл. IV 

ql = A~ + B'Il, q2 = Al~ + В111· 

Значения коэффициентов А, А 1 , В, В1 приводятся В этом же § 9; 
имеем таюке 

~ = а (cos и' - е), } 

'1 = а V 1 - е2 siп и', 
(10) 

где UJ обозначает эксцентричесную аномалию. Величины ~ и 11 
можно выразить через линейные эллиптические элементы ц 
через 1. 

Принимая во внимание значения I(оэффициентов A i и /li' 
находим, что 

где 

ql cos n't + q2 sill n't = A'~ + B''Il, (11) 

А' = cos g cos (h - n't) - Sill g Sill (h - n't) cos i, } (11*) 
В' = - siп g cos (h - n't) - cos g Sill (h - n't) cos i. 

Отсюда следует, что в F время входит всегда в комбинации 
h - n't. Если вместо h - n't ввести новую переменвую и одно
временно к характеристичеСI,ОЙ функции F добавить n'Н, то 
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ПОЛУЧЮI каноническую систему дифференциальных уравнений, 
в которую время явно не входит. 

П 0.:1 ОЖИI\l: 

3"1 = y~ У1 = средняя аномалпя, 
х'}. = l ! а (1- е2), У2 = зt - Q, 

ХЗ = уа (1- е2) cos i, УЗ = Q - n't, 

F' = ~ + n'Хз + ~ -11 (q1 cosn't + q2sin n't), 
2Ж1 

где вместо q1 cos n't + q2 sin n't следует подставить выражение 
(11), и 

4' . . Ха . = СОSУ2СОSУЗ- SШУ2 SШ УЗ -, 
Х2 

В'· . -= - Slll У2 cos УЗ - cos У2 Slll Уз - • 
Ж2 

Имее~1 теперь 
сlж! дР dYi дР' 
тt = дУi' dt = - дЖi (i = 1,2, З). 

Из выражения для F' находим 

F' = Fo + f!F1, 

где 

Fо=~+n'хз, J 2Ж1 

F 1 = ~ - (']1 cos n't + q2 sin n't), 

(11 *") 

(11 ***) 

и далее находим, что разложение F 1 имеет следующую форму: 

F1 = 1:А cos иУ1 + i'Y2 + jуз). 
Если движение происходит в плоскости (лежащей в 

плоскости орбиты планеты), то для А' и В' получим выражения 
А' = cos (зt - n't), 
В' = - sin (зt - n't), 

и ПО.:lожим 

Х1 = 1!Q, У1 = [, 
Х2 = "v а (1- е2), У2 = зt - n't; 

в тако)! случае дифференциальные уравнения примут вид 

dЖ1 дF' аУ1 = _ дР ) 
те = дУl' dt дЖ1 ' 

dж~ дF' ау! дF' (12) 
те = дУ2' те = - дЖ2 ' 
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где 

ПЕl'ИО;:J;ИЧЕGRИЕ РЕШЕНIIЯ 

Fo=~+n'X2' 
2Х1 

[ГЛ. VIП 

Будем искать периодические решения второго сорта д.!JЯ этих 
дифференциальных уравнений. Если через n обозначить среднее 
движение астероида, так что 

дРо 1 
n=- дХl =7' 

1 

(13) 

то первое условие периодичности решения состоит в ТШ\I, что n 
11 n' соизмеримы; 

(14) 

где р и q взаимно простые числа. 
В этом случае движение будет периодическим при J.1 = О. 

Положим 

Х1 = а1 + ~1 + 61' Уl = nt + с + rl + 1')1' 

Х2 = а2 + ~2 + 62' У2 = - n't + g + r2 + 1')2, 
Т 

[F] = ~ \ Fd-r = S Ai• i'COS (ic - i'g), 
" о 

где при суммировании i и i' принимают все цеаые значеНIIЯ, ;J;ЛЯ 
которых 

ip - i'q= О (15} 
и, следовательно, 

[FJ = ~ A.,ppcoss(qc-pg); (15*) 
$=0 

тогда из (4) и (6) получим УСЛОВИЯ 

д [Р) ~. ) 
IJC = - q ~ 8.4.q, sрSШ 8 (qc - РВ) = о, 

8=0 

00 

а: = -' р ~ SA~q,8psin 8 (qc - pg) = О, L 
g .=0 ( (16) 

k дРо + дц'о ~ ....!... a2
F o ~ + д [Р)) + '" = о 

дх) дx~ 1, дх! дХ2 2 J.1 дХI ' 

k дРо + дЦ'о ~1 + д2ро ~2 + д [F1) + ... = о. J 
aXt дХ2 aXl дх: J.L дХ2 
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Так Бак без ограничения общности можно выбрать g = О, то 
первые два П3 этих уравнениii выполняются при 

1800 
c=r-q (r=O,1, ... , 2'1-1). (17) 

Что Басается двух последних уравнениii (16), то легко видеть, что 
гессиан от F о ПО Х1 И Х2 равен нулю. Здесь получаются различные 
решения в зависимости от того, принимается ли k = О или k > О. 
При k = О ПО;IУЧИМ обычные периодические решения второго 
сорта с неподвижным перигелием, и эксцентриситет определится 

пз уравнения 

а [FJ 
ax~ = (18) 

Это решение имеет место при определенных значениях ЭI(сцен
триситета. Уравнение (18) тождественно с уравнением (25) § 11. 

ЕС;IИ k отлично от нуля, то одна из величин ~1 или ~2 может 
быть прпнята равной нулю. Покажем, что коэффициент при ~2 
обращается в нуль, поэтому, если получается простое решение 
имеем только ~2 = О, а таи как 

аро 1 aFo , 
аХ1· = - -;f , аХ2 = n , 

1 

ТО для определения k и ~l ПОJIучае}f уравнения 

'k a[F1J О n +J.t-a-+··· = , 
:1:2 

которые дают 
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Моа,но таЮt\е записать 

k _ ут=ё2 д (1''t) 
~ - !! Уае -де' (HJ*) 

где принято n I = 1. 
Для периода имеем 

(1 + k) Т 

П, значит, k обозначает движение периге.1ИЯ. Астероид в течение 
периода совершит р оборотов по (вращающемуся) Э.l.ЧИПСУ, а пла
нета обернется q раз по своей круговой орбите. 

Псследование периодических решений, Боторые соответствуют 
соизмеримости средних движений, этим путем оказывается удоб
ным и быстрым, лишь после того как получено разложение воз
мущающей функции. ТаБ как ~2 = О, то такие решения могут 
существовать при всех значениях эксцентриситета. 

Если рассматривается пространственное движение тела нуле· 
вой массы, то из уравнения (11**) можно сделать анаЛОГIIЧНЫG 
выводы. Тогда придем к периодической орбите с двшnущимся 
узлом. Между эксцентриситетом и наклонностью орбиты асте' 
роида должна иметь место зависимость, а расстояние перпгеЛИJl 

от узла остается неизменным. 

Значение периодических орбит для астрономии должно быть 
ВЫСОБО оценено. С теоретической точки зрения, RЮ, замечаю 
Пуанкаре, при помощи периодических орбит сначала ~'дастся 
вторгнуться в область, до сих пор недоступную анализу - в стрУп
туру интегралов задачи трех TeJI. Основополагающие работы 
Пуанкаре представляют собой бесценный источник д.'1Я ~IaTeMa
тиков и астрономов. Периодические решения скоро будут ОRазы
вать большую помощь праI\тичесной астрономии. Как I1звеСТНI) 
в настоящее время, в п.чанетноЙ системе существует один саучаii, 
в котором действительно имеет место периодическое решение 
задачи трех тел (в этом случае проблемы четырех тел), а имен
но - для трех внутренних СПУТНИI\ОВ Юпитера. Значение перио
дических решений для астрономии зю,лючается глаВНЫ~1 обра
зом не в возможности обнаружить в природе такие случаи (хотя 
каждый пример такого рода и представляет исключительный 
интерес), а чтобы с их помощью можно было успешно разрешить 
различные особенно трудные проблемы небесной механИlШ. 
В своей основополагающей раБQте о движении Луны Хилл ис
ходит из периодического решения первого сорта, а относящиеся 

R ЭТОl\fУ численные исследования рассматривает не как вычисли
тельные упражнения, а как истинную основу для точного расчета 

лунной орбиты. Эта исходная точка может с успехом найти при-
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менеШlе и в теории малых планет. Периодические решения пер
вого сорта, без сомнения, будут играть ва,кную роль в теории 
спутников планет, как это вытекает из работ Эйри, Тиссерана, 
Баnлунда и др. о спутниках Сатурна. Случаи ;шбраЦИII Д,lЯ малых 
планет стоят в TCCHOJi связи с периодичесJ\ИМИ решениями второго 
сорта, и групповые возмущения БО,!lИна в принципе ЯВ:IЯЮТСЯ не 
чем иным, кан применеlшем этих решениii, хотя его исходная 

точnа зрения и неСl,ОЛЬКО отличается от этого подхода. 

Итаn, есть все основания считать, что периодические решения 
задачп трех тел будут опреде.lенно играть значительную роль 
в астрономии*). 

*) :\Ieтод Пу.НlIil\)JС 8 теОрll1I Д8ПЖСIIJIН ~Ш,-IЫХ ТЕ':I СО:lиеЧllоii CIICTl'~lbl 
ШllрOl-Ю IIСПО:IЪЗ0вu:r Г. А. Чеuотарев (Усп. астр. наук 1), 1950). Ысто;.\ 
.-\. :\1. :IНПУIlОЛН 1I0СТРОСllIIН ПСРIlО;.\lIq('с!,~:х РЕ'IIICIIНН uр~щенсн Г. Н. Ду
БОШIIIIЫ~1 lIрИ разраUJт"е теор;ш ;(ВПЖСН1IН СПУТIIIН;ОВ Сатурш\ (TpY;.Ibl 
Г.-\IIШ 1:i, 1945; 28, 1\)60). C~I. тr.I,же Ю. А. Рябов, ACTpOli. журн. '29. 
l)blH. 5, 1952. (Пр/.\!. I/eгec.) 



ГЛАВ,! IX 

СХОДИМОСТЬ РЛf1.0В В НЕБЕСНОП МЕХАНИКЕ 

§ 1. СХОДЮIОСТЬ рядов В задаче двух тел 

Вопрос о сходимости рядов n астрономии имеет бо.'Iьшое Зllа'IС
ние не толы,о с чисто математической точки зрения, но преiнде 
всего в силу важных практических выводов, I,оторые l\IОitШО 

сде:Iать ТО.'1ьно на основе тщатеJIЬНЫХ исследований СХUДШIОСТИ 
ИСПО.'lьзуеl\lЫХ рядов. При этом необходимо иметь в виду 1) в ],а
Koii об.'Iасти ИСПО.'lьзуе~IЫХ переl\lенных :эти ряды сходятся и 
2) HaCHO.lbI,O будет ве.llша ошибна, еСШI раЗ.rIожения оборвать 
на опреде.:IеННОl\l Ч.'Iене. Наконец. 3) при опреде.lенных ус/товиях 
l\IОЖНО сде.'lать выво;э;ы из lIсс.'Iедованиii сходимости о попснах 
тех :lIетодов разложеНIIЯ. ноторые даваШI бы при ЧJlС.rIОВЫХ рас
четах наибоаьшую выгоду. 

Вопросы второй и третьей натегории до сих пор ма.ЧО IICc.le
дованы, хотя часто появляются важные резу.'Iьтаты. ~IO;I;HO 
ВСПФIНИТЬ, например, исследования о рядах Эйлера и их значении 
для так называемых механичесних квадратур. Подобные исс.1е
дования есть и в теории возмущеюrii. :Между тем здесь перед намп 
ОТRрывается непочатыii край работы, где при помощи существую
щих ~leTOДOB исследования сходимости, несомненно, можно IIU.'IY
чить В высшей степени важные выводы для астрономии. 

Псс.l:едования иерво:ii группы вопросов, I\оторые в свою оче
редь ЯВ:IЯЮТСЯ основными д:1Я других вопросов, бы.1И продви
нуты В большей мере, хотя и здесь ряд проб:rем ждет своего 
разрешения. В резу.lIьтате этих исс.lIедованиii еще не удадось 
получить выражения для Rоординат в задаче трех тел, nоторые 

были бы справед.'IIIВЫ на неограниченном промеЖУТl\е BpeMeHII, 
или по Rрайне:ii мере установить существование тю,ого рода выра
жениlI. Все еще остается OTHPЫTЫ~! чрезвычаlIНО важныii во
прос о верхней границе значениii Rоординат в задаче трех Te~l, 
хотя едва ли нужно считать С:IИШI,ОМ нереаЛЬНЫl\l пред

Сl\азание, что его решение не придется ожидать много деся

тилетий. 

В этом параграфе мы должны исследовать разложения отно
сительных Rоординат в задаче двух Te.'I. В § 9 r:I. IV бы.'10 поnа
зано, что Rоординаты n задаче двух Te.lI. ес.'IИ рассматривать эл-
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;lИптичеСRое движение, суть периодические фУНRЦИИ средней 
аном:а.1ИИ. I~oTopble можно представить в виде рядов Фурье в c.Тfe
дующей форме: 

~АiСОsil+V1-е2'~Вisiпil, (1) 
где 

в том же СЮJОМ параграфе бы.l0 доказано, что эти ряды сходятся 
для всех деiiствитеJIЬНЫХ значениii l (а значит, 11 д.1Я всех дей
ствите.'IЬНЫХ значениiJ времени) и для всех конечных значевиji 
эксцентриситета. Достаточно рассматривать таRие значения е, 
которые по абсолютноii величине )fеньше единицы. Коэффициенты 
Ai и Bi суть голоморфные фУНIщии е, которые могут быть раз
ложены при произвольном конечном значении ео в ряд по поло
жительны~[ степеням е - ео. 

С другой стороны, функции cos il и sin il суть, очевидно, 
голоморфные функции t, и каждый член в приведенном ряде можно, 
следовате.1ЬНО, при ПР01lЗВОЛЬНЫХ конечных значениях ео и to 
разложить по положите.ТfЬНЫМ степеням е - ео и t - to при сколь 
угодно больших значениях е - ео и t - to' 

Однако отеюда не следует, что ряд (1), а значит, и координаты". 
можно раЗ.l0i1\IПЬ n ряды по степеням е - ео и t - to, которые 
сходятся при CKO.:Zb угодно больших значениях е - ео и t - to' 
Для подобного вывода необходимо, чтобы ряды (1) удовлетво
ряли определенным условиям, полученным Вейерштрассом, 
которые здесь оказываются невыполненными. 

Между тем во многих случаях необходимо применять раз
ложения координат по степеням эксцентриситета или времени, 

и в связи с этим возникает задача об определении области сходи
мости этих разложений. 

Разложения координат по степеням эксцентриситета, которые 
мы хотим исследовать в этом параграфе, впервые были исследо
ваны Лапласом в приложении к пятому тому его «Mecanique 
celeste» [57]. Его метод в привципе простой и прямой, однако 
требует при своем применении весьма долгих и сложных рассуж
дений. Позднее Коши и Руше рассматривали вопрос, опираясь 
на развитый Коши метод; аналогичный подход в последнее время 
принимается в большинстве работ по этой проблеме. 

Эти исследования относятся к разложению Rоординат по 
степеням е, т. е. к разложению этих функций в окрестности точки 
е = О. Отсюда непосредственно нельзя определить область схо
дим ости разложения этих функций в окрестности произвольной 
точки е = ео. Этот вопрос был исследован автором, и мы повторим 
здесь основные этапы этих рассуждений [57]. 

30 к. IIIарлье 
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Б § 9 гл. IV мы нашли для относите.'1ЬНЫХ координат в задаче 
ДВУХ тел следующие выражения: 

х = As +B'I'J, 

у = A 1s + B 1'I'J, 

z = Ass + Bs'l'j, 

где А • и B i - известные тригонометрические функции долготы 
перигелия, долготы узла и наклонности, и где 

s = а (cos w - е), 

'I'J = а Y1-e2 sinw. 

Здесь w означает Эl\сцентрическую аномалию планеты. Коорди
наты являются голоморфными фУНRциями эксцеНТРИЧООI\ОЙ ано
малии. 

Если рассматривать координаты как функции эксцентриси
тета, то область сходимости разложений координат по степеням 
е - ео зависит от положения особых точек этой функции. Но при
веденные выражения показывают, что этими особыми точками 

являются е = 1 (в этой точке функция У1 - е2 имеет точку 
ветвления) и особые точки w, рассматриваемой как функция е. 
Поэтому задача сводится к следующей: какую область сходимо· 
сти имеет разложение w по степеням е - ео? 

Функциональная связь ме}кду эксцентрической аномалией и 
эксцентриситетом дается при помощи уравнения Кеплера. Если 
эксцентриситет обозначить через ~, а среднюю аномалию через 1, 
то это уравнение примет вид 

w - ~ sin w = 1. (1*) 

Б то время как w рассматривается здесь KaI, фУНКЦИЯ ~, на 1 
можно смотреть как на постоянныii параметр, КОТОрЫЙ может 
принимать произвольные действительные значения от -00 до 
+ 00. Положим 

w = qJ (~) 

или, если учесть еще параметр 1, то 

w = qJ (~, 1). 

(2) 

(2*) 

Речь идет об определении особых точек ФУНКЦИИ <р. Если поло 
жения этих особых точек определены, то, как известно, разло
жение будет сходиться в окрестности точки ~ = ~o внутри круга, 
центр которого лежит в ~o и граница которого проходит через 
ближайшую особую точку. 
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ФУВRция <р является бесконечнозначной фУВRцией ~o, так что 
данному значению ~ соответствует бесчисленное множество 
значений w. Эти значения можно найти следующим образом. 
Полагая 

~ = ~ + il1, и' = х + iy, )(2 = ~2 + Тl2, (3) 

где i = V -1 , из (1*), отделяя действительные и мнимые части, 
получим два уравнения: 

)(2 sin х .:....ey_+~2_e-_II = (х -l) ~ + у1], J 
еУ - е-У 

)(2 cos Х 2 = yS - (х -l) 1]. 

(4) 

Сначала предположим, что эксцентриситет имеет действительное 
значение, так что ТI = О. 

Из (4) очевидно, что значения 

у = О, } 
х - 1 = s sin х (5) 

всегда представляют решение (4). Если s < 1, как мы зцооь 
предварительно предположим, то второе из уравнений (5) вы
полняется для единственного значения х. Как сейчас будет до
казано, оно является единственным действительным значением. 
Для определения остальных значений w напишем соотношения 
(4), где все еще полагаемt} =: О, В форме 

еУ + е-У x-l 
2 = ~sinx ' 

еУ - е-У 1 
(6) 

2у = ~cosx' 

Значения х и у, которые удовлетворяют этим уравнениям, легко 
можно получить графичесним путем. Будем рассматривать эти 
уравнения как уравнения двух кривых, которые обозначим 
соответственно через (А) и (В). Точки пересечения этих кривых 
дадут искомые значения х и у. 

Кривая (В) состоит из бесконечного множества ветвей, кото
рые можно получить, если произвольную ветвь переносить па

раллельно вдоль оси х на расстояние 2kл: (k = О, + 1, +2, ... ). 
Здесь достаточно исследовать только одну ветвь, и так как обе 
кривые симметричны относительно оси х, то достаточно принять 

во внимание только положительные значения у. 

30· 
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Левая часть уравнения для (В) 

1 
= s СО5Х 

[ГЛ.IХ 

монотонно возрастает вместе с у и, значит, при у = о имеет мини
мальное значение, равное единице. Это проще всего найти, под
ставив вместо еУ и е-У степенные ряды. Каждому значению Х 
соответствует только одно значение у. Минимальное значение у 
получается при Х = О и определяется из уравнения 

еУ - е-У 1 
'2у 1" . 

Так как мы предполагали здесь s < 1, то кривая (В) никогда 

не пересечет оси Х. Если Х =+t~, то у = 00. Следовательно, 
рассмотренная здесь ветвь кривой асимптотически приближается 

п 
к двум прямым, определяемым уравнениями Х = + 2' 

Кривая (А) может быть рассмотрена аналогично. Левая часть 
имеет минимальное значение, равное единице при у = О, и моно
тонно возрастает при возрастании у до бесконечности. Кривая 
состоит из бесконечного множества ветвей, которые асимпто
тически приближаются к параллельвым оси у прямым Х = 
= nn (n = О, +1, +2, ... ). Кривая симметрична относительно 
оси Х, и каждая из ветвей заключается между двумя параллель
выми прямыми Х = 2nn и Х = (2n + 1)n. Кроме того, имеется 
ветвь кривой между Х = О и Х = n. Эта ветвь пересекает ось Х 
в той точке ХО' которая определяется уравнением 

ХО - s sin хо = 1 (7) 

и асимптотически стремится к прямой х = n. 

При S = 1/2' 1 = ~ кривые имеют вид, указанный на рис. 39. 

Значения функции q> (~) при ЭТИХ значениях эксцентриситета 
и средней аномалии определяются точками пересечения обоих 
множеств кривых. Одно значение хо - действительно и находится 

из (7). Остальные значения ве;IИЧИНЫ х лежат между х = 4n; 
n n 

И x=(4n+1)"2 при n = 1,2,3, ... , и между х = 4n-z и 

х = (4n -1) ~ при n = О, -1, -2, -3, ... и приближаются 
n 

при возрастании n к значениям х = (4n + 1) 2 при положитель-

ных значениях n, и к значениям х = (4n - 1) ~ при отрицатель
ных значениях n. Величина у при возрастании n стремится к бес-
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конечности. Ниже при ВОДИТСЯ уравнение кривой, которая про
~одит через все точки пересечения кривых (А) и (В). 

Ес-nи эксцентриситет имеет комплексное значение, то вычис
ление соответствующих значений w несколько более трудно. 

(А) (В1 (В) (А) (В) (А) 

(А) (В) (В) (А 1 (8) (А) 

Рис. 39. 

Однако его также можно вьшолнить в элементарной форме. Дей
ствительно, из (4) выводим следующие уравнения:: 

1 '4 ",2 {e211 + е-2У - 2cos 2х} = (х _1)2 + у2, (а) 

(Ь) 

(с) 

или, отделяя в этих уравнениях переменные х и у, 

4у2 4(ж -1)2 
е2У + е-2у -- = 2cos2x + 2 (а) ". " ' 

1 '4 ",4 (е2У - е-2У)2 = (x-l)2 [",2е2У + х2е-2У - 2 ~2_ т]2)] _ 

- 8 (х -1) Y~Т] + у2 [х2е211 + х2е-2У + 2 ~2 - '1')2)), (Ь) 
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в 

х' = t [--L _~] + 2 [-(Х-l)~'I] + (X-l)~'I]] + 
у sin2 Х cos2 Х У sin2 Х cos2 Х 

'_ (x-l)2 ~ __ '1]_ [
~' 1:2 2 ] 

.., sin2 x cos2 x' (с) 

Все эти уравнения можно привести к форме 

f (х) = g (у), 

где f (х) и g (у) суть определенные функции х и у. Кривые, урав
нения которых имеют такую форму, можно всегда без труда 
начертить. Точки пересечения двух из кривых (а), (Ь) или (с) 
определяют значения х и у. "Уравнение (а) :MOiНHO назватт, урав
нением модуля, так как оно зависит только от модуля, а не от 

значений действительной и мнимой частеii эксцентриситета. 
Соответствующая кривая отлична от оста.льных тем, что она не
прерывна. При рассмотрении уравнений (Ь) и (с) необходимо об
ратить внимание на то, что при возведении уравнений (4) в квад
рат вводятся посторонние корни, которые нужно исключить. 

Итак, мы установили, что w является бесконечнозначной функ
цией эксцентриситета. Если эксцентриситет принимает действи
тельное значение, меньшее единицы, то для соответствующего 

8начения w имеем единственныii действительный корень. Этот 
корень и представляет интерес в астрономических приложе

виях уравнения Кеплера. При заданном значении ~o его нужно 
разложить в ряд по степеНЯIII ~ - ~O' ДЛЯ этой цели можно вос
пользоваться теоремой существования Коши (§ 6 гл. VIII). 

Ив уравнения 

w - l - ~ sin w = О (8) 

следует соответствующее дифференциальное уравнение 

dw sin w 
d[ = 1-~cosw' (9) 

Из теоремы существования Коши вытекает, что интеграл w этого 
уравнения, который при ~ = ~o принимает значение w = Шо, 
можно разложить по степеням ~ - ~o' в форме 

W = ШО + С1 (~ - ~o) + С2 (~ - ~o)' + ... , 
если только можно разложить в ряды по степеням W - ШО и 
~ - ~o правую часть (9). Особые точки, для которых разложения 
такого рода не существуют, получатся, если из уравнений 

w - l - ~ sin w = О 
и 

f - ~ созш = О (10) 
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исключить w. Положения этих особых точек устанавливаются 
следующим образом. Из (10) получаем 

i sin w = ± у' ;2 -1 , 

. 1 .. /-1-1 
e~w=t± у v- , 

и запишем в форме (8) 
eiw = eit; sln w+li; 

тогда получим для определения особых точек t следующее ура»
нение: 

1 ./-1-- .Г
т± r 12-1 = е± fl-t;8+il (11) 

Это уравнение можно умножить на t, если только принять 
во внимание, что возникающий при этом корень t = о не удо
влетворяет уравнению (11), следовательно, никакого особого 
корня нет. Итак, получаем уравнение 

1± V1-t2 = te±vl-t;2+il. 1(12) 

Необходимо вычислить корни этого уравнения. Для этой цели 
положим 

z= 1 + V1-t2
, (13) 

что дает 

t2 = 2z - Z2; (13*) 

тогда получим из (12) уравнение 

(~ -1)е2%= e2+2iI. (14) 

Параметр l имеет проиввольное действительное значение. 
Зато для соответствующего z можно получить действительные 
или комплексные значения. Полагая 

z = pe8i = l' созв + ip sinB 

и разделяя в правой и левой частях (14) действительные и мнимые 
части, получим два уравнения; 

е2Р сов 8 [..!. соз (21' sin в - в) - соз (21' sin в)] = е2 соз 2l, I : ~~ е2Р сов 8 [ Р sin (21' sin в - в) - sin (21' sin в)] = е2 sin 2l. 
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из ноторых выводятся следующие более удобные уравнения: 

4 4 - + 1 - - сов в = e-l-4P cos в 
р2 р , 

~ sin (21 + в - 2р sin е) - sin (21- 2р sin в) = о. 
р 

(16) 

(17) 

Будем рассматривать эти уравнения нан уравнения двух дей
ствительных нривых, точни пересечения ноторых дают положения 

V особых точек. Кривая (16), не 
зависящая от l, состоит из двух 
отдельных ветвей. Одна из них, 

T-r-----~~----_1~iI ноторую мы более детально ис
следуем ниже, имеет лемнисна

топодобную форму, и при 
р соз в = 1 имеет двойную ТО'l-
ну. Другая ветвь представляет 

Р 40 собой прямую линию р сов в = 1 
ие. • 

(рис. 40). 
Легно определить точну пересечения этой кривой с (17). Под-

1 
ставляя в (17) Р = --О' получим решения: 

еоз 

O-tgО = .~ -1, J (18) 

P-соз О ' 

Следовательно, эти особые точни составляют бесчисленное мно
жество изолированных точен, лен,ащих на прямой Р сов е = 1. 

Рассмотрение нривых (16) и (17) облегчается благодаря вве
дению прямоугольиыx ноординат. Если положить 

и = р сов е , v = р sin е , 
то эти уравнения преобразуются н следующей форме: 

v' = 4 (1- и) и', 
e'(l-U) -1 

(19) 

(и - 1)' = 1 + 2vctg (2l - 2v) - .,;, (20) 
причем следует заметить, что к (19) добавляется еще линия и = 1, 
ноторую мы уже рассмотрели. Кривая (19) симметрична относи
тельно оси и, а также относи'rельно прямой и = 1. Если положить 

8 = 1 - и, 
то (19) можно записать в форме 

е2В 1 е-28 
v' = -1-8' + 28 .... (21) 

е2В _ е-2В 
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или 

v 2 = 28 С th 28 - 82 - 1, 

откуда непосредственно вытекает наше утверждение. 

Далее, 8 не может становиться сколь угодно большим. Мак
симальное значение 8 получается из уравнения v = О, Боторое 
дает 

(21 *) 

Это уравнение имеет два корня *): 8 = О И 8 = 1,195 (прибли
женное значение). Первый корень дает двойную ТОЧRу, а второй -
искомый максимум. Вид кривой (19) приводится на рис. 40. 

В окрестности точки 8 = О приближенно имеем 

V 2 = ..!..82 
3 ' 

"ак что здесь имеем две прямые: 

s 8 
V = ,г- , 

t' 3 v= - -уз' 

Для нашей цели нет необходимости знать форму кривой (17) и (20). 
Действительно, форма этой кривой зависит от значений параметра 
1 и в то время как 1 изменяется, ТОЧБа пересечения (16) и (17), 
а также и особая точка уравнения Кеплера, смещаются на кри
вой (16). Однако для сходимости рядов, расположенных по степе
ням эксцентриситета, в астрономии необходимо, чтобы эксцен
триситет принимал такое значение, что ряды оставались бы схо
дящимися при всех действительных значениях 1. ТаБИМ образом, 
исследуемый радиус сходимости является наименьшим радиусом, 
который получается, если 1 изменяется от -00 до +00. Но тогда 
можно доказать, что действительные значения 1 всегда ~rожно 
выбрать таБ, что кривая (17) пройдет через произвольную точку 
БрИВОЙ (16). Следовательно, достаточно рассмотреть эти Бривые, 
так каБ каждая их точка может быть особой и, значит, должна 
рассматриваться БаБ особая точка. Докажем, что величину 1 
можно выбрать указанным образом. 

Во-первых, из уравнения (18) непосредственно находим, что 
любая точна линии р соз 6 = 1 может быть особой точкой. Если 
выбрать произвольное значение 6 = 60' ТО из уравнения 

mtl 
1 = 2-60 + tg60 

получим соответствующее значение 1. 

*) Можно покааать, что 8 = О - тройной корень. Кроме того, имеется 
еще два корня 8 = ± 1,200, а не 1,195 (см. (59J). (Прим. ред.) 
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Легко показать, что при соответствующем выборе параметра l 
кривая (20) должна проходить через любую произвольно взятую 
точку (19). Если для u и V принять произвольные значения ио и vo, 
то (20) будет выполняться, когда l выбирается так, что 

tg (2l- 2vo) = 2vo " 
(Uo - 1)2 - 1 + Vo 

этого можно всегда достигнуть подходящим выбором l. 
При помощи уравнения (13*) перейдем от u и v к ~. Если по-

л ожить 

(22) 

то, разделяя в (13*) действительную и мнимую части, получим 
уравнения 

)(2 соз 2't' = - (1 - и)2 + v2 + 1,} 
)(2 sin 2't' = 2v (1 - и), (23) 

из которых могут быть найдены )( и '{, а значит, таю!(е S и 1'). 
При этом кривая (19) переходит в кривую, дающую те значе

пия ЭRсцентриситета, при которых функция (2) <р (~) обладает 
1J в особенностями. Все эти ~обен

ности представляют собоii точки 
разветвления. 

~ [ Полученная таким путем 
кривая, которую можно назвать 

особой кривой эллиптического 
движения, воспроизведена на 

рис. 41 и состоит из замкнутой 
Рис. 41. кривой ABCD вокруг начала 

к оординат О и двух прямолиней
пых частей АЕ и СР, совпадаю

щих соответственно с положительной и отрицательной частями 
оси S, за исключением отрезков этой оси между О и А и соот
ветственно между О и С. Радиус-вектор кривой, который совпа
дает с модулем ~, в точке А равен единице и непрерывно умень
шается до В, где ОН имеет значение 0,6627 ... Найдем значение q 
этого модуля, полагая в (12) l =; и ~ = iq и разрешая получен
ное уравнение 

(24) 
оТНоQИтельно q. 

Формула (24) совпадает с известной формулой Лапласа для 
вычисления радиуса сходимости разложений координат в ряды 
по степеням эксцентриситета (в окрестности ~ = О). Если разре
шим уравнение (21*) относительно а, то получим то же самое 
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значение, которое здесь может быть записано в форме 

е?8 = 8 + 1 
8 -1' 

а затем согласно (23) вычислим q (= х) по формуле 

q= 1"s2 - 1• 
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(24*) 

(24**) 

Рис. 41 основывается на числовых значениях координат ~ и т) 
особой кривой, приводимых в табл. XXIII. 

• I 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
1,1 
1,13 
1,16 
1,19 

Таблица XXIII 
Координаты особой кривой 

I 

I I 
t1 

I 
х ~ 1) 

I 
0,000 1,000 

I 

1,000 0,000 
0,057 0,9966 0,9965 0,0057 
0,114 0,9868 0,9865 0,0231 
0,165 0,9707 0,9694 0,0511 
0,212 0,9491 0,9449 0,0896 
0,251 0,9226 0,9122 0,1376 
0,282 0,8917 0,8702 0,1945 
0,302 0,8574 0,8174 0,2586 
0,310 0,8208 0,7514 0,3299 
0,302 0,7823 0,6681 0,4068 
0,273 0,7413 0,5586 0,4873 
0,211 0,7021 0,4047 0,5737 
0,181 0,6899 0,3406 0,5999 
0,140 0,6779 0,2585 0,6268 
0,071 0,6665 0,1287 0,6539 

Кривая имеет вершину при ~ = +1, т) = о и переходит 
в прямые линии т) = о (1 ~ I > 1). В то время как ~ уменьшается 
до нуля, т) непрерывно возрастает, и при ~ = о становится рав
ным лапласову радиусу сходимости. Угол в точке А равен 120Q

• 

Особая кривая позволяет просто ответить на вопрос о величине 
радиуса сходимости разложения координат эллиптического дви

жения в ряды по степеням t - to. Для этого возьмем в качестве 
центра круга точку to и отыщем наименьший :круг, :который 
касается особой кривой. Радиус этого круга равен ис:коиому 
радиусу сходимости. 

Предположим, например, что координаты разлагаются по 
степеням t - 0,3; тогда с помощью рис. 41 получим для радиуса 
сходимости значение 0,544 и, следовательно, соответствующее 
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разложение сходится для всех ТaRИХ деiiствительных значениii 
эксцентриситета ~, которые лежат в пределах от ~ = -0,244 
до ~ = 0,844. Следовательно, упомянутые ряды сходятся для всех 
положительных значений эксцентриситета, меньших 0,844, в то 
время как разложения по степеням ~ сходятся только при 
~ < 0,6627. Так как в астрономических приложениях такие ряды 
встречаются только для действительных значений эксцентри
ситета, то область сходимости рядов можно увеличить, разлагая 
в ряды по степеням ~ - ~o И определяя ~o подходящим образом. 
Таблица XXIV дает приближенное представление о характере 
сходимости рядов при различных значениях ~O. 

Таб;IIIца XXIV 
3наЧClIНЯ радиуса СХОДII:\IОСТИ 

1;. I R I t;mln I t;max 

0,0 0,663 0,0 0,663 
0,1 0,644 0,0 0,744 
0,2 0,598 0,0 0,798 
0,3 0,544 0,0 0,844 
0,4 0,480 0,0 0,880 
0,5 0,409 0,091 0,909 
0,6 0.330 0,270 0,930 
0,7 0,251 0,449 0,951 
0,8 0,169 0,631 0,969 
0,9 0,087 0,813 0,987 

Здесь через R обозначена величина радиуса сходимости при раз
ложении по степеням ~ - ~O' Под ~mln понимается наИl\lеньшее 
положительное значение эксцентриситета, которое лежит внутри 

круга сходимости. 

Хотя при возрастании ~o от нуля радиус сходимости монотонно 
уменьшается, область положительных значений внутри круга 
сходимости больше всего для значения, лежащего между 0,4 
и 0,5, примерно равного 0,445. Разложение по степеням ~ - 0,445 
будет сходиться для всех положительных значений эксцентри
ситета, меньших 0,892 *). Аналогичное ИСС.'Iедование соответ
ствующих разложений координат гипербо.'IИЧеского движения 
легко может быть выполнено **). 

*) Иное дело - быстрота сходимости рядов. Она наибольшая при ~o= 
= О, когда радиус сходимости имеет максимальное зпачение. 

**) См. IlCследования Н. Б. Еленевской (60]. (Прu:м. перев.) 
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§ 2. СХОДЮlOсть рядов В задаче двух тел 
(ПРОДОJlЖенпе) 

В предыдущем параграфе :\Ibl нашли, ЧТО координаты в эллип
тическом движении :являются голоморфными функциями экс
центрической аномалии, и что эксцентрическая аномалия зависит 
от двух ве.IIИЧИН, а именно, от эксцентриситета орбиты ~ и средней 
аномалпи ШIанеты 1. Во многих случаях, в частности, при опре
делении элементов орбит планет из наблюдений, де.'lаются по
пытки ИСПО.'1ьзовать разложения координат в ряды по степеням 

средней аномалии, П, С.'lедовательно, определение радиуса схо
димости этих раЗ.1IожеmlЙ имеет большое практическое значение. 
Так как 

l = n (t - t,,), 

где t" обозначает момент прохождения планеты через перигелий, 
то раЗЛО;l\ение по степеням l - lo, где lo = n (ео - t,,), равно
значно с разложением по степеням t - to, а следовате.'IЬНО, и 
с разложением по степеням времени. 

Область сходимости этих разложений определить легче, чем 
область разложениii по степеням эксцентриситета; это опреде
ление выполняется таким же образом. Из уравнения Кеплера 

w - ~ sin w = l (1) 

определяем w как функцию от ~ П l: 

w = <р (~, l). (2) 

В предыдущем параграфе мы рассматривали 1 как действительный 
параметр, а w - как функцию переменной ~. Здесь мы будем 
рассматривать l как переменную, а ~ - как параметр, который 
будем предполагать действительным, положительным и меньшим 
единицы, так как для астрономии представляет интерес только 

этот случай. 
Следует, во-первых, заметить, что w является бесконечно

значной функциеii l. В самом деле, это вытекает из ИСС.'Iедования, 
сделанного в предыдущем параграфе, в котором было доказано, 
что заданным значениям , и l соответствует бесчисленное мно
жество значений ш. Итак, <р (~, l), рассматриваемая как функция 
от l, ЯВ:Iяется многозначной функцией, и задача сводится к оты
сканию особых точек - точек ветвления этой функции. 

Из дифференциального уравнения 

dw 1 
dl = 1 - ~ соз w (З) 
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следует, что в особых точках должно быть 

1 - ~ COSW = О. 

[ГЛ. IX 

(4) 

и, исключая из этого уравнения и (1) Ш, ПО:IУЧИМ уравнение (12) 
предыдущего параграфа: 

1 ± у1- ~9 = ~e~ Vl-~' .;.i/. (5) 

Те ЗJlачения 1, которые удовлетворяют этому уравнению, дают 
особые точки функции <p(~, l), рассматриваемой как функции от l. 
Уравнение (5) можно непосредственно разреlllИТЬ относительно 1. 

Предположим здесь, как уже указывалось, что ~ является 
положительной величиной, меньшей единицы. Тогда для соот
ветствующего значения 1 получим, вообще говоря, комплексное 
значение. Итак, положим 

1 = g + ih 

и получим из (5) 

e-hсоsg=е+Vl~' (1±~{~) 
e-i1 sing = О. 

) 
~ 
J 

(6) 

Второе из этих уравнений ВЫПО.'1няется, если g является целым 
кратным n. Так как при сде.'1анных предпо.'10жениях относительно 
~ правая часть первого уравнения всегда положительна, то g 
должно быть четным I,ратным: n: 

g = 2 kn (k = О, +1, +2, +3, ... ). (7) 

Тогда первое из уравнений (6) дает 

h = ± V 1- ~2 + ln ; . 
1 ± 1_~2 

(7*) 

Находим, что оба значения ll, ROTopble УДОВoIlетворяют этому урав
нению, отличаются только знаком (рис. 42). 

Стало быть, особые точки расположены симметрично отно
сительно оси g и лежат на параллельных оси h прямых, прохо
дящих через точки 2kn (k = О, +1, +2, ... ). Все особые точки 
имеют именно такую координату h, значение которой получает
ся из (7*). Положение особых точек и определение области 
сходимости при разложении в ряды по степеням времени в 

эллиптическом движении впервые было дано Ф. Р. Мульто
ном [61J. 

Если координаты или эксцентрическую аномалию разложить 
по степеням 1 - 10' то, если ограничиться значениями 10 из об-
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ласти - 31 < 10 -< 31, что ни в коей мере не отражается на общ
ности задачи, радиус сходимости R ,o будет иметь значение 

Rlo = r l~ + '~2, 
где h определяется формулой (7*). 

t 
I 
I 
I 

* I 
I 
I 
I 

h 

Рис. 42. 

* I 
I 
I 

jb( 
I 
I , 

(8) 

Если to - то значение t, которому соответствует значение 
1 = 10' то радиус сходимости R ,o разложений координат эллип
тического движения по степеням t - to дается формулой 

Rl V h
2 

R,o = _О = (to-t,,)2 + -2 . n n (9) 

Величина радиуса сходимости зависит от 10 и значений экс
центриситета. В формулу (9), кроме того, входит среднее дви
жение планеты. Радиус сходимости при данном значении экс
центриситета имеет в афелии наибольшее значение, а вперигелии 
достигает минимального значения 

min Blo = Ihl. 

Если орбита является круговой, и значит, ~ = О, то, I,aK по
казывает формула (7*), радиус сходимо~ти будет бесконечно 
большим. В самои деле, координаты находятся тогда по 
формулам 

х = а сов n (t - t 1l), у = а sin n (t - t 1l) 

и являются в этом случае ГОЛОМОРфНЬL\lИ функциями времени. 
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В то время Kal\ Эl\сцентриситет при заданном значении воз
растает от нуля до 1, значения радиуса сходимости непрерывно 
убывают и принимают при ~ = 1 свое минимальное значение 1101. 

Ниже мы дадим, следуя Мультову, численные примеры при
менения этих формул. 

Вопрос о сходимости разложений I\оординат параболического 
движения в ряды по степеням времени впервые был исследован 
Гамильтоном [62]. 

В § 5 гл. IV мы нашли, что координаты в параболическом дви
жении являются целыми рациональными функциями вспомо
гательной величины u:, I\оторая связана со временем при помощи 
формулы 

1 3 vii ( ) ш +"'7j'" u' = ,,_ '/ t - t 1C • 

.... f 2q • 
(10) 

Если положить w = w (t), то особенности этой функции совпадут 
с особенностями I\оординат, рассматриваемых кан функции вре
меШI. 

Находим дифференциальное уравнение для ш: 

dw vii 
dt = v 2q9 (1 + w2) , 

И тогда по теореме существования Коши все особенности функции 
w (t) будут при w = +i. Соответствующие особые значения t' 
для t будут согласно (10) 

2 "-2 '/. 
t ' -t - ± f q • '" - ,,_ Z. 

;) f ~ 
(11) 

Следовательно, здесь мы имеем только две особые точки. Разло
жения координат в параболическом движении по степеням t - to 
сходятся внутри круга, центр I\OTOPOrO находится в точке to 
и граница которого проходит через t'. Таким образом, радиус 
сходимости при деliствительных значениях to дается формулой 

,г ' , 1" ~qS R= r (to-t",)2_(t _t",)2 - V (to -t1С)2+ 9~' 

Радиус сходимости будет наименьшим в перигелии, где 

2 Viq
8
,'. 

R= . • 
зv ~ 

(12) 

Чем больше перигелийное расстояние q, тем больше R, которое 
возрастает до бесконечности вместе с q и to- tт:. 

Наконец, вопрос о разложении координат в гиперболическом 
движении по степеням времени был исследовSlН Мультоном [61]. 
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Исследования можно провести аналогичllЬ1М образом, как и в пре
ДЫДУЩИХ случаях. В соответствии с § 6 гл. IV находим, хотя 
это и не бьшо доказано, что координаты в гиперболическом дви
жении суть голоморфныe функции вспомогательной переменной w, 
которая здесь выполняет роль, аналогичную эксцентрической 
аномалии в эллиптическом движении. Между этой величиной и 
временем имеет место соотношение 

~ sh w - w = 1, (13) 

где ~ обозначает эксцентриситет, а 

1 = V2h (t - t n) = ~/Ii (t - t n). 
а а • 

Если w рассматривать здесь как функцию 1, то особые точки этой 
функцпи совпадут с особыми точками координат, рассматривае
мых как функции 1. Получим эти особые точки объясненlIЬ1М ранее 
способом, исключая w из (13) и уравнения 

t сЬ w - 1 = О. (14) 

Имея в виду запросы практической астрономии, мы можем здесь 
ограничиться такими значениями t, которые действительны и 
больше единицы. 

Из (14) следуют соотношения: 
1 ., /~2 1 

сЬ w = Т' sh w = ± t JI-~-' 
1±iV~I-1 

w = ln (сЬ w + зЬ w) = ln ~ • 

Если затем положить 

1 = g + hi, 
то уравнение (13) примет вид 

± i f~s-1-1n (1 ± i ytll -1) + lnt = '+ hi. 
Так как, далее, 

ln (1 ± i Vtll-1) = ln t + i (2kn± arc tg Vtll -1), 

где k обозначает целое число, а arctg yt ll - 1 - дугу в пределах 
от нуля до ~ ,для g и h, разделяя действительную и мнимую части
получим значения 

'=~ j ±J~= Y~II-1- arctg ytll-1 +2kn 
(k = О, ± 1, ± 2, •.. ). 

(15) 

31 к. Шарnье 
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Тюшм обраЗ0М, в этом случае все особые ТОЧI\И .ТJежат на оси h 
и являются чисто мнимыми. Они распо;rожены симметрпчно по обе 
стороны деiiСТ8итеЛЬНOJ'i оси, и ее:ш ПОЛО,IШТЬ 

lLl = y~2-1 - агс tg 1r~2 -1, (16) 

то все особые точки ПО.'1учатся, если от ДВУХ точеl\ h1 и -lZl на 
мнимой оси откладывать последовательно отре3IШ 2:1, 4л, 6зt 
и т. д. 

Радиус сходимости в разложении I,оординат в гиперболическом 
движении для действительных значений 10 будет 

R = (l~ + It~, (16*) 

где через ho обозначено наименьшее из значений h, получающееся 
из форму.'! (15). 

Вместе с тем мы стаЛl\иваемся здесь с трудностью. ЕС:IИ k 
примет каl\ое-либо целое отрицательное значение, то всегда най
дется положительное значение ~, большее Р~I1НИЦЫ, при котором 
правая часть (15) обращается в ну.'!ь, Тоца точка 1 = О ДО.;Iжна 
быть особой точкой, что несовместимо со сдедаННЫМlI преДПО,'1G
жевиями. Предполагалось, что w = О при 1 = О, а уравнение 
(14) показывает, что w = О не является особой точной. Это ка
жущееся противоречие находит свое объяснение в том, что не 
все особые точки функции <р (~, 1) ЯВ.'1яютея ТОЧI,Ю\IП ветвдения 
той ветви этой функции, которая при всех значениях Эl\сцентри
ситета имеет при 1 = О нулевое значение. Очевидно, эта ветвь 
функции <р (~, 1), которую мы рассматривали, не может обаадать 
при 1 = О точкой ветвления, тю, Kal\ предполагалось, что при 
l = О w = О, и w = О не является ТОЧI\ОЙ ветвления фуннции 
<р (ю, l). Следовательно, мы должны ИСI\.'1ЮЧIIТЬ те значения k 
в (15), которые при каком-либо положительном значении ~ <> 1) 
могут дать значение h = О. Иными словами, k либо равно нулю, 
либо равно положите,1JЬНОМУ целому ЧИС,1Jу. Следовательно, мы 
должны в (16*) положить lzo = JZ1 И ПО:IУЧИМ дая радиуса сходи
мости значение 

(17) 
где 

ltl = y~2-1- агс tg y~2-1, (17*) 

причем arctg y~2 - 1 обозначает ту ветвь, которая лежит между 
нулем и зt/2. 

Формула (17*) показывает, что R при заданном значении lo 
монотонно возрастает вместе с эксцентриситетом ~. Если ~ = 1, 
то R = \10 \. Если ~ стремится к бесконечности, то R одновременно 
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неогравиченно возрастает. Вычисляя радиус сходимости R" 
дЛЯ разложения НООРДИН8Т в гиперболичесном движении по сте
пеням t - to, получим 

а·/· 
R,o = Yi' R, (18) 

где вместо R слеДует подставить его значение из (17). 
Мультон вывел неноторые интересные следствия из этих урав

нений, ноторые мы здесь частично воспроизведем. 
Если по соображениям симметрии для параболичесного дви

жения записать 

Yi' 1 = У_ '/ (t-t rc), 
2q • 

(19) 

тан что уравнение (10) примет вид 
1 W+;rw8 = l, (20) 

11 если речь идет о разложении в ряды по степеням [- [о, то 
выражения для радиуса сходимости нан эллиптичесного, тан и 

параболичесного или гиперболичесl\ОГО движений можно напи
сать в форме 

для ~<1 

« ~= 1 

« ~>1 

R = V [~+ It~, (21) 

(22) 

Для различных значений ~ отсюда получим значения h1• приве
денные в табл. ХХУ. 

Эта таблица дает значения радиуса сходимости при 10 = О, т. е. 
для разложений по степеням [. В третьем столбце подставлевы 
соответствующие значения h1, выраженные в градусах. Отсюда 
находим, что если энсцевтриситет равен 0,1, то разложения но
ординат по степеням средней аномалии сходятся до 1 = 109Q,55. 
Разложения по степеням 1 (в перигелии) при параболичесном 
движении сходятся при 1 < 0,667, что соответствует значению 
долготы 62Q

• 

Радиусы сходимости разложений по степеням времени можно 
легно вычислить при помощи формул (9) и (18), если известно 
значение среднего движения по орбите или большая полу.ОСЬ. 

31· 
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Таблица XXV 

~ I 
0,0 
0,1 
0.2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
0,95 

~ I 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
0,95 

h, I h,' ~ ~ I h, 

00 00 

1,998 109~55 1,0 0,667 
1.312 75,17 1,05 0,010 
0,920 52,69 1,1 0,029 
0,650 37,23 1,2 0,077 
0,451 25,86 1,3 0,137 
0,298 17,03 2,0 0,685 
0,181 10,35 10,0 8,478 
0,093 5,35 100,0 98,42 
0,031 1,80 1000,0 998,4 
0,011 0,63 

Таблица ХХУI 

(R,. в сутках при а=2,651) 

'.=0 I 1. =о 6Q8 I 1.= 1200 1,. = 180' 

00 00 00 00 

501,2 553,0 726,0 933,7 
329,3 421,1 620,0 854,0 
230,7 349,6 573,7 821,0 
163,1 302,2 550,1 805,1 
Н8,О 285,9 537,3 796,0 
74,9 273,1 530,5 791,5 
45,5 266,5 527,3 789,3 
23,4 263,7 525,8 788,4 
7,7 262,7 525,3 788,0 
2,8 262,6 525,2 788,0 

[гл. IX 

Полагая а == 2,65, Мультои вычислил табл. XXVI, которая пред
стаВJIЯет интерес в приложениях ЭТИХ исследований к теории 
м:альп: плаиет. Время обращения астероида иа этом расстоянии 
составляет 1575 суток. ТaRИМ образом, в афелии разложения 
КООJЩll1l8.т по степеням: врем:ени СХОДЯТСЯ более чем ДЛЯ половины 
оборота. В перигелии величииа радиуса сходимости быстро убы
вает вкесте с В08растаниек эксцентриситета. 
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Таблица XXVII, также вычисленная Мультоном, дает хоро
шее представление о значении радиуса СХОДИl\lОСТИ для орбит 
различной формы. 

Таблица XXVII 

(R,. в сутках для to = '", q = 1) 

, 
I Bt, 

11 

. I Bt. 

0,0 00 1,0 54,8 
0,1 136,1 1,05 53,8 
0,2 106,7 1,1 52,3 
0,3 91,3 1,2 50,1 
0,4 81,3 1,3 48,5 
0,5 74,1 2,0 39,9 
0,6 68,6 5,0 25,7 
0,7 64,1 10,0 18,3 
0,8 60,5 100,0 5,8 
0,9 57,4 

I 
100,0 1,8 

Здесь во всех случаях перигелийное расстояние неизменно пред
полагается равным единице. Важность этих величин для опре
деления орбит очевидна. 

Ноонец, рассмотрим разложения в задаче двух тел в слу
чае, когда СИЛа отталкивательная. В этом случае координаты 
согласно § 7 гл. IV выражаются через вспомогательную величину 
ш, которая связана со временем при помощи соотношений 

w + t sh w = l, (23) 

1- V:/~l(t-t,,). (23*) 
а • 

Здесь при l = О должно быть w равно нулю. 
Следовательно, особые значения l получатся, если исключить 

w из (23) и уравнения 

1+t~w=~ ~~ 

Здесь следует считать t положительным числом, большим еди
ницы. 

Из (24) получаем 

1 
chw=-"f' shw = ±i -Vr-t" 

~ 
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Если положить 

ln (-1 ± i'V~2-1) = <х + ~i, 
то для определения <х и р получим уравнения: 

e:l cos ~ = -1, 

e:lsin~ = ± Y"t2-1, 
и, следовательно, 

а = ln ~, 

~ = =f Ю'С tg y~2 -1 + mn, 

где т обозначает целое число или нуль. Но из уравнения 

e:l cos Р = - 1 

находим, что cos Р отрицателен, и, значит, т должно быть не
четным числом. Следовательно, 

ln (-1 ± i vt2 -1) = ln t + i (=f arc tgVt2 -1 + (2k + 1) n), 

где 

k = О, +1, +2, +3, ... 

Если это выражение подставить в (23) и записать 

l = g + hi, (25) 
то будет 

g= О, 

h = + arctg yt2-1 + (2k + 1)л± vt2-1. 
Как и в гиперболическом движении в случ:ае притягивающих 
масс, отрицательные знач:ения k здесь также должны быть ис
ключены, так как инач:е получ:ились бы особые точки при l = О. 
Если положить 

'~1 = Vt2
- 1 -arctg vt2

- 1, 

то положение особых точ:ек будет определяться формулами 

g=~ } 
: h = h1 + (2k + 1)n (k = О, 1, 2, 3, ... ). (26) 

Радиус сходимости R имеет знач:ение 

R = Yl~ + (h1 + n)2. (27) 

Знач:ение h1 совпадает со 8нач:ением (16) для h1 гиперболического 
движения в случае притягивающих масс. 
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Веапчина радиуса сходимости возрастает вместе с эксцен
триситеТО~I. Б периге:IИИ имеем 

R llе:шг = h1 + п. (28 

Если эксцентриситет равен единице, то h1 = О, и, таким образом. 
R =31. 

Может показаться странным, что здесь при ~ = 1 По.1Jучается 
конечное значение радиуса сходимости, в то время Kafi в случае 

притягивающих масс прп ~ = 1 значение радиуса сходпмости 
равно нулю. Это находит свое естественное объяснение в том, 
что при ~ = 1 Д.1Я притягивающих масс орбита будет прямой 
линией, которая ШIеет конечную ТОЧI\У в центраJIЬНОМ теле. 
Следовательно, в пеРllге.1ИИ происходит соударение обеих масс, 
и тогда ни о каКОlll раЗ,10жении по степеням времени речи быть 
не может. Б § 3 гл. IV мы нашли, что в случае соударения БООр
динаты могут быть разложены в ряды по степеням (t - to)'/·*). 

Д.1JЯ отталкивающих масс причина заключается n другом. 
Хотя ПРll ~ = 1 орбита также ЯВ:Iяется прямолинейной, но тела 
сб.1Jижаются только до определенного конечного расстояния, после 
чего движутся по той же линии в обратном направлении. Формула 
(28) показывает, что разложение относительных координат тела 

в окрестности перигелия по степеням 1, т. е. по V.ft/l (t - t,,). 
а ' 

остается схоДящимся при 1 < 31. 
Значение радиуса сходимости разложений координат по сте

пеням t - to СОГ.lасно (23*) и (27) будет 

(29) 

и зависит, следовате.1ЬНО, от а и значения постоянной в СИ.1Jе 
отта.ll\ивания. 

Б теории кометных хвостов Бесселя - Бредихина ИСПО.1Ь
зуются ряды, расположенные по степеням времени. Область схо
димости этих рядов ~Iожет быть вычислена из (29). 

ДОПО':IНеЮlе. Мы приводим Шlже рассуждения профессора 
Бимана, касающиеся тех трудностей, которые возникают при 
опредеJlении радиуса сходимости разложений координат гипер
болического движения в ряды по степеням времени: 

«Речь идет об определении радиуса сходимости того степенного 
ряда w = f (1), I\ОТОРЫЙ опреде.1Jяется уравнением 

~ sh w - w - l = О. (1) 
*) Радиус СХОДШlOстп этого разложения в соответствии с (18) • (15) ра

а',!, 
вен -- 2:n. 

vjt 
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где при l = О должно быть w = О. Величина ~ - параметр, 
RОТОРЫЙ положителен, и притом больше единицы. В случае особых 
точек для различных ветвей, ROTopHe удовлетворяют уравнению 
(1), должно выполняться условие 

~ сЬ w - 1 = О (2) 

н, таким образом, получаем 

l = ±i [y~I-1- arntg -Vt2 -1 + 2k~], (3) 

где k обозначает любое целое положительное И:IИ отрицательное 
число. 

В ТaRИХ особых ТоЧRах в общем случае меняются местами две 
w-ветви. Находим, что определенные значения ~ особенно важны, 
а именно те, для ROTOpЫX выполняется уравнение 

Y~2-1- arctg 11 tZ-1 + 2kл; = О; (4) 

при !'\том k должно иметь отрицательное значение. Для таliИХ 
значений t совпадают два особых значения l. Это означает, что 
в данном случае в особых ТОЧRах будут меняться местами две 
пары ветвей w. Ветвь одной пары при этом не переходит в ветвь 
другой пары. Для того чтобы через особую точку проходило 
более двух ветвей, необходимо, чтобы 

t зЬ w = О, (5) 

для чего rребуется, чтобы ~=1. Здесь для особых точеR l = 2kni. 
В ТaRИХ особых точках ЦИRличесRИ совпадают три ветви w. При 
k = О эти ветви задаются уравнением 

w8 + ... = 6l. 

Это уравнение дает исходную ветвь, причем w = О при l = О. 
Если теперь ~ растет и больше единицы, то эта особая точка 

превращается в две, для ROTOpЫX 

':= ±i CV t 2 -1- arctg r ~2 -1). 

Исходная ветвь в этих ТОЧRах связана с двумя различными вет
вями. Однако невозможно достигнуть особой ТОЧRИ исходной 

ветви, дЛЯ RОТОРОЙ III меньше У ~I - 1 - arctg y~2 - 1. Ведь 
исходная ветвь, если выполняется (4), должна соединяться в осо
бой точке именно с той ветвью функции, что и для соседних зна
чений ~. Таким образом, радиус сходимости упомянутого сте
пенного ряда w = f (1) будет 

r ~2_1: - arctg Y~2-1. 
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§ 3. ГраиичиаJl криваJl Хилла 

Исследование сходимости рядов в небесноil механике имеет 
прежде всего своей целью определение границ, внутри которых 
могут иаменяться относительные координаты планет. Но можно 
думать, что эти границы могут быть найдены вне зависимости 
от того, будут ли для координат фактически существовать ряды, 
сходящиеся на неограниченных интервалах времени; предприни

мались различные попытки косвенным путем определить такие 

границы. Из этих попыток оказалась успешной только одна из 
них. а именно та, которая опирается на упоминавmyюся в § 3 гл. 
VIII ХИЛJJОВУ граничную кривую. С помощью этой граничной I\РИ
вой Хиллу впервые в истории небесной механики удалось получить 
строгое доказательство устойчивости движения в задаче трех 
'rел. Он доказал, что земная Луна НИl\огда не может удалиться 
от своего центрального тела более чем на учетверенное совре
менное расст.ояние от Земли. При этом предполагается, что учи
тывается только притяжение Луны Землей и Солнцем, и, I\pOMe 
того, Хилл должен был сделать ограничение, что орбиты 
Земли и Солнца ЯВ.'1яются в точности круговыми. 

Граничная Rривая Хилла нашла многочисленные приложения. 
Наиболее общие исследования этой кривой выполнил Болин[63], 
который исследовал таl\же ее значение в общей задаче трех тел. 
ОRазывается, что в этоil задаче нельзя сделать никаRИХ общих 
выводов о максимальных и минимальных значениях взаимных 

расстояний из рассмотрения граничной RРИВОЙ. lIепосредственно 
можно только заключить, что все расстояния не могут быть одно
временно бесконечно велики. Если рассматривать общую задачу 
n тел, то согласно § 1 гл. V интеграл живых сид имеет форму 

(1) 

Tal\ что уравнение граничной кривой Хилла (здесь дучше гово
рить о граничной поверхности) примет ВИД 

k2 mm. 
~ __ 1 _' + /t = О, 
...... ri; 

(1 *) 

где l\j обозначает расстояние между массой mi и массой mj. Пред
положим, что постоянная живых сил h, как это имеет место в на
шей планетной системе, отрицательна. Правая часть (1) всегда 
должна. быть положительна, и отсюда следует, что расстояния l'ij 
не могут быть все одновременно бесконечно велики. Таким об
разом, все члены нашей планетной системы не могут с течением 
времени удалиться друг от друга неограниченно далеко. 
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Между тем в ограШlчеюlOЙ задаче трех тел ХИШIова rранич
ная кривая дает .'Iучтие выводы о характере движения *). Болин 
показал, что при опреде.'Iенных значениях постоянной Яl\оби 
орбита астероида лежит внутри замкнутой I\ривоiI. Его ИСС.1Jе
доваЮIЯ в изящной форме были продолжены Дарвином, и мы 
воспропзве.1JИ в § 3 f.1J. VIII важнейшие реЗу.'lьтаты этого ИСС.1Jе
дования. Здесь мы ИСС:lедуем следствия, относящиеся к движению 
малых плаиет нашей Шlанетной системы. 

IfYCTb, во-первых, Юпитер ЯВ.1Jяется возмущающей ИЩIнетой, 
которая обращается вокруг Солнца по I\PYfOBOIi орбите. ИI:,теграл 
Якоби примет вид 

где 

( !!!.-)2 = 20 _ С 
\ (!l -" , (2) 

(2*) 

ds б .. 
и dt о означает CI\OPOCTb астероида во вращающеися системе 

координат. Уравнение граничной I"рИВОЙ имеет вид 

2Q -с = О. (3) 

Если С достаточно веЛИI\О, граничная кривая состоит нз зам
кнутых ветвей, и есЮI в начале движения астероид находится 
внутри замкнутой ветви, он должен оставаться там всегда. lIри 
значении С = С1 граничная кривая переходит в лемнискато
подобную фигуру, которая в точке либрации обладает двойной 
точкой. В § 1 мы наш:ш, что эта точка либрации лежит на рас
стоянии 0,0668 от Юпитера. Поэтому соответствующее значение С1 
получается из (3), ес.1JИ положить Рl = 0,9332, Р2 = 0,0668, 
It = 1 : 1047. Получаем С1 = 3,0426. 

Мы можем сформулировать теорему: если Д.1JЯ малой планеты 
постоянная Ян:оби бо.lIьmе 3,0426, то планета не может двигаться 
вне замкнутой кривой, содержащей Солнце. 

Чтобы получить значения постоянной Якоби для малых планет, 
можно по ихизвестным элементам вычислить в определенный момент 

(ls 
вреl\lени значения Рl' Р2 И /U' и тогда соответствующее значение С 
cOf.'IaCHO (2) по.'Iучается по формуле 

2 ( 2) ( (/8 )2 С = r2 + - + 11 р2 + - - - . 
1 Pl \ 2 Р2 _(/t 

(4) 

Вычислим некоторые значения С в предположении, что в опре
деJIенный момент времени орбита является круговой. Тогда аб-

*) Речь идет об ограниченной круговой задаче трех тел. (Прu~. перев. 
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1 
солютная скорость астероида равна ,r-' а СI{ОРОСТЬ Юпитера 

r Pl 
будет t'1 1- ~, так что 

(Тв 1 ,г-
-Zt = ,r--Pl t' 11-1.1.. 
~ r Pl 

(5) 

Если это значение подставить в (4), то найде~l, что С для ма.'1ЫХ 
Pl имеет большое положительное значение; при удалении от CO.1JH
ца постоянная Якоби уменьшается по величине до тех пор, пока 
она не достигнет минимума между Pl = О И Pl = 1, а затем воз
растает при Pl = 1 до бесконечности. 

Из (4) и (5) получаем значения постоянной Якоби, приведен
ные в таб.'1. XXVIII. 

! 
I 

~, 

0,1 
0,2 
0.3 
0,4 
0,5 
0.6 

Таб;lпца XX\iIII 

Значения постоянной Якоби в плаJlетной СИСТt'ло *) 

(~y с р, c~~y 
,l! 

с 

9,3773 10,6356 0,7 0,2448 :3,1089 
4,1452 5,8978 0,8 0,1010 3,0486 
2,3274 

I 
4,4325 0,9 0,0236 3,0277 

I 
1,3945 3,7690 0,95 3,0403 
0,8351 

I 
3,4190 

I 

0,98 3,1170 
0,4768 3,2214 

*) Полный IHTa;lOr значена" ПОСТОЯННЫХ Якоби, а также ЗН:iчений 
~lOMeHTa количества движения относительно оси, перпендuкулярной Ji 
П:IOскости эклиптики, был составлен Г. Ф. Султановым IJ Н. Б. Ибрага
MOBbl~1 в Ше~lахинской астрофизической обсерватории АН Азербайдж:ш-
екой ССР [64]. (Прu.м. l1ерев.) I 

Эти значения С для Рн заключенного в предеJIах между 0,6 
и 1,0, графически изображены на рис. 43. 

Через ординату С = 3,0426 проведем прямую, параллельную 
оси абсцисс; тогда она отсечет от кривой часть, которая соответ
ствует таким значениям С, дЛЯ которых граничная Бривая не 
замкнута. Из рисунка видно, что замкнутой граничной кривой 
не обладают такие астероиды, которые описывают круговые 
орбиты, большие полуоси БОТОрЫХ имеют значения между 0,815 
II 0,96 (большая полуось орбиты Юпитера принимается рав
ной единице). Поэтому такие орбиты справедливо считать не
устоЛчивыми. Если большую полуось орбиты Юпитера принять 
равной 5,201 астрономических единиц, то названные границы 
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неустойчивости будут 

а = 4,24 и а = 5,00. 
Самые внешние астероиды и их средние расстояния от Соднца: 
(279) Туле (а = 4,283), (361) Бонония (а = 3,933), (153) Гильда 
(а = 3,975). Самый внешний астероид, (279) Туле, лежит близ 
границы области неустоЙчивости. Все известные до сих пор асте
роиды обладают заМRНУТОЙ граничной RрИВОЙ, если принимать 

.1,20 

J,IВ 

J,/б 

3.14 

3./2 

3./0 

З,О8 

\ 
\ 

\ , 
\ 

r\. I 
"' I 

во внимание возмущения 

ТОЛЬRО от Юпитера, и ес
ди ТОЛЬRО пренебречь ЭRС
центриситетом и наRЛОН

ностью при изучении про

блемы устойчивости *). 

3.06 

3.04 
""'-~ 

Впервые исследование 
граничной RрИВОЙ для ма
лых планет выполнил 

Корб [65]. Он нашел, при
нимая во внимание ЭRсцен

триситет орбиты, что асте
роид (279) Туле находится 
вне границ области ус
тойчивости и не обдада
ет ЗaI\IRНУТОЙ граШfчноIi 
RривоiI. 

З,О2 

J.oo 
0.6 0,7 ОД 

Рис. 43. 

Rривая заМЫRается BORpyr 
RОЛЬЦУ астероидов. 

0.9 Есди орбита малого те
ла имеет среднее расстоя

ние, большее 0,96, то со
ответствующая граничная 

Юпитера, и тело не принаддежит R 

ИСRлючая, возможно, неноторые из астероидов, все известные 
малые планеты лежат внутри области, устойчивой по отношению 
R возмущениям от Юпитера. Значение а = 4,24 представляет 
естественную верхнюю границу для больших полуосей орбит 
мадых планет, TaR же RaR найденная в § 12 г.'1. VIII особая ТОЧRа 
а = 2,05 определяет нижнюю границу Rольца астероидов. 

:Мы принимади во внимание здесь ТОЛЬRО влияние Юпитера 
на малые планеты. Среди других планет соднечной системы не 
следует пренебрегать влиянием Марса на астероиды. Дает ли здесь 
граничная Rривая сведения о природе движения? 

Для больших значений С (а для всех известных астероидов 
С имеет значения, ROTopble можно считать большими) граничная 

*) Мы ПРИВОДJШ значение большой полуоси согласно «Эфемеридам ~Iалых 
планет», ИТА АН СССР, 1960. (Прu,м.. перев.) 
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кривая состоит из малой почти RРУГОВОЙ ветви вокруг Марса, 
из почти круговой ветви вокруг Солнца с радиусом, не
сколько меньшим большой полуоси орбиты Марса, и, RpoMe 
того, из третьей ветви, RОТОРУЮ также можно рассматривать 
как близкую к круговой, центр которой лежит в Солнце, а радиус 
несколько больше половины большой полуоси орбиты Марса. 
Малая планета должна двигаться вне последнего круга. Радиус 
этого круга можно рассматривать как минимум расстояния малой 
планеты от Солнца. 

При вычислении значения этого радиуса в (2*), (4) и (5) можно 
пренебречь членами, которые умножены на малую массу Марса. 
Если рассматривать мгновенную орбиту астероида как круговую, 
со средним расстоянием а от Солнца, и обозначить соответствую
щее значение радиуса череа х, то из указанных формул легко 
получается следующее соотношение между а и х: 

2 1 ,r-
х2 + - == - + 2 J' а, 

х а 
(6) 

которое имеет один корень между нулем и единицей и корень 
между единицей и +00. Последний корень соответствует иско
мому минимальному значению а. 

Если, например, а = 1,5 (следует заметить, что все расстоя
ния выражаются через среднее гелиоцентрическое расстояние 

главной планеты, в данном случае Марса, которое принимается 
за единицу), то получаем х = 1,21; если а = 2,0, то х = 1,3Н. 

Ту же форм.улу (6) можно использовать для вычиспеНИII мак
симального среднего расстояния астероидов, если принимать во 

внимание возмущения астероидов от Юпитера. Здесь речь будет 
идти о TQM RopHe, который меньше единицы. 

Если значения минимальных и максимальных расстояний вы
разить в астрономических единицах, то из (6) получим для а = 
= 2,28 минимальное расстояние, равное 1,82, маRоимальное рас
стояние, равное 3,28; для а = 3,04 минимальное расстояние, рав
ное 2,08, максимальное расстояние, равное 3,90. 

Малая планета (40) Гармония, которая движется по почти 
круговой орбите с большой полуосью, примерно равной 2,267*), 
не может никогда подойти к Солнцу ближе чем на 1,82 и нн
когда не .может удалиться далее 3,28 а. е. 

Мы исходили при этом из предположения, что обе возму
щающие планеты определяют граничные кривые независимо друг 

от друга. 

*) Дu /J BВJlTO авачевие иа сБОрВИRа «Эфемериды малых планет., ИТ-А 
АН СССР, {960. (Прuм. nгpel1.) 
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Вопрос () TO~I, В liаl{ОП мере pea.'lbHblM приближением к истине 
можно считать опредеJIенные таким образом минимальные и Mal{
симальные расстояшrя малых планет, остается неретенным. 

Малая масса Марса едва ли может дать заметную коррекцию 
в максима.тrьном расстоянии. 

Наконец, замеТЮf, что интеграл Якоби (2) ПОЗНОJIяет деJIать 
бо.тrее г.тrубокие выводы об устойчивости по сравнению с тем, что 
можно получить при помощи граШlчноii кривоп. 

§ 4. СХОДШlOсть разложений по ст(пеням ВV3:\i)'щающих масс 

Теория ВОЗ~lущений, методы которой от Лапласа и Лагранжа 
и до наших днеJUr господствуют в исследованиях по небесной ме
ханике, исходит из разложений координат в ряды по степеням 
малых планетных масс. Как же обстоит дело со сходимостью 
этих разложений? 

Оказывается, что существование вековых возмущений пре
пятствует сходимости РЯДОВ по крайней мере на больших про
межутках времени. Правда, Лаплас и Лагранж смогли привести 
доказательство (ер. с fJI. VII), что среди возмущений первого 
порядка в выражениях для большой полуоси, эксцентриситета 
и наliЛОННОСТИ орбиты никаких вековых неравенств не встреча
ется. Но как обстоит дело в этом отношении с коэффициентами 
при более высоких степенях масс, им не было известно; эта задачу 
и сейчас нельзя считать решенной *). 

Другую трудность при исследовании сходимости порождают 
малые делители. е точки зрения теории возмущений незначитель
ный или даже исчезающе малый до интеграции член мог бы дать 
liaкoe угодно большое по ве.тrичине возмущение, если только 
средние движения планет приБЛИЗИ1'ельно соизмеримы. 

е другой стороны, применение теории возмущений к планет
ной системе дает хорошее согласие между теорией и наблюде
ниями. Отсюда можно непосредственно заключить, что какого-либо 
рода сходимость деЙствите.тrьно должна существовать. 

Учитывая указанные трудности, можно заключить, что ряды 
остаются сходящимися для очень больших интервалов времени. 
Но сходятся ли вообще эти ряды на ограниченных промежутках 
времени или они ПРlIнадлежат к асимптотическим рядам, которые 

*) в ВОЗНIШающей здесь проблеме малых знаменателеii долгое вреМ${ не 
наблюдалось никакого прогресса. Лишь в последнее время R. 3игелю [66], 
А. Н. Колмогорову [67], В. И. Арнольду [12] удалось разрешить ряд задач, 
связанных с указанВhlМИ трудностями. В классической теории возмущений все 
приближения вместе расходятся. Более сильный прием теории возмущений 
может основываться на методах типа Ньютона, обеспечивающих быструю 
сходимость. (При.'!. neрев.) 
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дают приближенные выражения д:ш ф~'НJЩJIii, если с()хранить 
неСIiО.'lЫ'О начальных членов ряда? 

Ответ на эти вопросы имеет IIСКЛЮЧlIте:Iьное значение Д.ТJЯ 
при.чожениЙ теории возмущений Ii ВЫЧИСJlению движения небес
ных тел. Если ряды толы,о асимптотичеСЮlе, то ПрII известных 
обстоятельствах вычисление возмущений высшего ПОрЯДI,а ~Iожет 
рассматриваться KaIi бесполезная или даже вредная работа и 
тогда лучше было бы отказаться от трудоемких ВЫЧIJС.lеНIIЙ 
возмущений высших ПОРЯДIiОВ и довольствоваться возм~'щениями 
первого порядка; в этом случае, естественно, пришлось бы 
выполнять вычисления для достаточно близко лежащих эпох. 

Пусть Х - :каIiая-:шбо координата, для котороН путем ин
тегрирования дифференциального уравнеmш движения получено 
выражение 

х = ХО + J.l.X1 + J.l.I!X2 + J.l.ЗХз -+- • • • (1) 
Величина J.I. представляет собой одну из масс, так что еС.1И массы 
обозначить через m1, m2 , ••• , т., то 

m1 = U 1J.1., m2 = a2J.1., ••• , т. = a./l, (2) 
где аl' СХ2' ••• , аа следует рассматривать IiaK Бонечные числа. 
одно из IiOTOpblX l\IOiI,HO выбрать произвольно. В (1) Х1 называют 
возмущевием первого порядна, Х2 - возмущением второго по

РЯДБа и т. д. 

При рассмотрении вопроса о сходимости ряда (1) С.ттедует 
различать две проб.ттемы. Возмущения различных ПОРЯДI,ОВ будут 
даваться не конечными выражениями, а в виде беСБонечных 
рядов. Первая проб:Iема состоит В исследовашlИ сходимости 
этих рядов. Вторая проблема связана с исследованием сходимости 
ряда (1), образованного возмущениями различного порядка. 

Этим последним вопросом мы и хотим заняться в данном пара
графе. Чтобы сделать первую из названных проблем независи
мой, мы сформулируем задачу так: можно ли координаты в задаче 
трех тел (соответственно в задаче n тел) разложить в ряды по 
степеням малых масс, и если это возможно, то какого рода будет 
сходимость этих рядов? Ответ на этот вопрос был дан автором [69]. 

Мы воспользуемся элементами Делоне (§ 5 гл. V). ЕС:IИ, IipoMe 
Солнца, имеется s планет, то дифференциальные уравнения при
мут вид 

dL;. 1 дР 

dt=13i~' 
еЮ;. = -!. дР 
elt ~! дgi ' 

dH;. 1 дР 
те = ~ дh;. , 

(i = 1, 

d1i 1 дР 

dt = - iЗi aLi ' )1 
(lg;. = 1 дР 
dt - 13i aG;. , 

dh;. = 1 дР 
dt - ~ дН;. , 

2, ... ,s) J 

(3) 
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где 

~ = ~, li = nit + Ci' 

Gi = i а! (1- e~), gi = 1tt - Qt, 

1l• = i а! (1- еТ) СОЗ I{, lti = Q{. 

Возмущающая функция F может быть разложена по степеням 
маЛI!IХ масс или по JL, и будем иметь 

F = РО + JLF1 + JL2F2 + . . . (3*) 

Обобщенная Пуанкаре теорема существования Коши показы
вает, что интеграл уравнений (3) может быть разложен по степе
ням JL (если JL выбрано достаточно малым) для всех значении 
времени t, для которых справедливо разложение (3*), с ограниче
нием, сформулированным в § 7 гл. VIII дЛЯ случая, когда разло
жение (3*) сходится для всех значений времени. 

Чтобы это имело место, должно выполняться условие, которое 
мы теперь исследуем. Пусть решение уравнений (3) будет 

Li = Li (t, JL), 1i = 1{ (t, 11), 

Gi = Gi (t, JL), gi = gi (t, 11), 
Н• = Н• (t, JL), hi = hi (t, JL), 

где функции L{(t, 11), G{(t, JL) и т. д. раз.1агаются по положитель
ным степеням 11. 

При JL = О эти функции имеют значения 

Li (t, О), Gi (t, О), Н. (t, о)'} 
1i (t, О), gt (t, О), hi (t, О), (4) 

и согласно § 7 гл. VIII необходимо, чтобы F и ее производные по L, 
G и т. д. могли быть разложены по степеням L i - Li(t, О), 
Gt - Gi(t, О) И т. д. 

Но В рассматриваемом случае функции (4) сводятся к постоян
ным, за исключением функции 1\ (t, О), которая имеет значение 

1i (t, О) = nit + Ci' 

В самом деле, величины Li (t, О), Gi (t, О) и т. д. не что иное, 
как оскулирующие элементы планеты в момент времени t = О. 

Возмущающая функция и ее производные по элементам суть 
аналитические функции элементов, которые для произвольных 
значений 

(5) 
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могут быть разложены В ряды по положительным степеням 

L i - L~O), Gi - G~O) и т. д. В предположении, что эти величины 
выбираются достаточно малыми; эти ряды сходятся для всех 
действительных значений времени, если только определенные 
при помощи (5) конические сечения не пересекают друг друга. 

Чтобы доказать это, достаточно рассмотреть следующую про
стую задачу. Пусть поставлена задача разложить функцию 

1 
q> (1) = У , 

1 + а' - 24 cos 1 

где а < 1, в окрестности точки 1 = lo в ряд по степеням 1 - lo' 
Мы утверждаем, что это разложение сходится в конечной окрест
ности 1 = lo и притом для всех действительных значений [о' 
Полагая 

1 = [о + ~, 
имеем 

cos 1 = cos 10 cos ~ - sin lo sin ~ = cos 10- 2 cos 10 sin2 ~ s - sin 10 sin S 
и, следовательно, 

q> (1) = [1 + ot2 
- 20t cos 10 г'l. ( 1 + 1 + а2.! 2а cos 10 )-'/., (6) 

где 

j = 20t ( 2 cos 10 sin 2 ~ ~ + sin 10 sin ~) . 

Но правую часть (6) можно разложить по степеням j, если 

I j I < 1 + а2 
- 2а cos lo, 

или, так как предполагается а < 1, когда 

I j I < (1 - а)2. 

Но уравнение (7) выполняется, если 

21 sin2 ~ ~ I + I sin ~ I < (1 24 а)' . 

Если это условие выполнено, то мы получим 

q> (l) = Ао + А11 + Aj2 + ... , 

(7) 

(7*) 

(8) 

где А о, А 1 , А 2 суть функции от [о' Этот ряд равномерно сходится 
для всех значений S, которые принадлежат области (7*), причем 
для всех действительных значений [о' Мы предположим, что (7*) 
выполняется для всех ~, которые удовлетворяют неравенству 

1~I<p, (9) 

32 н. ШаРJlЬе 
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где р обозначает конечное число. Тогда ряд (8) сходится равно
мерно в области (9). 

Но t - голоморфная фун:кция 6, :которая для всех значений 10 
может быть разложена в абсолютно сходящийся ряд по степеням 6. 
Следовательно, по теореме Вейерштрасса правую часть (8) можно 
представить рядом по степеням 6, :который сходится в области (9) 
для всех значений 10' Но этот вывод, очевидно, нельзя полу
IJ:ИТЬ, если величина 1 + «2 - 2 «cos [о при определенном значе
нии 10 становится равной нулю. 

Согласно СRазанному и из рассуждений § 7 гл. VIII следует 
сходимость ряда (1), который представляет :координату в задаче 
трех тел следующим образом. 

Пусть дано произвольное действительное число Т; тогда всегда 
можно найти конечную положительную величину R так, что 
:координаты в задаче n тел для всех Ijll < R можно разло
жить по степеням jl; именно эти ряды сходятся для всех значений 
времени t, которые принадлежат области 0< t < Т. 

Величина Т может быть выбрана произвольно большоii. Здесь 
необходимо различать два возможных случая. Значение радиуса 
сходимости может зависеть от Т, либо быть ОДИНaRОВЫМ для всех 
Т. Вспомогательная функция Пуанкаре из § 6 гл. VIII приводит 
к интегралу, который может быть разложен по степеням jl, и ра
диус сходимости этого разложения зависит от Т и стремится 
к нулю, если Т неограниченно возрастает. 

Методом, развитым в указанном параграфе, нельзя доказать, 
что радиус сходимости разложений интеграла данного дифферен
циального уравнения больше соответствующего радиуса сходи
мости вспомогательной фун:кции. Но может случиться, что 
истинный радиус сходимости имеет много большее значение; 
бывает, в частности, что радиус сходимости разложения ин
теграла данного дифференциального уравнения по степеням 
параметра jl не зависит от Т. Это приближенно может быть 
выяснено посредством построения других вспомогательных 

функций. 
КаRОЙ из этих случаев (зависит или нет R от Т) действительно 

имеет место для дифференциальных уравнений задачи трех тел,
требует особых исследований. Нам представляется, что в данном 
случае R не будет зависеть от Т. 

ПраRтические выводы для т~ории возмущений в обоих случаях 
весьма различны. Если R зависит от Т, то при заданных массах 
с помощью разложений по степеням масс удается обеспечить 
сходимость разложений только до определенного момента вре
мени. На большие промежутки времени эти результаты распро
странить нельзя, даже если привимаются во внимание и возму

щения еще более высокого порядка. 
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В ТО же время, l\огда R не зависит от Т, ряды сходятся для 
всех моментов времени, если ТОЛЬRО J.L < R. Тогда при помощи 
формул для возмущений можно вычислять Rоординаты дЛЯ СRОЛЬ 
угодно больших моментов времени. Однано в этом случае ряды 
обладают иным недостатком, RОТОРЫЙ ограничивает их практи
ческое применение. Чем больше значения времени, для которых 
должны БЫ'I'Ь справедливы ряды, тем больше нужно брать чле
нов, чтобы достигнуть определенной точности, тем большим дол
жен быть порядок учитываемых возмущений. Ряды сходятся 
для всех значений времени, 110 при возрастании 8начений t схо
дим ость замедляется. 

В обоих случаях,- зависит R от Т или нет,- можно сделать 
важный вывод: разложения I(оординат по степеням масс в про
блеме n тел не ЯВJJЯЮТСЯ асимптотическими рядами. Если только 
находиться в области сходимости, то и правильно, и полезно 
учитывать возмущения высшего ПОРЯДI(а при получении точных 

результатов. Чем выше порядок учитываемых возмущений, тем 
точнее результат. 

ЧИСJIовые приложения этих рассмотрений к планетной системе 
сопряжены с нем алыми трудностями. Метод Ноши, испо.'IьзованныЙ 
в теореме о существовании, в общем случае дает слишком малые 
значения радиуса сходимости. Он все-таки будет, вероятно, 
достаточным, чтобы можно было ДОI(азать, что разложения по 
степеням фактически встречающихся в планетной системе масс 
остаются сходящимися не толы(о в весьма малой области. Ве
роятно, можно отыскивать лучшие вспомогательные функции, 
которые ПОЗВО.1JЯЮТ более точно определить область сходимости. 

§ 5. Сходимость рядов в теории возмущеНlfЙ 

В § 9 гл. VIII было показано, что разложение возмущающей 
функции может БЫ1'Ь записано D форме 

F = ~ Аи: сов (и + i'l' + jg+ j'g'), (1) 

где i, i', j, j' принимают все целые положительные и отрица
тельные числовые значения. Здесь g и g' обозначают угловые 
расстояния перигелиев от общей линии узлов планетных орбит 
на неизменяемой ПЛОСRОСТИ, а 1 и l' суть средние аномалии П.'Jанет 

1 = nt + с, l' = n't + с'. 
Относительно Rоэффициентов АН: известно, что они являются 
аналитичеСRИМИ функциями ЭRсцентриситетов е и е' и взаим
ной наRЛОННОСТИ планетных орбит J, ноторые в ОRРестности 
е = е' = J = О могут быть разложены по положительным 

32· 
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степеням е, е' и J, причем ноэффициенты будут функциями боль
ших полуосей а и а' планетных орбит. 

Ряд 

(2) 

сходится в области В величин а, а', е, е' и J. В разложении коэф
фициентов А следует отметить одно важное свойство: в разложе
нии 

всегда выполняется неравенство 

р + q + r ;> i I i I -1 i' 11 . 

Если теперь под Е пониматъ произволыIйй элемент, то для 
будет СПраведливо дифференциальное уравнение 

dE ~BH' ('l + "l' 1") l!l = k.J Н' COS t t + Jjj' , 

где 

D jj , = jg + j'g' или D jj , = jg + j'g' + 90 О • 

(3*) 

(3) 

него 

(4) 

Коэффициенты В здесь имеют те же самые свойства, как и 
коэффициенты А в разложении возмущающей функции. 

В теории возмущений (см. § 4 гл. VI) дЛЯ определения воз
мущений первого порядка элементы g, g', а, а', е. е', J в правых 
частях (4) рассматриваются как неизменяемые величины; после 
интегрирования получается 

~' ни; 
Е = k.J ' ;t" ,sin (и + i'l' + Dзу) + Ct + Ео • (4*) 

Цl 1 It 

Речь идет о том, чтобы исследовать вопрос о сходимости ряда, 
стоящего n правой части этого выражения. 

Заметим сначала, что из .этого ряда можно исключить все 
такие члены' для которых i и i' имеют одинановые знаки. 
Так как именно для таких членов знаменатель I in + i'n' I обла
дает конечной нижней границей, то все ТaIше члены образуют 
ряд, который сходится внутри области В. 

В силу неравенства (3) задачу можно еще несколько упростить. 
А именно, можно заменить В{{: наибольшим членом разложения 
этого коэффициента, которое имеет форму (3*); подставляя вели
чину к, которая равна наибольшей из величин е, е', лежащих 
между нулем и единицей, и J, придем к рассмотрению ряда вида 

КН' -и,r • • ., , 
~ -, -,-, SID (tl- t 1 + D), 

!-!V 
(5) 
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где 

i, i' = 1,2,3, ... , r = I i - i' 1, (5*) 

а v равно отношению n' к n. 
Если бы v было рациональным числом, то член в (5) стал бы 

неограниченно большим, но если v иррационально, то числа i и i', 
очевидно, тю\же могут принимать такие значения, что знамена

тель i - i'v станет сколь угодно малым. Отсюда и проистекают 
значительные трудности при этих исследованиях сходимости. 

Рациональные значения v из рассмотрения могут быть исклю
чены, по крайней мере в том случае, если речь идет о чисто тео
ретических рядах для возмущений. Значения i и i', выбранные 
так, что уравнение i - i'v = О строго выполняется, дают вековые 
ч.чены, и эти ЧJIены содержатся в коэффициентах С (4*). 

Итак, предположим, что v обозначает иррациональное число, 
и всегда можно считать, что оно меньше единицы. 

Как будет подробнее исследовано в следующем параграфе, 
множитеJIИ sin (il - i'l' + D) в ряде (5) не влияют на сходимость. 
Поэтому сначала следует рассмотреть ряд 

где 

_~IKii,XTI S - ",". ., , 
t - t 'v 

I . ., I r= z-z , 

(6) 

и сог.часно сказанному исходить из предположения, что ряд 

''''Б" ,. "'" ii' Х (7) 

абсолютно сходится и имеет конечный радиус сходимости <1. 
Существует теорема, которая принадлежит к важнейшим откры
тиям в теории возмущений и приводит к совершенно неожидан
ному результату в вопросе о сходимости рядов, встречающихся 

в задаче трех тел. Эта интересная теорема была доказана Брун
сом [68] в 1884 г. и состоит в следующем. 

Пусть дано произвольное действительное число "о и пусть б 
обозначает положительное или отрицательное число. Тогда между 
v = "о и v = "о + б, каким бы малым ни было выбрано б, име
ется бесконечное множество значений ", для которых ряд (6) 
сходится, и равным образом в той же области имеется бесконечное 
множество значений ", для I\OTOpblX ряд расходится. 

Если точками сходимости назвать такие значения ", для кото
рых ряд сходится, а точками расходимости значения, для которых 

ряд расходится, то теорема Брунса утверждает, что точки сходи
мости и точки расходимости образуют повсюду плотное множество 
(при всех действительных значениях "). 
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Очевидно, доотаточно доказать, что в указанной области ИllIе
ется одно значение V, дЛЯ которого ряд сходится, и одно значение, 

для которого он расходится. Если это доказано, то отсюда, как 
следствие, вытекает, что существует бесконечно много значениii 
такого рода. Ряд S (6) сходится, если V - Rорень неприводимого 
алгебраического уравнения с целочисленными коэффициентами 
(и без рациональных корней). Пусть 

Govnt + G1vm- 1 + ... + Gm = О (8) 

- такое уравнение, где Go, G1, ••• , Gm обозначают целые числа. 
Пусть корни этого уравнения, кроме v, суть V 2' vз, ... , V m; 

Kxr 
ради симметрии запишем V1 вместо V. В члене -. -.,-, УМНОЖИВ 

t-tV 
числитель и знаменатель на произведение 

Go (i - i'v'l'> (i - i'vз) ••• (i - i'vm), 

lDIeeM 

m 

G П (. ") а·т а' 1" ~ + G .т-2 "2 ~ + О l-l V. = Ol - Olm- l .C.J Vl Ol l "'-i VIV2 ••• = 
8=1 

= GoinI + G1im
- 1 i' + G2i

m
- 2

(2 + ... + ат(т. 
Правая часть этого уравнения не нуль, так Raк (8) не имеет 

рационального RОрНЯ, а с другой стороны, очевидно, всегда яв
ляется целым числом, следовательно, самое меньшее равно еди

нице. ОбознаЧIDI этот знаменатель через Nii" Запишем, далее, 

ао (i - i'V2) (i - i'vз) ... (l- i'vm) = 
_ н ·т-l + Н .т-2 ., + + н .'т-l 
- ol Il l • • • m-ll , 

где Но, H1, ••• ,Нт-1 определенные, не зависящие от i и i' числа; 
тогда S разделится на т рядов, Rоторые имеют форму 

'1 к ·т-8 ·'8-1 r I H.~ ii,t t х , 
N ii, 

и здесь теперь r = li - i'I, INii 1;;;;,. 1. 

(9) 

Примем во внимание, что здесь следует брать только такие 
значения i и t', для ROTOpЫX делители i - i'v не превооходят 
малого значения 8; тогда, очевидно, (9) должно сходиться одно
временно с (7). Ряд S сходится, если v удовлетворяет уравне
вию (8). 

Но числа, которые удовлетворяют алгебраическому уравне
вию с целочисленными коэффициентами, располагаются на чис
ловой оои повсюду плотно, и поэтому первая часть теоремы Брунса 
ДОRазана. 
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Брунс док аЗЬIвает , что аналогичный результат имеет место 
и для точек расх одим ости. 

Предположим, что v представляется рядом следующего вида: 
1 8t га 

V = h; + h1hs + hlksha + ... , (10) 

где 8i обозначает или +1 или -1, а h1t h" ha - целые числа, 
KoTopыe удовлетворяют неравенству 

hl1.+l ;;;> 2hl1. - 1, h 1 ;;;> 2. (11) 

Впрочем, числа hf, могут Быть выраньI и произвольным образом. 
Числа i и i' в (6) могут принимать произвольные (положитель

ные) числовые значения. Рассмотрим последовательности зна
чений i и i', которые образуются по следующему закону: 

.~ = lI"(~l +::. + ... + ~:), I 
L =На" 

(12) 

где 

H r = ~ h,. ••• h,. 

Заметим, что получающиеся при этом значения i и i' суть целые 
положительные числа. Отсюда находим 

1 8а га 
V = III + На + На + ... , 

ибо i - i'v может Бытъ записано в форме 

.., 8cr.+l 8"+2 
L - L " = - -- - ...,.-...=.;:.=--

hcr.+l hcr.+l hl1.+2 
... , 

и, принимая во внимание неравенство (11), при достаточно 
больших значениях а можно заменить это выажениеe первым 
членом. Если будут учтены только те члены, Koтopыe соответ
ствуют значениям (12) для i и i', вместо (6) получим ряд 

S' = ~ h .. +1 \ Kf,i'l xr • (13) 

Но числа hcr. могут Быть выраны совершенно произвonьно, лишь 
бы выолнялосьъ неравенство (11). Если они будут выраны 
так, что для всех а 

a,r 

hcr.+1:> I Kf,f,.1 • (14) 

то находим, что (13) расходится, какое бы малое значение не 
имело х. 
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Закон образования (10) для\' непосредственно показывает, что 
определенные таким образом точки расходимости образуют по
всюду плотное числовое множество. Действительно, чтобы дока
зать это, необходимо лишь изменить знаки различных еа • 

Так как к выражению (10) для v можно добавить произвольное 
рациональное число, не изменяя при этом приведенных рассуж

дений, то находим, что точки расходимости на всей числовой оси 
располагаются повсюду ПJlОТНО. Можно В каждый сколь угодно 
малый интервал действительных чисеа вставить сколь угодно 
много иррациональных чисел, для которых ряд (6) наверное 
расходится. 

После того I,aI{ были выяснены особенности свойства сходи
мости ряда (6), можно было бы поставить вопрос, имеют ли вообще 
поаучающиеся в теории возмущений ряды действительный мате
матичеСI<ИЙ смысл? Если бы для достижения этого захотели бы 
ограничить средние движения, а значит, также и \', таl\ИМИ 

значениями, для которых ряд (6) сходится, тогда на практике 
можно было бы ПО,'Iучить этим путем СIiОЛЬ угодно хорошее при
б.'lИжение, так как ТОЧI,И сходимости образуют повсюду плотное 
множество. Но в действительности на ЭТОIl1 пути мы только пере
местили бы ТРУДНОСТИ, а не преодолели бы их. По теореме nоши -
Пуанкаре известно, что !{оординаты в задаче трех тел суть ана
литические функции постоянных интегрирования, и едва ли 
можно объяснить, как можно использовать решение дифферен
циальных уравнений, которые не обладают этим свойством, Д.1JЯ 
определения постоянных интегрирования из наблюдений. 

Прежде чем переходить I{ решению этих трудностей, lIЗ.!JОЖЮI 
интересную попытку, предпринятую Гильденом, с помощью кото
рой он XOTeJI, так сказать, (юбломаты> вершину трудностей. Гиль
ден пытался ДОRазать, что хотя точки сходимости ирасходимости 

располагаются повсюду плотно, тем не менее вероятность расхо

димости бесконечно мала. 
При этом ГИ.тIьден изумил неожиданной, найденной им тео

ремой, I<ОТОРУЮ мы здесь воспроизведем, ограничившись тем, 
что необходимо в астрономичесRИХ вопросах. Исследования 
ГИ.тIьдена по этому вопросу содержатся в [69]. Эти исследова
ния позднее бы.тIИ развиты и углублены Броденом и Виманом 
[70, 71]. 

Пусть v - данное, лежащее между О и 1, иррациональное 
число, для которого имеет место раЗ.тIожение в непрерывную 

дробь 

(15 ) 
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где ан а2 , аз, ... - положительные ЧИС.1Jа, которые ОДПОзначно 

определяются по ". 
Число" имеет произвольное значение между О и 1, так что все 

отрезки одной и той же длины в этом интервале следует считать 
равновозможными. Следовательно, мы предполагаем равповероят
НЫМ:, что " лежит между "1 и "1 + 6"1 или между "2 и "2 + 6"2' 
еС;JИ "1 и \'2 имеют ПРОИЗВО:Iъные значения между О и 1, и 

6v1 = 6"2' 
Тогда можно поставить следующую задачу и дать на нее ответ: 

если в непрерывной дроби заданы числа а1 , а2 , ••• , аn, то: 
1) какова вероятность Fn,/i' что следующее число аn+! примет 
значение k (k - целое чис.1JО) , 2) какова вероятность Wn,h" что 
аn+! ;;;;. k. 

Для того чтобы внести в эти вопросы ясность, начнем с про
стого примера. 

Пусть дано соотношение М('ilЩУ двумя величинами х и У: 

1 
У= --1 1 

1.:. _ ( 6) 
. х 

Здесь х может принимать все действительные значения от 1 
до бесконечности, а не только целые числовые значения, а для У 
равновероятны все значения между 1/2 и 1. Спрашивается, какова 
вероятность того, что х лежит между 1 и 3? 

Очевидно, что У непрерывно возрастает вместе с х. При х = 1 
У = 1/2' при Х = 3 У = з/4 , И так как, по предположению, зна
чения У между 1/2 и 3/4 так же вероятны, как и значения У между 
З/4 и 1, то вероятность того, что х лежит между 1 и 3, равна 1/2' 

Возвращаясь к общей задаче Гильдена, сначала вспомним 
одно известное свойство разложений в непрерывные дроби. Обо
значим подходящую дробь для цепной дроби (15), которая обра
зуется из а1 , а2 , ••• , аno через 

тогда, как известно, справедливы соотношения 

гn.;! = аn+! гn + rn_1,} 

8 n+! = аn+l 8n + 811-1, 

r'HI rn (- 1)n 
8n~ 1 - -;;: = Вn8n+1 ' 

где 

(17) 

(18) 

(19) 

Искомые вероятности в соответствии с исследованиями Бродена 
(70] выводятся следующим образом. 
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Пусть n - определенное число, и предположим для а., а2, ••• 

. . . аn определенные значения, в то время как для аn+1, аn+2 и т. Д. 
это не предполагается. Тогда возможные значения цепной дроби 
лежат между (а1 , а2 , ••• , аn) и (а., а2 , ••• , аn, 1) и первое или 
второе из этих граничных значениii будет меньшим, в зависимости 
от того, будет ли n четным или нечетным. Поэтому v связано 
с отрезком длины 

lnl = (_1)n {(a1, ••• , аn, 1) - (а1 , ••• , аn)}. 

Из (19) и (18) находим выражение 
1 1 

ln1=--- = . 
8n8n+l 8n (8n + 8_1) 

(19*) 

Пусть, далее, k - целое число ;>1. Если аn+1;> k, причем 
аn+2' аnф . • • принимают произвольные значения, то соответ

ствующее значение v находится на отрезке 
ln1t = (-1)n {(а1, ••• , ап, k) - (а1 , ••• , аn)}, 

который согласно (19) имеет длину 
1 

ln1t = -""k"--"'::'---"'" 
8n ( 8n '" 8n_l) 

(19**) 

Вероятность того, что аn+l ;> k при звдавиьп: 41' • • • , аn, выра
жается отношением lnk к lnl' Если положить 

q 
_ 8n_l n-s;-, 

то вероятность W n1t будет равна 

(20) 

(21) 

Чем больше k, тем меньше вероятность того, что ап+1 имеет зна
чение, большее или равное k. Из (18) находим, что qn всегда 
меньше единицы. Следовательно, W должно быть заключено в сле
дующих границах: 

(22) 

Вероятность того, что произвольное неполное частное аn в цеп
ной дроби, если совершенно не принимать во внимание значения 
остальных неполных частных, больше чем k, будет всегда мень-

2 
те Т' 

2 
~V<k' 

Это предложение мы используем в последующем. 

(22*) 
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Из (21) можно вывести вероятность F n" того, что an+l при 
заданных а1 , а2 , ••• , аn принимает В точности значение k. Полу
чаем 

F - \У \V - 1 + qn n" - nl. - n (k+1) - (k + qn) (k + 1 + qn) 

и для достаточно больших значений k находим, что F при про
извольных значениях a 1 , а2 , ••• , аn всегда меньше чем 2/k2• 

Из этой теоремы Гильден получил различные интересные 
следствия. Из них мы упомянем только об одной любопыт
ной теореме: при разложении произвольно выбранного числа 
в непрерывную дробь вероятное значение неполного частного 
равно 2, так что при таком разложении единица в качестве зна
менателя встречается столь же часто, как и те числа, которые боль
ше ДВУХ. В астрономических приложениях достаточно принимать 
во внимание теорему (22*). 

Теперь возвратимся к уравнению (6), где мы простоты ради 
положили КИ' = 1 *). Далее в ряде будем учитывать только те 
значения i и i', которые соответствуют подходящим дробям ~ 

вn 

раЗЛО)ltения 'V в непрерывную дробь. Соответствующий показатель х 
в (6) имеет тогда при 'V < 1 значение Вn - гn, и так как гn при
ближенно имеет значение 'УВn, то вместо (6) можно рассматривать 
ряд 

(23) 

где е обозначает величину, меньшую единицы, значение которой 
приближенно дается формулой 1> = X 1- V

• 

ПО известной TeOpel\Ie из теории непрерывных дробей имеем 

'V = ..!:!!. + (- 1)n {_1 _ _ 1 + ... } t 
Вn SnSn+1 Sn+1Sn+2 

и, следовательно, приближенно 
(_1)Ml 

Гn-Sn'V = , 
Sn+l 

так что мы должны иметь дело с рядом вида 

и = ~an+11>8n. 

*) Это оправдано, так как мы исхоДIШИ из предположения, что ряд !.Kii,,,r 
обладает конечвым радиусом сходимости. Указанное предположение означает 
только, что мы выбираем раднус сходимости paBRым еДRRИЦе. 
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Если здесь согласно (18) полон\Ить 

8n+l = a11+1 8n + 811-1, 

то (23) распадется на два ряда, и' и и", один из которых, 

И" = ~8n_lSSn, 

всегда" сходящиЙся. Таким образом, ИСС:Iедуемым: рядом будет 

(24) 

Соотношение (24) позволяет доказать непосредственно, что точки 
сходимости и расходимости образуют повсюду плотное множество. 
Если даны неполные знаменатели a1, а2 , ••• , аrn , то v должно быть 
ограничено отрезком 1ml (19*). Если теперь ат+l' ат+2 и т. д. 
выбраны так, что они будут меньше произвольного копечного 
числа k, тогда, очевидно, ряд и' сходится, и точки сходимости 
располагаются повсюду плотно на указанном отрезке. Аналогич
ный результат имеет место и для точек расходи:мости, если число 
атн выбрано надлежащим образом (например, пол ожено ат+1;>в-·n). 
Затем Гильден делает заключение, что вероятность для расходи
мости ряда (24) бесконечно мала. 

Эта теорема, доказательство которой Гильден только наметил, 
доказана Биманом [71J. Б дальнейшем изложении мы попытаемся 
упростить это доказательство. 

Б о-первых , находим, что ряд (24) сходится или расходится 
одновременно с рядом 

(25) 

Поэтому рассмотрим этот ряд. О сходимости степенного ряда 
справедлива следующая теорема. 

Пусть дан степенной ряд 

(26) 

Если для всех n, больших nl' имеет место неравенство 

(26*) 

то (26) для всех i х I < I хl I абсолютно сходится. Б то же время 
ряд не сходится абсолютно, если для n нзвозможно найти такое 
значение nl. 
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ЕCJ1И применить эту теорему К ряду (25), то этот ряд сходится 
для всех в < в1 , если неравенство 

(27) 

имеет место ДJIЯ опреде.'1енного значения n = nl и д.'1Я всех боль
ших значений. 

Какова же вероятность того, что неравенство (27) выполня
ется для всех n > nl? Вероятность того, что одно ИЗ этих 
неравенств не выполняется, будет согласно (22*) меньше, чем 

2B~n. Следовательно, вероятность того, что (27) выполнено д.'1Я 
определенного n, больше, чем 1-2в: n, и вероятность, что удо
в.1етворяются все неравенства (27), бо.1ьше произведения 

п (1-28;"). 
n=111 

Но это выражение при до~таточно большом значении nl становится 
сколь угодно близким к единице. С.1едовательно, вероятность 
сходимости ряда (25) отличается от единицы на бесконечно ма.'1УЮ 
величину. Поэтому вероятность расходимости ряда (25), а зна
чит, и ряда (23), бесконечно мала. Что и требовалось доказать. 

Между Броденом и Виманом имел место очень оживленный 
обмен мнениями ([72]- [74]) о значении теоремы Гильдена, инте
ресный во многих отношениях. Виман наиболее строго математи
чески исследовал утверждения Гильдена, в то время как Броден 
отстаивал точку зрения, что вероятностная трактовка не может 

распространяться на встречающиеся здесь повсюду плотные 

ЧИС.'10вые множества. 

Как бы то ни было, из этих исследований следует, что между 
точками сходимости и точками расходимости существует опре

деленное теоретико-множественное различие, для которого, по 

нашему мнению, не опасаясь недоразумения, можно применить 

выражение Гильдена, что вероятность расходимости бесконечно 
мала, хотя весьма возможно, что для этого можно было бы найти 
адекватное математическое выражение. Несомненно также, что эта 
теорема имеет большое значение для ряда проблем небесной ме
ханики. 

Этим путем нельзя преодолеть трудности, которые были обна
ружены теоремой Брунса относительно ряда (6). Если даже 
вероятность расходимости мала, это не исключает того, напри

мер, что при определении постоянных интегрирования при не

прерывном изменении начального положения придется проходить 

друг за другом бесконечное число точек сходимости и расходи-
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мости. Определение постоянных при таБИХ условиях было бы 
математичесии неясной задачей, и вся теория возмущеШIЙ была 
бы построена на ненадежном фундаменте. К счастью, уиазанные 
трудности можно устранить иным образом, что мы более по
дробно рассмотрим в следующем параграфе. 

§ 6. сходиы1стьь рядов В теории возмущений (продолжение) 

Исследования Брунса относятся и ряду (6), в то время иан 
фанти"чесии в теории возмущений ряды имеют форму (5) иЛи (4*). 
Из сходимости ряда (6) следует, что (5) таиже сходится, но 
ряд (5) не обязательно должен расходиться для тех значений '\1, 

иоторым соответствуют точии расходимости ряда (6). Действи
тельно, тригонометричесиие множители в ряде (4) способствуют 
тому, чтобы решение этого дифференциального уравнения можно 
было представить аналитичесиой фУВRцией отношения средних 
движений n' и n *). 

Замечая, ЧТО величины in + i'n', где i и i' принимают все 
положительные и отрицательные целые числовые значения, обра
зуют счетное множество, мы можем записать исслед~'емое диф
ференциальное уравнение в форме 

00 

ав '" тt = ~ Ав cos (Л.t + ав). (1) 
8=1 

Ес.ТIИ это уравнение проивтегрировать в пределах от to до е, то 
получим 

00 

Е - Ео = ~ 11" [sin (лst + С.) - sin (Л.tо + св)] + с (t - to), (2) 
.=1 8 

где 

с = ВА. cos Сн (2*) 

причем эта сумма распространена на все члены, для ноторых 

Л8 = о. 
Если предполагается, нан и в предыдущем параграфе, что 

ряд 

00 

~A • 
• =1 

абсолютно сходится, а следовательно, сходится ТaRже и ряд (2*), 
то тогда следует дон азать , что Е является аналитичесиой 

*) ПРИВОДlDOilе здесь рассуждения в осиовноы содержатся в (75]. 
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Фуmщией от n и n'. Действительно, имеем 

sin (Л.t + G,) - sin (Л.tо + G.) = 

511 . 

=2cosl~ (t+to):+G,]Sin ~ (t-to) 

и, следовательно, 

00 

Е-Ео = ~ 2;, cos[~ (t+to)+ G,lsin ~ (t-tо)+С(t-tо) . 
• -1 в ~ 

(3) 

Но тогда ДЛЯ всех действительных значений лв и t - to справед
ливо неравенство 

I sin ~ (t - to) I < I ~ (t - to) 1· (4) 

Если теперь запишем 
р-l 

Е - Ео = ~ ~. [sin (лвt + Gs) - sin (Л.tо + G.)] + С (t - to) + Rp , 
'=1 I 

(5) 
то 

00 

Вр ~ ,~pI2~t!.. cos [~ (t + to) + GsJ sin ~ (t - to) 1, 
и ПОЭТОМУ по (4) имеем 

О:) 

Rp«t-to) ~ IA 8 1· (6) 
8=р 

Но, по предположению, !А • абсолютно СХОДИТСЯ, следова
тельно, если задана сколь угодно малая величина 0', мы всегда 
можем найти число р' такое, что при всех р > р' имеет место 

со 

Тогда получим 

(7) 

Это неравенство показывает, что при всех конечных действи
тельных значениях t всегда можно выбрать число р' ~aк, что для 
всех р > р' остаточный член в (5) примет сколь угодно малое 
значение. ПОЭТОМУ этот ряд, а значит, и ряд (2), СХОДИТСЯ при всех 
значениях времени, и притом абсолютно, так что его чле
ны можно заменить их абсолютвыми значениями. Величина 
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остаточного члена может зависеть от t. Говорят, что ряд сходится 
неравномерно, если при различных значениях t необходимо 
выбирать различные значения р' для того, чтобы остаточвый 
член находился в задаlпlых границах. 

Исследование Брунса относил ось к ряду 

(8) 

и привело к результату, что для зтого ряда сходимость зависит 

от величины v отношения n' к n, а именно, оказалось, что точки 
сходимости и расходимости при этом располагаются всюду плотно. 

Для фактически встречающихся в теории возмущений рядов, 
которые имеют форму (2), интеграл, наоборот, является непрерыв
ной и аналитической функцией '\1, и точки расходимости ряда (8) 
в действительности обусловливают здесь только то, что не будет 
равномерной сходимости. 

Прежде чем переходить к астрономическим приложениям 
этой теоремы, мы несколько обобщим наши рассуждения. 

Выше мы предполагали, что все дифференциальные уравнения 
в теории возмущений имеют форму 

clE "" ~ ({t = """Ascos (лst + С,), (9) 

и в § 4 гл. VI нашли, что возмущения всегда можно получить из 
таких дифференциальных уравнений. Между тем в этом пара
графе было показано, что в некоторых случаях, а именно, если 
речь идет о возмущениях средней долготы, уже для возмущений 
первого порядка в правой части (9) может получиться интеграл 
в виде ряда такой же формы, что и (9). Собственно говоря, в этом 
случае мы должны иметь дело с дифференциальным уравнением 
вида 

(10) 

и мы хотим исследовать, как тогда должны быть модифицированы 
приведевные выше выводы. 

Сначала из (10) в соответствии с (2) получаем 
00 

~~ - а;,О = ~ .~a [sin (Л.t + Са) - sin (лatо + СВ)] + с (t - to), 
8=1 8 

(11) 

с = SА з cos С •. 
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Интегрирование (11) дает 
00 

513 

х = - ~ А: Н. + ~ с (t - to)!& + 'а;,о (t - to) + хо, (12) 
8=1 Аа 

где 

Н. = соз (лst + G.) - соз (Л.tо + Gs) + sin (лstо + Gs) .ЛS (t - to). 

Но выражение 

Н. = -2sin[ ~ (t + to) + O.]sin ~ (t-to) + 
+ sin (лstо + О,) . л, (t - to) 

можно записать в форме 

Н. = -{sin [1 (t + to) + O.]-sin (Л.tо + Оа)} л. (t -to) + 
+2sin[~ (t+to)+O.][~ (t-to)-sin ~ (t-to)] 

или 

Н. = - 2 сов [~ (t + 3to) + о.] sin ~ (t - to) . л. (t - to) + 
+ 2 sin [1 (t + to) + 0.][ ~ (t - to) - sin 1 (t - е о) J . 

Для всех действительных значений л. и t - to справедливы сле
дующие неравевства: 

I sin ~ (t - to) I < I ~ (t - to) I ' 
I ~. (t - to) - sin 1 (t - to) I < ~ 1 л: (t - to)31. 

из ноторых последнее может быть получено из разложения в сте
пенной ряд синуса. Имеем, следовательно, 

/H,I< ~ I л:(t-tо)21+ 214/ л:(t-tо)81, 

и подставляя это значение в (12), находим 

р 

х = - ~ А: [соз (лst + О.) - соз (лstо + О.) + 
.=1 А. 

1 a~ , + sin (Л.tо + О.) . л. (t - to) + 2" С (t - to)!& + dt (t - to) + хо + R p , 

(13) 

ээ н. Шарлье 
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где 

00 00 

R~ < (t - tO)2 ~ ~ I Ав I + (t - tO)3 ~ 2~ I ЛвА.I· (13*) 
в=р в=р 

Следовательно, остаточный член при заданном значении t может 
быть сделан произвольно малым, если выбирается достаточно 
большое р. Итак, ряд, входящий в выражение для х, абсолютно 
сходится, хотя значение остаточного члена при известных усло

виях'может зависеть от t. Однако ие обязательно, чтобы это было 
так. А именно, если ряд 

(14) 

сходится, что, как было доказано в предыдщемM параграфе, имеет 

место при определенных значениях 'У, то R~ не зависит от t. 
Неравенство (13*) справедливо в любом случае, будет ли ряд (14) 
сходиться или нет. 

Второй член в формуле (13*), вообще говоря, исчезающе мал, 
так как здесь главным образом встречаются такие члены, для 
которых величины л,в прииимают весьма малые значения. Если 
ряд (13) оборвать на определеииом члене, как это бывает на прак
тике, то остающаяся ошибка возрастает пропорционально квад
рату интервала времени. 

Интеграл уравнения 
00 

аЕ ~ 
dt = ~ А. сов (Л.t + G.) 

'=1 

согласно (2) имеет форму 

Е = Ео + ~ .~: [sin (л,t + G.) - sin (л,tо + G,)] + с (t - to) 

и является аналитической функцией различных л,81 которая 
может быть разложена в окрестности л, = о по положительиыJrl 
степеням лs• Отсюда следует, что Е является также аналитической 
функцией отношения n' к n. 

Этот интеграл в общем случае запишется в виде 

Е = к + ~ 1: sin (лзt + G,) + с (е-ео), 

где К обозначает постоянную интегрирования, и исследование 
сходимости 

(15) 
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связано с рядом, БОТОрЫЙ обладает замечательными свой
ствами, открытыми Брунсом. При этом мы обходим молча
нием тот факт, что постоянная интегрирования К сама является 
функцией от А1 , А2 , Аз, ••• , Боторая обладает теми же особен
ностями,что и ряд (15), и что эти особенности взаимно уничто
жаются. Аналогичное утверждение справедливо для интеграла 
дифференциального уравнения вида (10). 

Неравномерная сходимость рядов в теории возмущений имеет 
своим практическим следствием то, что необходимо брать тем 
больше членов в рядах, чем больше промежуток времени, на ка
тором эти ряды ДОШl\НЫ представлять координаты планет. Рано 
или поздно остаточные члены в рядах (5) и (13) становятся замет
ными, инеравенства (6) 11 (13*) дают сведения о том, каБОГО рода 
отклонения должны быть между теорией и наблюдениями. От
брасываемые в (5) члены влияют так, как если бы не был учтен 
член, пропорциональный времени, в то время Бак в (13) ошибка 
растет пропорционально второй степени интервала времени. 

Если обратиться к возмущениям элементов, то из этого утвер
ждения следует, что при вычислении возмущений нужно ожидать 
следующие различия между теорией и наблюдениями. 

В большой полуоси, эксцентриситете, наклонности, долготе 
перигелия и долготе узла будут возникать ошибки, возрастающие 
пропорционально времени. Эти ошибки оказываются такими, 
.как будто вековые члены были неправильно получены IlЗ теории. 

В средней долготе различие между теорией и наблюдениями 
может возрастать пропорционально второй степени. Эта ошибка 
действует так же, как и вековое изменение среднего движения. 

В истории астрономии нет недостатка в такого рода примерах 
соотношения между наблюдениями и вычислениями. Наиболее 
знаменитым примером такого рода является открытое Галлеем 
в 1693 г. вековое ускорение в долготе Луны, которое, по оценке 
Галлея, составляет 10",2, тю, что для получения совпадения 
с наблюдениями необходимо было добавить к получающейся 
по теории долготе Луны член 10",2 t2• 

Этот член имеет именно ту форму, которую следовало бы 
ожидать, если бы это различие объяснялось отбрасываемыми 
в теории членами. И действительно, в 1786 г. Лапласу удалось 
обнаружить неучтенный в теории член, который удовлетвори
тельным образом объясняет неравенство Галлея. 

Но было бы неправильным делать отсюда вывод, что все раз
ЛIIЧИЯ между теорией JI наблюдениями, которые растут пропор
ционально времени, можно устранить при помощи более точных 
вычислений. Если бы мы допустили такое заключение, это при
вело бы к крайне опасной неуверенности, касающейся всех от
клонений от теории. Между тем неравенство (6) позволяет 

33* 
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получить доверительные границы, давая маRсимальную оцеНRУ 

оmиБRе, Rоторая не может быть превзоЙдена. 
Коэффициенты Аз известны из разложения возмущающей фУНR-

00 

ции, И для ряда ~Аз можно всегда получить приближенное значе-
11 

ние. Если наблюдаемое различие превосходит эту оцеНRу, то 
объяснение следует ИСRать вне исследуемой системы точеR. 

Между тем нельзя УПУСRать из виду, что при ЭТОМ должвы 
быть найдепы приближенные значения членов, зависящих от 
высших степеней масс, и для получения таRИХ значений нет НИ
RаRИХ непреодолимых препятствиЙ. 



ГЛАВА Х 

о ФОРМЕ ИНТЕГРАЛА В ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ 

§ {. Кавоввческие преобрааов8ВИВ 

Якоби доказал следующую теорему [76]. 
Пусть производные перемеввых величин 3:1. 3:2. •••• 3:т; 

У1. У2. • • • • Ут задаются следующими уравнениями: 
dXl дН d1l1 дН 
те = дуl' те = - дХl 
dXa дН dYa дН 
dt = д1l2' те = - дХа ~ (1) 

и пусть, далее. 

'ф (3:1' 3:2' ••• , 3:т; 61. 62 ••••• ~т) 

- произвольная функция т величин 3:1. 3:2. • ••• 3:т И т НОВЫХ 
величин ~1' 62 ••••• ~т"'). Определяя эти новые величины и т 
других величин '1'\1. '1'\2' • • •• 'l'\m через 3:1. 3:2. • • • • Жт; У1. У2 • ••• 
• • • • Ут при помощи уравнений 

дф дф 
-д- = У1. -д- = У2 • ••• • 
Хl Х2 

дф дф 
д!;1 = -'1'\1. д62 = -'1'\2"'" 

дф 
дZ=Yт, 
т 

a1l' --=-'I'\m 
д!;т 

) (2) 

и выражая Н через t и новые величины 61. ~2' •••• 6т. для ЭТИХ 
НОВЫХ элементов получим совершенно аналогичные уравнения: 

dtl дН d'I'Jl дН 
те = дfJl' те = - д61 • 

d~2 дН d'I'J2 дН 
те = д'12' те = - д62 • (3) 

d6т дН 
(ft = д'lт • -------

*) в аналитической механике 8та функция называется ПРОИ8ВОДJIщеЙ. 
(Прu-м. перее.) 
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Эту теорему, которая в общем случае определяет преобразование 
одной системы канонических переменных в другую, мы обобщим 
в ДВУХ различных направлениях. 

Во-первых, необходимо обобщить теорему, поскольку в тео
реме о преобразованиях Якоби предпо~агается,что функция~, 
которая определяет преобразование от одной канонической си
стемы элементов к другой, не зависит от времени. Это предполо
жение можно отбросить и показать, что имеет место следующая 
теорема о преобразованиях. 

Теорема 1. Пусть переменные величины Х1' Х" •••• Хт; У1. 
J/2' . . . • Уm определяются дифференциальными уравнениями 

аус дН 
([t =- - дх! (i = 1, 2 •... ' т), 

где Н обозначает произвольную функцию величии Х1. Х" 
• • • , Хm; Уl' У, • •••• Ут И t; пусть, далее, 

(4) 

... 
'ф (Х1' Х, • ••• , %т; ~1' 62. . .• , 6т; t) 

проиавольная функция т величин %1. Х2 • • • • • Хт; т новых ве
личии 61. ~2' •••• ~т И времени. Если выразить эти новые вели
чины и т ДРУГИХ новых величин 'l'J1. 'l'J2' •••• 'l'Jm через Х1. Х, •••• 
• • • • Xm; Уl' У2. • • •• Ут И t при помощи уравнений 

(i=1,2, ... ,т) 
(5) 

(5*) 

и выразить Н через t и эти новые переменные ~1' 6,. . . . • ~т; 
'l'J1. 'l'J2' •••• 'l'Jm. то новые элементы определятся дифференциаль
ВЫl\fИ уравнениями 

a~1 aR 
те == д1')1 • 

(i=1.2, ... ,m). (6) 

где 

(7) 

Если ~ не зависит от t. то, очевидно. приходи м к теореме Якоби. 
Доказательство выполняется без каких-либо искусствевиыx 

приемов посредством замены Xi и Yi (i = 1. 2 •...• т) в Н на 'I 
и "11 (i = 1. 2 •...• т) при помощи уравнений (5) и (5*). 
Мы приводим его ниже. 
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Еми разрешить уравнения (5) и (5*) относительно Zt и Yi, 
то получим 

Zi = Zi (61' 62' ••• , 6m; 1'11' 1'12' .•. , 1'Im), 

У. = У. (61' 62' ••• , 6т; 1'11' 1'12' .•• , 1'Im) 
(i = 1, 2, •. " т). 

Еми эти значения подставить в Н, то Н станет функцией 
61' 61' ••• , 6т; 1'11' 1'12' ••• , 1'Im и t. Дифференцируя эту функцию 
затем по 1'1" и рассматривая 61' 62' .•• , ;т и t как постоянные, 
получим 

Но из (5) следует 

так что 

или, если в первой сумме индекс i заменить на j, а в двойной сумме 
иаменить порядок суммирования, то 

дН == ~ дж; [_ dy; + ~ dЖi д2оф] 
a"l" ."-1 a"l" dt ."-1 dt lп/Жt • 

; i 

Если продифференцировать уравнение (5) 

д'" У; = дх; 

так что 
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а6! 
Коэффициент при dt равен 

~ aZj д2ф 
- 4J д'l1с azjд~i • , 

Но теперь согласно (5*) 
дф 

-ТII= д~ • 

[ГЛ. х 

Если это уравнение продифференцировать по f}k, то получим 

в то время как 

следовательно, 

Если положить 

то 

~ д2ф az; _ О (' -L- k) 
~ a~iaZi дТ)" - ~ I , 
i 

a~" aR 
dt = дТ)1с (k = f, 2, ... ,т), 

что И доказывает справедливость первого из уравнений (6). Чтобы 
получить соответствующее уравнение для а'l1с, поступим ана

dt 
логичным образом. Сначала получим 

дН = ~!!! az,! + ~ дН дУI = _ ~ dYi aZi + ~ dZi aYi 
д~1c ~ aZi д~" ~ ду. д~" ~ ае д~" ~ ае a~k· 

i i i i 

Из уравнения (5) 
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ан 
которые после подстановки в выражение для _k дают 

a~k 

ан _ "" "" aXi д~ d;j "" aXi д~ ~ dXi a~ 
a~k - - "'7 f a;k aXia;j dt - "'7 a~k aXtat + f dt aXia~~ • 
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Двойная сумма может быть преобразована в простую сумму, если 
заметить, что из уравнения (5*) 

-'1');= a1J1 
д;; 

посредством дифференцирования по ~k мон,но получить уравнение 

~ д~' ;:i + д~~'; =0. i .. , xi"k .. , '"k 

Следовательно, 

дН "" a
2

1J1 d;J + "" д2ф dXj "" д~ дх; 
a~k = 4J a~ja~k те 4J aXjaSk те - 4J дж,-де a~k • 

, , J 

Но, С другой стороны, в соответствии с (5*), 

"" д2'Ф dXj "" д~ d;; д~ dfJk 
4J a~kax; dt + ~ a;ka;j dt + a;kat = - dt ' 

J J 

так что 

Но теперь 

Следовательно, 

что и доказывает вторую часть теоремы о преобразованиях. 
Если предположить, например, что уравнения движения (4) 

для так называемой промежуточной орбиты с характеристической 
функцией Н1 могут быть проинтегрированы, то согласно методу 
Гамильтона - flI\оби сначала необходимо рассмотреть диффе
ренциальное уравнение в частных производных 

(8) 
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Если 

где а1 , az, ..• , ат обозначают постоянные интегрирования, яв
ляется полным интегралом уравнения (8), то, нан известно, вели
чины Хl' Х2 , ••• , Хm И У1' У2' •••• Уm получаются из уравнений 

дУ дУ 
. -=У., -=-~. дх. acxt 

(i = 1, 2, ... , т) • 

Но если эти уравнения сравнить с уравнениями (5) и (5*), 
то в соответствии с теоремой 1 находим, что система (4) может быть 
заменена уравнениями 

dcxt BR 
те == д~. ' 

(i = 1, 2, ••. , т), (9) 

rде теперь 

Но согласно (8) 

тан что 

R = н -Н1• 

А это совпадает с обычной теорией вариации произвольных по
стоянных. 

Постоянные а. и ~i. ноторые получаются при интегрировании 
уравнения (8), в общем случае непригодны для использования 
в Rачестве новых переменных в задачах динаМИRИ. В задаче трех 
тел, например, в уравнении (8) содержится в правой части умно
женный на время член, RОТОрый создает при интегрировании 
значительные и не нужные трудности. Для RеплеРОВСRОЙ эллип
тичеСRОЙ промежуточной орбиты давно уже известен метод, нан 
можно введением новых переменных преодолеть эти трудности 

(см. § 5 гл. V). Для других промежуточных орбит необходимо 
вводить другие преобразования, но до сих пор нет общей теории 
ОТЫСRания таRИХ преобразованиЙ. 

Ниже мы рассмотрим достаточно общий случай, в нотором 
можно непосредственно УRазатъ ИСRомое преобразование. 

Предположим, что хараRтеристичеСRая фУНRЦИЯ Н1 дЛЯ про
межуточной орбиты не содержит время t явно. Тогда дифферен
циальное уравнение в частных производных Гамильтона - ЯRоби 

дУ ( дУ aV дУ ) 
де + Н 1 Хl, Х2 • ••• ,Хт; дХ1' дХ2"'" дх,. = О (10) 
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имеет интеграл 

V = -Ct + W. 

где W не зависит от времени е. Предположим далее. что найден 
интеграл 

W = W (:1:1' :1:2 • •••• Жт; «1. «1 ••..• ат) 

дифференциального уравнения 

( aw aw aw) Н1 Жl' ЖI'!' .. ,Хт; -а • -а , ... '-а- = С, 
:1:1:1:2 :l:m 

(10*) 

который содержит т независимых постоянных «1. «1. . . . • ато 
Постоянная С может совпадать с одной из зтих постояииых ин
тегрирования. В общем случае зто места не имеет. и тогда со
гласно (10*) С является известной функцией от «1. «2 •...• «т: 

С = С (<<1' а2 ••••• «т). 

Координаты Жi и У' (i = 1. 2 •... , т) промежуточной орбиты 
определяются уравнениями 

аУ 
a:l:

i 
= Yi; 

и. следовательно, 

'BW i a:l:l = YI; 

аУ 
-а =-~i' <11 

aw дС 
-=-t-~I' 
дЖI B<lII 

Но согласно теореме Якоби зти уравнения показывают, что 

и 

ас дС дС 
- B<lI t + ~1' - B<l2 t + ~I' ••• , - a<lm t + ~т 

суть сопряженные канонические переменные. 

систему (4) можно заменить уравнениями 
значит. исходную 

где 

d<li дН 
(jt = BWI ' 

dWI BlI 
Тt= - дХI 

(i=1,2, ... ,m), 

(i = 1,2, ... ,т). 

Если только найдена система а1• а2 • • ••• аm постоянных ин
тегрирования. то другие системы постоянных интегрирования 

можно найти бесчисленным множеством способов. Каждой системе 
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величин а( соответствует определенная система величин W(. Речь 
идет о том, чтобы сделать наиболее выгодным выбор веJ.IИЧИН а(. 

Из многих промежуточных орбит, встречающихея в пробле
мах механики, мы рассмотрим здесь такие, в IЮТОРЫХ поордиваты 

являются условно-периодическими функциями времени. При по
мощи линейного преобразования аргумента [ер. (21) § 3 гл. 11] 
можно добиться, чтобы периоды относительно различных угловых 
переменных были равны 21(. Мы обозначим эти аргументы через 
Т'll' . 1]2' ••• , 1]т, тап что 

1]( = n(t + Ci (i = 1, 2, .•. , т), 

и поордиваты для промежуточной орбиты будут периодическими 
функциями 1]1' 1]2' ••• , 1]т с периодом 2'1:. Если теперь выбрать 
постоянные интегрирования а1 , а2, ••• , ат тапим образом, чтобы 

дО 
ni=--

даi :. 

и обозначить эти особые поординаты через ~1' ~2' ••• , ~т, тап 
что теперь 

то будем иметь 
дW дW 
д:fli = Yi; дti = - 1](, 

н, следовательно, ~(, 1]( (i = 1, 2, ... , т) суть сопряженные 
паноничеспие переменвые. 

Кап же отыскивать эти постоянные ~1' ~2' ••• , ~т? Сначала 
предположим, что для промежуточной орбиты в хараптеристиче
спой функции Н1 величины Уl' У2' •.. , Ут находят тольпо через 
квадратичную форму, н что интегрирование уравнения 

( 
дW дW дW) Н1 Хl, Х2' ••• ,Хт ; -д '-д-' ... '-д- = С 

:fIl:f12 :fIт 
(10*) 

может быть выполнено разделением переменных. Тогда по теореме 
Штеккеля интеграл уравнения (10*) примет вид 

J!V = ~ ~ (2,рх (Хх) + ~ 2cx),q>x), (хх) ахх • (11) 
Х=1 ),=1 

Здесь 'Фх (хх) и <рх), (хх) обозначают определенные заданные функ
ции от Хх; аl, а2 , ••• , ат суть постоянные интегрирования, из 
поторых аl совпадает в (10*) с постоянной С. Поэтому интегралы 
уравнений 
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aW 
У1 = дх} • 

aW 
У2 = дХ2 ' 

aW aW 
-~m=F' Ут= дх . 

т. т 

525 

Покажеи тогда, что величины Х1' Ж2' ••• , Жт суть условно
периодические функции некоторых величин Ul' и2, ••• , ит пе
риода 2n, которые связаны со временем следующим образом 
[(21) § 3 гл. 11]: 

<.о11и1 + <.о 21и:! + ... +<.отlИт = n (--е + ~l), 
<.о12и1 + (1) 22и2 + ... + <.о т2'tт = nР2' 1 (12) 

J 
где 

bi 
~ СР1} (х() ах, 

<.о,; = J -"'I============-
а, .. f 211>, (%,) + jj 2rxj CP'i (:1:,) V 1=1 

(12*) 

И а, и Ь, обозначают границы, между которыми колеблются вели
чины Жi. Эти границы всегда суть корни уравнения 

т 

2'1', (жj + .~ 2aj lJ"i (xj = о. 
,=1 

Предполагается, что определитель 

Q = l<.oij I (i, j = 1,2, ... , т) 

не равен тождественно нулю. Величины <.оц (i, j = 1, 2, ... , т) 
называются элементарными периодами. 

Иа предыдущего исследования очевидно, что должно быть 

'1' = иl, 

чтобы получить преобразования требуемого вида. Как же должны 
быть выбраны для этой цели величины ~,? Докажем, что нуж
но положить 

~~ т ~, = ~ ~ 2'1', (жj + .~ 2aj lJ"j (жj dж,. 
41 '=1 

(13) 

(i = 1, 2, ... , т) 
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чтобы получить сопряженные с ТJi RаноничеСRие переменные. 
Действительно, постоянные интегрирования 01' 02' ••• , От МО)БНО 
заменить RаRой-либо другой системой постоянных интегрирова-

ния о;, o~, ... , о:п, если ТОЛЬRО отличен от нуля ЯRобиан пре
образования (§ 9 гл. 1). Известно, далее, что сопряженные с ~1' 
~2' ••• , ~т переменные имеют форму 

дС rr 
ТJ, = - a~i t + ~i (i = 1, 2, ..• , т). 

Мы обнаружим, что эти величины совпадают с величинами иl' 
и".!, ••• , Uт, и что, RpOMe того, ЯRобиан от ~1' ~2' ••• , Sm по 01, 

02, ••• , От отличен от нуля. 

В самом деле, если разрешить т уравнений (13) относительно 
01' 02' ••• , От, то будем иметь 

0'1 = 0'1 (~1' ~2' ••• , ~т). (14) 

Если продифференцировать это уравнение по 01' 02, 

то получим 

да.1 д~1 + да.l д~2 + . . . + да.l д~ i 
1ft да.l д~. да.l д~т да.1 = , 

1 

да.д 1 дд~ + да:] ~I + ... + ~a.1 дд~ = о, 
~1 а.. 'о. ~I д""т а.. 

Ba.l д~1 + дa1~ + ... + да1 д~ = о. 
д~1 да... д~, да.т д~ да.т 

Но тогда согласно (12*) и (13) 

TaR что уравнения (15) запишутся в TaRoM виде: 

Ba.t Bal да1' 
8ft 0011 + д~2 00111 + . .. + д~ ООтl = n, 

да\ да1 Bal О 
дЕ1 0012 + д~. 0022 + .. . + д~ ООт2 = , 

да1 + да1 + + да1 О 
д~1 ООlт д~2 OO2m • • • д~т o>mm = . 

I 
I 
J 

••• , От, 

(15) 

(16) 

TaR RaR 01 совпадает с С, то, сравнивая с уравнениями (12), 
находим, что ТJi = Ui. TaR RaR, далее, ЯRобиан величин 
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'1, '2' ••• , 6т ПО аl' а2 , ••• , ат согласно (16) равен 

n-m I OHj I (i, j = 1, 2, .•• , т) 

И этот определитель, по предположению, не обращается в нуль, 
то величины 61' 62' ... , ~т образуют независимую систему по
стоянных интегрирования. ТаRИМ образом, приходим R следую
щей теореме: 

Теорема 11. Пусть переменные величины Жl' ж2 , ••• , жт; 
Уl' У2' ••• , Ут заданы уравнениями 

dz. ан dy. ан 
dt = ду. ' dt = - ах. (i = 1, 2, •. " т) (17) 

и пусть, далее, промежуточная орбита определяется уравнениями 

dXi аН1 
dt = ду,! 

dy. аН1 
dё= - дz. 

(i = 1,2, ... , т), 

где Н1 - Rвадратичная форма величии Уl' У2' ••• , Ут. Если 
дифференциальные уравнения могут быть проинтегрированы при 
помощи изложенных в § 1 гл. 11 методов, то Rоординаты проме
жуточной орбиты ОRазываются периодичеСRИМИ с периодом 2n 
фУНRЦИЯМИ т аргументов 

дС 
'YI'I = ni + с. = - д;'1 t + с. (i = 1,2, .. " т), 

где 6'1 в обозначениях цитируемого параграфа определяются ра
венством 

6'1 = ~ ~i V 2"1''1 (ж() + ~ 2rx./p(j (жJ dж(. 
а( i=1 

Если затем Н выразить через t и новые величины ~1' 62' ... , 6т; 
'YIl' 'YI2' ••• , 'YIm, то эти новые элементы определяются при помощи 
уравнений: 

d;'1 дН 
тt = д1],! 

d1]i ан 
Тt= -д~ 

(i = 1,2, ... , т). 

Для разъяснения этой теоремы рассмотрим ДОRазательство 
для одной степени свободы. Пусть 

dz _ дН. dy ан 

dt - ду' dt = - дz ' 
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где 

1 
Н =ТУ"-и (х). 

Тогда дифjlеРЭНD;иаЛЫIОЭ уравнениэ Гамильтона - Якоби примет 
вид 

1 (aW)" Т д:е = U +ot, 
так что 

и' = ~ у2(и + ot)ах. 
Имеем, следовательно, 

t + f3 aw \" d:e 
= да. = JY2(U+a.)· 

Из этого выражения следует, что время Т изменения величины :1 

от минимального значения Х1 дО максимального значения х" 

определяется формулой 

Если положить 

Ха 

6 = ~ ~ У2(и +ot)ах, 
то 

х. 

Т=л~ 
да. • 

Величина х является периодической функцией t с периодом 2Т, 
или, иначе говоря, периодической функцией от nt + с с периодом 

n 
2л, если положено n = Т' Итак, согласно приведенному выра-

жению для Т имеем 

что и доказывает теорему для случая одной степени свободы. 
Если промежуточной орбитой является кеплеров эллипс, то 

применение теоремы II выполняется слеДующим образом. 
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В силу (14) § 1 гл. 11, (2) и (3) § 2 гл. IV 11 (8) § 8 гл. IV имее.1 
здесь: 

1 (18) 

n 

~з = + ~ у2<хз d6, 
о J 

t'll = n (t + Н1), } 

t'l2 = n (t + Н1) + Н2, (18*) 
'l']з = n (t + Н1) + Н2 + Нз, 

где постоянные интегрирования <Х1, <Х2 , <Ха; Н1, Н2 , НЗ связаны 
с обычными кеплеровскими элементами следующим образом. 
Имеем 

и 

в § 5 гл. V мы ввели в качестве переменных элементов аl' а2, аз 
иН l' Н 2' НЗ дЛЯ представления !(оординат в задаче трех тел. Вместо 
НИХ мы будем использовать здесь ~1' ~2' ~з, '1']1' '1']2' '1']3. Из теоремы 
11 известно. что если какие-либо величины Хl' Х2 • хз ; Уl' Y'J" Уа 
определяются уравнениями 

dZ i дН dYi 
dt = aYj , 7ft = - aZ

i 

дН 
(i = 1, 2, 3) (19) 

и еми прй помощи обычных формул эллиптического ДВ1IжеllИll 
выразить Хl' Х2, Хз; Уl' У'/.. Уз через ~1' ~2' ~з; "11. '1']2' 'l']з. то последние 
будут определяться уравнениями, которые полностью заменяюТ 
уравнения (19): 

(i = 1, 2, 3). 

Найдем выражения для ~1' ~2' ~a через эллиптические эле
менты. Границы r2 и r1, между которыми колеблется r. будучи 

э4 ко Шарлье 
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выраженными через эллиптические элементы, суть а (1 - е) и 
а (1 + е). Так как 

то при помощи подстановки 

r = а (1 - е cosw) 

и принимая во внимание значение для а1, получим 

1 e'J. ] 1 - + 1 + ecosw dw 
-еС08''' 

или, согласно известной формуле, 

в формуле для S! 

выполним подстановку 

sin ер = sin i 'sin и 

и тогда получим после простых преобразований 

" = i ",а (1 - el
) (1 - сов i). 

Имеем, наконец, 

'3 = y·~3 = V ",а (1 - е!) сов i. 

(20) 

(20*) 

(20**) 

Элементы '. в,1'). не совпадают с элементами Делоне, которые 
мы ввели в § 5 гл. v. Однако можно при помощи линейной под
становки перейти от одной системы элементов к другой. 'Условия 
для такого преобразования легко выводятся из теоремы о пре
образованиях Якоби. Если положить 

'ф = (al1S1 + a1!S! + ... + alm Sm )1J~ + 
+ (a21S1 + a!!s! + ... + а.т Sm)1J~ + ... + 

+ (amlSl + aт!S2 + ... +атт Sm)1J~. 
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а Т8I<же 

дф '+ '+ + ' f)m = д~ 41т'11 4tт'1, • • • 4тт '1т' 

~~ = :~ = 411~1 + 41.~I + ... + 41т~m. 
'11 

~~ = :Ф, = as1~1 + as,~, + ... + 4sт~т. 
'1, 

~' = д~ = 4т1~1 + 4т,~, + ... + 4mт~т. 
m a'lm 

то по теореме Якоби ~; и '1~ образуют каноническую систему, если 
таковой является система величин 6i, '1i (i = 1, 2, .... , т). 

Чтобы перейти к элементам Делоне, необходимо положить 

~ = ~1 + 6, + 6а, 
6~ = 6, + 68' 
~ = 68; 

следовательно, соответствующие уrловые канонические эле

менты '1:, '1~, ТJ~ даются при помощи соотношений 

так что 

. 
ТJ1 = ТJl' 

'1, = ТJ~ + '1~, 
'18 = '1; + '1; + '1;, 

'1: = '11 = n (t + HJ, 
ТJ~ = '1. - '11 = 11: - Q, 

ТJ~ = f)s -'12 = Q, 

совпадают с формулами из § 5 rл. V. 
Целесообразно, впрочем, было бы ввести иное линейное пре

образование, а именно, 

~~ = 61 + 62 + 6з = f J1a, 

~;=61 = 1J1a(1- 11-е2), 
= 1 J14 (1 - е2) (1 - cos i), 

34* 
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при котором соответствующие канонические угловые переменные 

определяются следующими формулами: 

1)1 = 1); + 1);, 

1)2 = 1); + 1);, .. 
1)з = 1)1, 

или 

1): = 1)з = n (t + Н1) + п, .. 
1)1 = 1)1 -1)з = -п, .. 
1)з = 1)1 -1)8 = Q. 

Если соотношения (20), (20·) и (20··) разрешить относительно аl' 
то получим 

откуда находим 

д~l д~l д~l ~I 

a~ = Ща = д;' = <tl+ ta + ;')8 

Элементы 1)1' 1)1,1)8 имеют одно ито же среднее движение n, что оче
видно из выражений (18·). 

В некоторых проблемах в качестве промежуточной орбиты 
можно использовать ту орбиту, которую опишет тело нулевой 
массы, притягиваемое двумя неподвижными центрами по закону 

Ньютона. 
В третьей главе мы подробно рассмотрели формы орбит в этой 

задаче. Здесь получается 

~ } '1 = .-!... (' у21(К + К') л + hлl + сх] .. г d). '1 nJ ,v-~ 
о, 

Ь. 

,,=.-!...(' у2[(К -K')J.L + ILJ.LI + сх] ~, I 
n J ~2_ са J 

о. 

(21) 

rAe аl и Ь1 суть границы, между которыми колеблется величина л, 
в то время как al и Ь1 - соответствующие границы для ..... 

Угловые величины 1)1 и 1)2 даются соотношениями 

1t (t + Рд = ro 111)1 + ro 211)2, } 
ПР2 = ro 121)1 + ro 221)2' (21·) 
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где имеем 

в ограниченной круговой задаче трех тел пригодна для ис
пользования во многих случаях только что рассмотренная про

межуточная орбита. Мы хотим подойти к проблеме с этой точки 
зрения. По"§ 2 гл. IX дифференциальные уравнения принимают 
вид 

(i=1,2), 

где 

(22) 

Здесь ql И q2 обозначают прямоугольные координаты тела нулевой 
массы в подвижной системе координат, вращающейся с угловой 
скоростью n. Величина n совпадает с угловой скоростью круго
вого движения ml и mz вокруг общего центра масс. 

Начало координат здесь находится в центре масс ml и m2. 
Чтобы получить полную аналогию с проблемой двух центров, 
поместим начало координат в середине отрезка mlm.. С этой 
целью положим 

1-)' 
Хl = ql + 2(1 + .... > ' у.= Р.· 

Очевидно, что новые координаты Хl, Х." Уl' у., также канониче-

ские, так что имеем 

dz, дН 

те = aYi' 
(i = 1, 2). (23) 

Здесь 

Н 1 ( ., .\ ( ) + n (1- .... ) U =""2 Уl + У21 + n УIХ• - У"Хl 2(1 + .... ) у.,-
и 

и- 1 + .... 
- 11 (Х1-+У +z: У(Х1+ ~y +z:' 

Определим теперь промежуточную орбиту хараRтеристической 
функцией 

1 
Н 1 = - (у. + у"\ - и. 2 1 ~ 

(24) 
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Соответствующие дифференциальные уравнения будут 

dZ-I дН! dy, дН! 
Тt= ду,' ([t= - дz, (i= 1,2). (25) 

Это - дифференциальные уравнения движения тела нулевой 
массы. которое притягивается двумя неподвижными центрами. 

Координаты этой орбиты Хl' Х2. Уl' У2 суть условно-периодиче
ские функции времени. которые могут быть разложены в ряды 
по аргументам. кратным 111 и 112 (21*). Коэффициенты этих рядов 
могут быть выражены как функции величин 61 и 62. После того 
как Хl' Х2• Уl' У2 этим путем найдены как функции от 61. 62. 111. ТJ2' 
подставим эти выражения в Н и определим изменение величин 
61. 62. 111. ТJ2 согласно теореме о преобразованиях Якоби при по
мощи уравнений 

d~ дН 
([t = д'li' 

d1), ан 
df = -д;,! (i=1,2). (26) 

Здесь следует заметить. что величина Н 1 после подстановки 
выражений дЛЯ Х1• Х2 • Уl' У2 через 61. 62. ТJl. ТJ2 сводится 1\ фУНКЦИИ 
от 61 и 62. так как уравнения (25) обладают интегралом Н1 = 
= const. Если обозначить эту постоянную через С1 • то получим 

n (1 - 1.1.) 
Н = С1 + n (УIХ2 - У2Хl) + 2 (1 + 11) У2' (27) 

Таким образом. для возмущающей функции будем иметь простое 
выражение. если исходить из задачи двух центров. и после этого 

варьировать произвольные постоянные этой задачи. 
Постоянная С1 является функцией только 61 и 62. Остальные 

члены в (27) суть периодические функции от ТJl И ТJ2. которые 
легко вычисляются после того как Х1 • Х2• Уl' У2 выражаются через 

61. 62' ТJl. ТJ2' Таким образом. возмущающую функцию очень легко 
получить. после того как координаты задачи двух центров пред

ставлены в функциях времени. что необходимо для различных 
исследований и что до сих пор не было сделано *). Весьма заме
чательно то. что при использовании этой промежуточной орбиты 
в пертурбационную функцию не входит величина. обра'l;вая 
расстоянию между возмущаЮЩИltI и возмущаемым телами. Отсюда 
следует. что аадача двух неподвижных центров должна иметь 

тесную внутреннюю связь с задачей трех тел. 
Так как каноничеСl\ие дифференциальные уравнения не сим

метричны относительно обобщенных I\оординат q JI IIМПУЛЬСОВ Р. 
то теорема Яl\оби должна формулироваться в зависимости от того. 

*) Идеи Шарлье бы" использованы в работах 3ам:тера [77] n перевод
ЩJка этой кииги [78]. (ПРUIll. мрее.) 
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какие из переменных будут входить в производящую фуНIЩИЮ. 
Ради полноты приведем формулы, относящиеся к этому вопросу. 

Обозначим прежние координаты через Xl' Х2, "', Хт; 
Уl' Ys, ••. , Ут, а новые - через ~l' ~s, ... , 6т; ТJl' ТJ2' •.• , ТJт, 
так что будем иметь 

dz. дН 
те = aYi ' (i = 1, 2, .. " т), (28) 

а также 

(29) 

Можно различать четыре случая: 
1. ПРОИ8водящая функцИя'Ф зависит от Xl' Х2, ••• , Хт; 

~l' ~2' ..., 6т, так что 

'Ф = 'Ф (Хl' Х2, ••• , Хт; ~1' ~2' ••• , ~т). 

Соотношения между прежними и новыми переменвыми будут 

то 

д1J'_Y' az - (' 
i 

2. Если 

д'" щ. = -ТJi (i = 1,2, .. " т). 

'Ф = 'Ф (Yl' У2' ••• , Ут; 1)1' 1)2' •••• 1)т), 

д'" _ .... 
ду. - '"'i, 

3. Если же 

д'" ---~ a'1i - i (Е = 1,2, ... , т). 

'Ф = 'Ф (Xl' Х2, ••• , Хт; ТJl' ТJ2' •.• , ТJт), 

то эти соотношения имеют форму 

дд'" = Yf.i дд'" = ~i (i = 1,2, ... , т). 
Zf. ~i 

4. Если, наконец, 

... , 
то имеем 

(i = 1,2, ... , т). 

(30) 

Во многих случаях, когда характеристическая функция имеет 
другую форму, чем предполагается В теореме 11, можно исполь
зовать методы, аналогичные приведенвым. С таким случаем мы 
познакомимся ниже, при рассмотрении проблемы Делоне. 
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§ 2. l\lехаRllческая задача с одной степенt.ю свободы 

В случае, когда две деiIСТВlIтельные величины х и у опреде
'H"~"'''~ ~If('f1(flf!n(\НЦIlаЛl)НЫМII уравнеНIIЯМИ 

,'х ан (/у ан 
dt = ду , тt = - дх ' (1) 

мы исследовали в § 2 г.ч. II изменение переменных х и у в пред
положении, что Н является квадратичной функцией от у вида 

1 
Н = -у у2_и (х). 

Мы наШЛII, что х периодически колеблется между двумя неиз
менными границами, и что между этими границами х не имеет 

ни минимума, ни маl{симума. При определенных значениях по
стоянных интегрпрования могут встретиться предельные дви

жения. 

Теперь мы откажемся от этого специального предположения 
ОТНОСlIтельно Н и предположим только, что Н внутри определен
ной действитеЛЬНОIUr области G является рациональной функ
цией относительно х 11 у. 

"Уравнения (1) имеют IIнтеграл 

н (х, у) = с. (2) 

Это соотношение, которое всегда должно выполняться, представ
ляет собой уравнение орбиты, зависящее только от одного 
параметра. Следует заметить, что не все значения х и у, принад
лежащие кривоii (2), деiiствительно могут проходпться при дви
жеНПlI. Вернее сказать, точка (х, у), вообще говоря, описыаетт 
только часть I\pllRoir (2), и не обязательно, чтобы эта орбита 
являл ась изолированной ветвью кривой (2). 

Если рассматривать уравнение 

dx дН 
dt = ду , (3) 

где х и у принимают только деiiствительные значения, и предпо-
дН 

лагать, что движение наЧlIнается IIЗ точки (хо , Уо), где ду' на-

пример, положительно, то очевидно, что х при возрастающем t 
также должно возрастать до тех пор, пона не будет достигнута 
точка (а, Ь), в J\oTopoiI 

дН 
-д =0. 
у 

Как же после этого будет И8меняться величина х? Чтобы ис
следовать этот вопрос, разложим функцию Н в ряд по степеням 
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х - а и х - Ь, что возможно, если, как здесь будет предпола
гаться, точка (а, Ь) лежит В области G. 

Так как точка (а, Ь) обязательно должна лежать на кривой (2), 
то 

Н - С = А10 (х - а) + А О1 (у - Ь) + ...120 (х - а)2 + 
+ А 11 (х - а) (у - Ь) + А 02 (у - Ь)2 + . .. (4) 

и, следовательно, 

~: = АО1 + А11 (х- а) + 2А02 (у - Ь) + ... (4*) 

По предположению, это выражение должно обращаться 
в нуль при х = а и у = Ь, поэтому А 01 = О. При помощи урав
нения 

Н - С = А 10 (х - а) + А20 (х - а)2 + 
+ А 11 (х - а) (у - Ь) + А 02 (у - Ь)2 + ... = о (4**) 

значение у - Ь можно выразить в окрестности точки (а, Ь) через 
х - а. Если подставить это выражение в (4*), то (3) примет вид 

ах 
Тt=j(x), 

после чего дифференциальные уравнения сводятся к квадрату
рам. Оказывается, что в зависимости от того,будет ли А 10 отлич
ным от нуля или нет, движения получаются совершенно разных 

типов. Рассмотрим сначала случай А 10 =F о. Пусть в правой части 
(4**) А 08 (у - Ь)8 - член низшего порядка относительно у - Ь, 
который не содержит множителем х - а. Тогда 

А 10 (х - а) + ...108 (у - Ь)8 + ~ Aij (х - а)! (у - b)j = О, 

где в сумме все члены, для которых i = О, имеют индекс i, боль
ший s. Тогда в окрестности точки (а, Ь) получим разложение 

х - а = (у - Ь)8 [ао + а1 (у - Ь) + а2 (у - Ь)2 + ... ]. (5) 

Здесь 

СХО = - А08 : А10 , (6) 

откуда следует, что ао конечно и не равно нулю. 
Обращая этот ряд, получим 

у - Ь = ~1 (х - а)1/8 + ~2 (х - а)2/8 + ~з (х - а)3/5 + .. " (7) 

где ~1 конечно и отлично от нуля. 
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Если это выражение для у - Ь подставить в (4*), то получим 

~~ = sAo• (у - Ь)8-1 + !.fA ij (х _ a)i (у _ Ь)Н, 

где в сумме при i = О, j > s. 
Если сюда подставить ряд (7), то уравнение (3) приобретает 

вид 

или 

м 1 9 

~: = (x-а)'[ТО+Тl(Х- а)8 +Т2(х-а)8 + ... ] 

dж 8_111 + ~1 (х - а)l/' + ~a (х - а)В/' + ... ] = То dt, 
(ж-а) 8 

rде '\'0 Rонечно и отлично ОТ нуля. 
Интеграл этого уравнения выразится следующим образом: 

s(x_a)1/9 [1 + ~ (х_а)I/'+ ~ (х-а}2/'+ ".]=To(t-to), 

где to - то значение t, при ROTOpOM Х = а. НаRонец, обращая 
этот ряд, получим 

х - а = (t - to)' [80 + 81 (t - to) + 82 (t - to)2 + ... ], (8) 

где 80 Rонечно и не равно нулю. 

Если s - четное число, ТО х возрастает до значения х = а, 
затем х начинает уменьшаться и уменьшается до тех пор, пока 

вновь не достигнет точки (а', Ь'), в RОТОРОЙ д~ равно нулю. 
Здесь снова нужно выполнить исследование, аналогичное тому, 
которое делал ось в точке (а, Ь). 

Если же s - нечетное число, то х проходит через ТОЧRУ а и 
при t = to переходит к значениям, превыmающим а. Величина х 
возрастает далее до тех пор, пока не придет в новую точку (а", Ь"), 

u дН б б в которои ау О ращается в нуль; затем нео ходимо сделать ис-

следование, аналогичное тому, которое делал ось в точке (а, Ь). 
Приведенные рассуждения неприменимы при бесконечно боль
ших s. В этом случае Н - С имеет множителем х - а и орбита 
имеет изолированную ветвь, а именно, прямую х = а. 

Перейдем теперь ко второму случаю, в котором Rоэффициент 
дН 

А10 обращается в нуль. Тогда при х = а, у = Ь, дж = О, так 
что одновременно имеем 

дН дН 
Н - С = дж = ду = О. (9) 
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Если два последних уравнения разрешить относительно х I1 у И 
подставить в первое уравнение, то найдем, что такие точки могут 
встретиться только при определенных значениях постоянной с. 
Поэтому указанные значения С можно рассматривать как особые 
точки данных дифференциальных уравнений. Отыскание этих 
особых точек выполняется при помощи уравнений (9). 

Какой вид имеет движение в окрестности этих точек? Пока
жем, что при этих значениях постоянной С всегда будет иметь 
место случай предельных движений. Во время движения никогда 
нельзя перейти через точку (х, у), определенную соотношения
ми (9). 

В окрестности точки (а, Ь) имеем разложения 

Н - С = А 20 (х - а)2 + А 11 (х - а) (у - Ь) + А02 (у - Ь)2 + 
+ А зо (х - а)З + А 21 (х - а)2 (у - Ь) + А 12 (х - а) (у - Ь)2 + 

+ А оз (у - Ь)3 + . . . (10) 

dz ан ) 2А Ь) А )2 те = ау = А11 (х - а + 02 (у - + 21 (х - а + 
+ 2А12 (х- а) (у -Ь) + 3Аоэ (у _Ь)2 + ... (11) 

Необходимо представить правые части этих выражений в виде 
функций от х - а. С этой целью сначала предположим, что реше
ние (10) имеет форму 

у - Ь = ot1 (х - а) + а2 (х - а)2 + аз (х - а)3 + . .. (11*) 

Тогда из (10) получим следующие формулы для вычисления коэф
фициентов ot1, ot2, otэ : 

А 20 + А 11а1 + A02a~ = О, 
(A 1l + 2A02a 1)ot2 = -А эо - А21а1 -А12а~ -Аоза~ 

и, вообще, 

(А 11 + 2А 02а1)а2 = Фr (r = 2, 3, 4, ... ), 

где Фr - известные функции от ot1, ot2, ••• , a/'-l' 

Чтобы первое из этих уравнений давало для а1 действитель
ное значение, необходимо, чтобы выполнялось неравенство 

A~l - 4А 2оА 02 > О. Чтобы для а1 ПОЛУЧlJЛИСЬ конечные значе
ния, кроме того, необходимо, чтобы коэффициенты А 02 п А 11 
не обращались одновременно в нуль. Оба ЭТII уравнения выпол
няются, если предполагать, что 

A:1 - 4А 2оА02 > О. (12) 

Для получения конечных значений для а2 , аз, а4, •• необходимо, 
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чтобы Ан + 2А о,аl было отлично от нуля. Но 

А11 + 2A02otl = + V A~l - 4AlloAos 

и, значит, для того чтобы получались действительные и конечные 
значения коэффициентов в ряде (11*), достаточно выполнения 
неравенства (12). 

Если теперь ряд (11*) подставить в (11), то получим 

dж ан 
dt = ду = А1 (ж - а) + А! (ж - а)2 + Аз (ж - а)З + ... , 

где А 1 = А ll + 2А о,аl = i A~l - 4А 2оАо, и, следовательно, от
лично от нуля. Отсюда находим 

dж 
х=а[В1 +ВII (ж-а)+Вз (ж-а)S+ ... ] =dt 

и после интегрирования будем иметь уравнение 

1 
B1 1n (ж - а) + ВВ (ж - а) + т Вз (ж - а)! + ... = t - 'о , 

которое показывает, что ж не может в конечное время t достиг
нуть значения а. Следовательно, здесь имеет место предельное 
движение. 

Рассмотрим, во-первых, случай 

А:1 - 4А 2оА 02 = О. (13) 
Имеем 

А20 (ж - а)2 + Аll (ж - а) (у - Ь) + А02 (у - Ь)2 = 
= [У А20 (ж-а) + У Ао, (у_Ь)]2. 

Введем в этом сл учае вместо ж - а новую переменную 

~ = YA IIO (ж-а) + VAolI(Y-Ь). 
Тогда получим при А 20 =F О 
н -с = ~2 + ВзоsЗ + B 21S2 (у - Ь) + B 12S (у - Ь)II + 

+ Воз (у - Ь)З + ... = О, 
если только А 20 и Ао! оба не равны нулю, ибо в этом случае такая 
подстановка непригодна. 

Предположим, что (ж - а)Р - низшая степень ж - а, вхо
дящая в Н, и равным образом (у - b)q - низшая степень у - Ь 
в этом разложении. Рассмотрим многочлены некоторого класса 

К = А (ж - а)Р + 1:А, (ж - а)1'/ (1I - b)q/ + В (11 - b)q, 
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где должны выполняться неравенства 

P>Pl>P2>" ,,} 
ql < q2<'" < q. (14) 

Следует заметить, что как А, так и В могут Быть равны нулю. 
Если положить 

у -ь = (х -а)Ро, (14*) 

то, так как вее члены в К принадлежат к одному и тому же классу 
1-', должно Быть 

Р = Pl + qll-' = Р2 + q2J.L = ... = тt (15) 

в предположении, что ни А, ни В не обращаются в НУЛЬ. Если бы 
выражение А (х - а)Р не принадлежало к этому классу, то пер
вый член в (15) обращался бы в нуль; если бы не содержал ось 
В (у - b)q, то в нуль обращался бы последний член. 

Так как 

Pl + q1J.L = Р2 + q2f.', 
то 

"ак что 1-' веегда положительно. 
П роизвольный член в К 

дН 
А, (х - а)Р, (у - b)qr 

дает в ау член 

qrA, (х - а)Р' (у - b)q/-t, 

ИJIи, после подстановки (14*) получим 
q,A/ (х _ a)p/+p-(qr-1). 

дН 
Итак, показатель произвольиого члена в ау всегда больше 

единицы. Может Быть ЛИШЬ единствениое исключеиие, когда 
рассматриваемый класс содержит только члены 

А (х -а)Р + В (у -b)q. 

Порядок последнего члена равен f1ll, и, следовательно, порядок 
дН 

соответствующего члена в ау равен (q -1) f1. Но в этом случае 

... = i, и, таким образом, 

(q -1) f1 = Р (1 - + ) . 
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Вспомним, что здесь следует учитывать ·толыю таиие члены р 
и q, иоторые больше или равны 2. Следовательно, 

1 __ 1 ~-!-
q -- 2 

и 

р(1-+» 1. 
ан 

Порядок произвольного члена в ау больше или равен единице 

Значит, можно положить 

~~ = аl (х - а»).' + а9 (х - а»).' + аз (х - a)~ + ... , 
где 

Л1 <Л2 <Л3 <·· . 
и Лl > 1. В окрестности значения х = а дифференциальное урав
нение для х можно записать в форме 

ае = dz). [ЬО + Ь1 (х - а)lJo! + Ь! (х - а)lJo. + ... ], 
(z-a) I 

где J.tl < J.t9 < . . . и ""1 - положительно. 
Интеграл примет вид 

t + const = 1). 1 [1 ьо ~_ + + ~1 h (х·- а)1J.J + 
(z - а) ... - I>a ""1 - 1 

+""а+~2_).1(х-а)!JoI+ ••• ]. (16) 

Если бы Лl = 1, то интеграл принял бы форму 

t + const = ЬО ln (х - а) + ~ (х - a)!Jo' + ~ (х - a)!JoI + . .. (16*) 
""1 ""_ 

В обоих случаях обнаруживаем, что х не может принять 8наче
ние а в конечный момент времени t. Значит, имеет место случай 
предельного движения. 

В этом случае мы можем, mutatis mutandis, провести такие же 
рассмотрения для дифференциального уравнения для у, так что 
одновременно должны иметь место либрационные движения 
как по х, таи и по у. 

Если функция Н вместе со своими производными суть одно
значные функции х и у, то орбита не может самопересекаться, 
если предполагать, что С не принимает особого значения. В самом 

dz ау 
деле, dt и а, полностью определены в каiИДОЙ точке (хо, Уо). 
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Если, описав замкнутую кривую, возвращаемся к той же точке 
(хо, Уо), то снова возвратимся к старой I<РИВОЙ, и движение будет 
периодическим. Если бы орбита обладала двойной точкой, то для 
нее мы имели бы 

дН дН 
az == ду = О, 

и тогда постоянная С согласно (9) имела бы особое значение, 
что противоречит нашему предположению. 

Следует заметить, что здесь предполагается, что канониче
ские координаты х и У представляют собой декартовы координаты 
точки. При ИСПОЛЬЗ0вании других систем координат может, ко
нечно, случиться, что возникнут двойные точки орбиты или иные 
особенности. 
П риведенные рассуждения о движении с одной степенью сво

боды можно сформулировать в виде следующей теоремы. 
Теорема. Если х и У обозначают действительныe переменные, 

которые определяются дифференциальными уравнениями 

dz дН 
тt = ду' 

ау дН 
тt = - г:z ' (17) 

допускающими интеграл 

н (х, У) = С, (17*) 

и если Н является однозначной функцией х,у, которая может быть 
разложена в ряд в окрестности каждой точки (а, Ь) по положитель
ным степеням х - а и У - Ь, то характер орбиты, описываемой 
точкой (х, У), зависит от значений постоянной С; такие значе
ния С, которые получаются из (17*), если х и У определить из 
уравнений 

дН дН 
дz = ду = О, (18) 

с.1едует рассматривать как особые значения С; если С имеет осо
бое значение, то с возрастанием времени t точка (х, У) асимпто
тически приближается к граничной точке (а, ~), не достигая ее 
за I\онечный промежуток времени; если С не принимает особого 
значения, то либо орбита является замкнутой кривой, которую 
точка описывает за конечный промежуток времени, либо вели
чины х и У (одна или обе) с ростом t неограниченно возрастают 
или убывают. 
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§ 3. Разложение возмущающей функции 
в ограничениой круговой задаче трех теп 

[ГЛ. Х 

В § 13 гл. VIII мы получили дифференциальные уравнения 
пространственной круговой ограниченной задачи трех тел в сле
дующей форме: 

где 

itx~ дР 
dt = дy~ , 

ay~ дР 
dt = - дx~ 

) 

(i = {, 2, 3), ! 
J 

F = -!,. + Nx~+ ~ -lt (ql cosNt + qllsinNt) 
2z1 

(1) 

и N обозначает среднее движение возмущающей планеты (<<Юпи
тера»). Остальные обозначения читатель может найти в соответ
ствующих параграфах. 

Возмущающая фУНlщия Р, I\81{ было доказано в упомянутом 
месте, может быть разложена в ряд Фурье по косинусам дуг, 

кратных y~, у; и y~. Коэффициенты в этом ряде суть функции 
x~, х; и х;. Для получения коэффициентов в этом ряде мы вос
пользуемся разложением Леверъе [44]. в обозначениях Леверъе 
имеем 

Y~ = ). -00, \ 
У2 = 00 - Q, 

y~ = Q - l'. 
(2) 

Мы учтем только члены до четвертой степени относительно экс
центриситета и до второй степени относительно наклонности. 

Аргументы, которые встречаются здесь, выражаются череа 

угловые переменные y~, y~ и у; следующим образом: 

i (). - l') = i (y~ + y~ + y~), 
(i -1»), + 00 - Н' = i (y~ + у; + y~) - Уl, 

(i - 2»), + 2ro - il' = i (y~ + у; + y~) ....... 2y~, 
(i - 2»), + 2т' - Н' = i (y~ + y~ + у;) - 2 (y~ + y~), 
(i -3»), + 3ro - Н' = i (y~ + y~ + у;) -3y~, 
(i - 4»), + 400 - Н' = i (y~ + y~ + у;) - 4y~. 

Мы введем несколько цругие обозначения для коэффициен
тов Лапласа, чем в § ::> гл. VI, чтобы обеспечить совпадение с 
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обозначениями Леверье. А именно, положим 

Ai = A(i),} 
В .. = B(i), 

545 

(3) 

где А( и В. определяются при помощи рядов (1) указанного па
раграфа. Так как а' = 1, то имеем 

1 1 +00 
-2 '" А (i) cos iq>, 

[1 +a'-2аС08 ep)-t. ~ 

а 1 ~ В(О . 
[1 +а'- 2асовер)·!' = Т ~ COSlq>. 

-00 
Следуя Леверье, положим 

(i) а8 dS A(f) 
А8 =8J~' (3*) 

Если записать 

где 

1 ' РО = -,-, +Nхз, 
Ъ1 

F, = - ,... (ql cosNt + q2 sin Nt), 

то получим F" если в разложении для R CO,l) - R 1 положим 
е' = О, а' = 1. 

ПО8Тому находим + F 2 = (- ot + {- схе' + otfJ2 + :4 е4) соз (Y~ + Y~ + Y~ + 

+ ~ схе сов (Y~ + Y~ + Y~ - Y~) + 
+ (-{- ote + i- ote3

) соз (Y~ + Y~ + Y~ + Y~) -
- (-} схе2 + 2а4 е4) сов (Y~ + Y~ + Y~ - 2y~) + 
+ (-i-cxe' + : ote4) сов (Y~ + Y~ + Y~ + 2y~)-

- otfJ2 СОВ [Y~ + Y~ + Y~ - 2 (Y~ + Y~)]-
1 8 (' + '+' 3 ') - 24 ote соз У1 У2 Уз - У1 -

-+ ote3 соз (Y~ + Y~ + У; + 3Y~) -

3 4 (' + '+' 4 ') - 1~ ote СОВ Y1 У2 Уз - Y1 -

1254('+'+'+4') - 384 ote СОВ Y1 У2 УЗ У1 • (4) 

35 1(. ШаlJJlье 
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Здесь положено 

где J обозначает наклонность орбиты астероида I( плоскости 
орбиты Юпитера. 

F 1 и8 разложений Леверье получим в следующей форме: 

+00 
~ F 1 = ~ {+ А (i) + (_ 2is А (i) + A~i) + A~i» (+У + 

-со 

+ [+ (_ 9is + 16i4) A(i) _ iSA~i) _ 2i9A~i) + ЗА~i) + ЗА~i)(1-)4] _ 

- ~ (В(Н) + B(i+l) Т)9) } сов i (Y~ + Y~ + у;) + 
+00 

+ ~ {(- 2iA(i) - A~i» 1-+ [(i - 5iS + 4i8) АО) + 
-00 

+ {- (3 - 7i + 4i9) A~H + (- 2 - 2i) A~i) - ЗА~i) (1-У] х 
х сов [Е (Y~ + Y~ + у;) - у~:П+ 

+00 
+ ~ {[+ (_ 5i + 4iS) A(i) + (-1 + 2i) A~O + A~i)(+ )9] + 

-со 

+ [ ~ (1fi - 32i2 + 30i3 - 8i4) A(i) + + (8-23i +24is _ 8i3) A~i) + 

+ (- 4 + 3i) A~i) + 4iA~i) + 4A~i)( 1-)4) сов [Е (Y~ + Y~ + Y~ - 2y~) + 
+00 

+ ~ + В(Н) Т)' сов [i (Y~ + Y~ + у;) - 2 (Y~ + Y~)] + 
-со 

+00 
+ ~ [+ (-13i + 1Ы2 -4i3

) A(i) + + (-3 + 9i -4i2
) A~O + 

-со 

+ (2 - 2i) A~O - A~i)]( -;-)3 сов [i (Y~ + Y~ + у;) - ЗУ1] + 
+00 

+ ~ [14 (- 206i + 283Е' -120Е3 + 16Е4) АО) + 
-со 

+ -} (-16 + 59i - 42is + 8i3) A~i) + ~ (8 -13Е + 4i9) A~i) + 

+ (- 3 + 2i) A~i) + A~i)] (-]-)4 сов [Е (Y~ + Y~ + у;) - 4Yl). (5) 



§ 31 РАЗЛОЖЕНИЕ ВО8М'VЩАЮtцEй Ф'VВRЦйИ 547 

Мы не будем использовать разложение возмущающей функции 
в этой форме, а сначала выполним преобразование координат. 

Желательно вместо Х; и X~ ввести другие координаты, так чтобы 
возмущающую функцию можно было разложить по степеням 
этих координат. В § 1 гл. УI мы видели, как это достиrается 
в неограничевной задаче трех тел. 

Здесь достаточно положить 

Xl = XI, Х9 = Xl - Жs, %а = %9 -; Za, (6) , " '} 
Yl = У; + Y~ + Y~; У9 = - У; - У;, У8 = - У8, 

так что новые переменные будут выражаться через эллиптиче
ские элементы следующим образом: 

%1= Уа, 
%s= Уа(1-У1-е9), 
%8 = Уа(1- е9) (! -соsJ), 

У1=l+я-Nt, I 
У9= -я+Nt, 

Ya=-Q+Nt. 

(6*) 

Тогда возмущающую функцию можно выразить в виде ряда по 

положительным степеням Х8 и уж9• Согласно приведенным зави
симостям имеем соотношения 

.1 
которые необходимо подставить в разложение 
функции. 

Полагая 

89=~=~ 
2У4 ~I 

и обрывая на четвертой степени е, будем иметь 

е t 2=8-288, 

(;)9 = 89-8', 

(; у = 88, 

( ; )' = 8'. 

(7) 

возмущающей 

(7*) 

Если ограничиться случаем движения в плоскости (плоскости 
орбиты Юпитера), то разложение возмущающей функции можно 

35· 



548 о ФОРМЕ ИНТЕГРАЛА В ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ (ГЛ. Х 

записать в следующей форме: 

+00 +00 
F = р. ~ p~H cos iYl + Р. ~ pii) cos [iYl- (Уl + У2») + 

-00 -00 

+00 
+ f.' ~ p~i)COS [iYl- 2 (Уl + У2)] + . " 

-00 

или; короче, 

+00 00 

F = f.' ~ ~ p~i) cos [iYl- 8 (Уl + У2»), (8) 
(=-00 8=0 

где коэффициенты p~f.) зависят от Жt и Хl ( = у а) следующим об
разом. 

Для 8 = О имеем: 

p~i) = ~ А (i) + (_ 2i2 А (i) + A~i) + A~O) е2 + 

+ [-}<7i2 + 16i") A(i)_(i2 + 1) A~i)_(2i2+ 1)A~i) + 3A~H + 3A~i)] г", 
за исключением: 

для i=O 

p.p~O) = _1_ + N (Хl _ Х2) + р. [.-!.- А (О) + (A~O) + A~O» г2 + 
2х2 2 

1 

для i = 1 и i = -1 
p~-l) = p~l) = + А (1) _ + ot + (ot _ 2А (1) + А11) + A~I» г2 + 

+ ( - -}ot+ ~ А(I) - 2Ai1) - 3A~I) + 3A~I) + 3A~1» г". 

Для s = 1 имеем: 

pii ) = (- 2iA1i) - А1О) г +[ (2i - Ы2 + 4i8) A(i) + 
+ -} (4 -7i + 4i2) A1i ) +(- 2-2i).А~i)- 3A~i)] г8 , 

за исключением: 

для i= +1 

р11) = (3ot - 2А (1) - Ai1» г + 
+ (- ; ot + A(l) + + Ai1) _4A~I) _ 3A~I» г8, 
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для i = -1 

pi-l)=(_<х+2А(1)_А~I)}8+( ~ <x-11A(I)+ ~ Ail)-3A~1»)e8. 

Для s = 2 имеем: 

p~i) = [...!.. (-5i + 4i2) АЮ + (-1 + 2i) A1
i
) + A~i)J 82 + 2 . 

+ [+ (3; i _ 38i2 + 30i8 _ 8i') А (i) + 

+ +(11-29i + 24i!l-8i8) Aii ) + 

за исключением: 

для i = + 1 

+ (- 5 + 3i) A~) + 4iA~i) + 4A1i)] 8', 

p~l) = (_ ; _ + А (1) + А11) + A~l» г2 + 

+(_ : ++А(I)_ ~ Al1)-2А~i)+4А~I)+4А~I»8', 

для i = -1 

p~-l) = (_ 32(1 + -;- А (1) _ 3А11) + A~l») 8' + 

+ ( {~ _ 6; А(1) + 24А11) _ 8A~1) _ 4A~I) + 4A~» 8'. 

Для S = 3 имеем: 

p~i) = [+ (-13i + 15i'-4i8) A(i) + 

+ + (-3 + 9t -4i') A~i) + (2- 2i) A~i) - Ai')]s8, 

за исключением: 

для i=+1 

p~l) = (_ +<х- : A(l) + Ail)_A~1»)s8, 
для i = -1 

p~-I) = (_ : <х + 3з2 А (1) _ 8A11) + 4A~1) _ A~l) ) г8 • 
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Для s = 4 имеем: 

pii) = [~ (- 206i + 283i'-120i3 + 16i4) A(f) + 
+ + (-16 + 59i -42i' + 8i3

) Aii ) + 
+ + (8 -13i + 4i') A~i) + (- 3 + 2i) A~i) + Aii)] 84, 

за иснлючением: 

для i = + 1 

pi1) = [ - зsа _ ~ АЩ + ~ Ai1) _ + A~l) _ A~I) + Ai1)]84
t 

для i = -1 

pi-1) =[ _ ~~ СХ+ ~~ А(l)_ 1:5 Аl1) + ~ А~l)-5А~1)+Аil)]84. 

Коэффициенты A~i) зависят только от а, т. е. от Хl (= "уа). 
Имеем 

дА(!) дА(!) 
828 

д:&1 = Хl ----аа- • 
Но согласно определению (3*) 

дА(i) 
8 (1) (1) 

СХд«" = 8А. + (~+ 1) А.+1! 

так что 

aA(i) 
8 (1) (f) 

Хl-д- = 28А. + 2 (8 + 1) Ав+1 • 
:&1 

(9) 

Есnи рассматривать возмущеНИII до четвертых степеней, то 

величивы A~C) необходимо вычислять при 8 = О, 1, 2, 3, 4, 5. 
Величина 8 sависит от Хl и х,. Ее частные ПРОИ8водные запи
шутся в виде 

д8 1 1) 
д:&8 = 2 V 2:&1:111 = 4:1118 t ! 
д8 8 

д:&1 = - 2:&1 • 

(10) 

Производная от 8 по Х, содержит 8 в знаменателе. Это при 
определенных обстоятельствах может вызвать трудности, если 
в проблеме Делоне учитывтьь члены первой степени. Эти труд
ности можно избежать, если ввести новые координаты подобно 
тому, как это было в § 1 rл. VI. 



§ 4] ПРОБЛЕМА ДЕЛОНЕ 551 

Относительно коэффициентов A~-i) следует заметить, что 

АН) - A(i) 
8 - 8' 

Мы не входим в методы вычисления этих величин. В своих 
исследованиях Леверье дал для этого обстоятельные правила, 
которые в некоторых отношениях могут быть упрощены. Жела
тельно, в частности, ввести более совершенные методы контроля 
вычислений. 

§ 4. Проблема Делоне 

в своей знаменитой «Theorie du mouvement de la lune» [26] 
Делоне ввел новый замечательный метод построения интеграла 
в задаче трех тел. Его сущность состоит во введении вместо кеп
леровского эллипса новой промежуточной орбиты. При помощи 
вариации элементов этой промежуточной орбиты, или, правиль
нее, ряда таких орбит, Делоне добивается чисто тригонометри
ческой формы для координат в задаче о движении Луны. В сле
дующих пара графах мы возвратимся к этому вопросу, а здесь 
сначала мы займемся чисто математическим рассмотрением про
блемы. 

Пусть действительные величины Ж1' Ж2' Yl' У2 определяются 
при помощи дифференциальных уравнений 

dXl tJF 
Тt=(}y1' 

d:lia aF 
Т"" (}Уа ' 

dYl tJF I т- - дх! ' 

dYa tJF 
dt ... - - дх. ' 

(1) 

где F имеет вид 

F = Ф + :Е Ас соз iY1' 

в этон выражении Ф, А1, А" •.. суть данные фУНRции от Ж1. ж., 
которые в каждой точке внутри определенной области ногут быть 
разложены по положительJlЬ1М степеням Ж1 - а и ж, - Ь. Задачу 
об отыскании Ж1' ж2, У1. У, как функций t мы назовем пробле
мой Делоне. 

dZ2 О Так как F не зависит от У.о то находим, что те = . так что 
Ж2 = const. (2) 

Задача фактически сводится к рассмотрению ура1Jнений 

dXl дР dYl tJF (2*) 
/iГ- дУl (jГ- - дХl' 
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Эту задачу мы можем решить методом, изложенным в предыдущем 
параграфе. Необходимо только учесть, что F содержит параметр 
Х2' так что вместо особых точек, которые мы должны рассмо
треть, фактически получим особые нривые. 

Наша первая задача - напти особую кривую. Ее можно по
лучить при помощп теоремы предыдущего параграфа, если Xl 

JI Yl исключить при помощи уравнений 
aF aF 
дх} = aYl = О, (3) 

подстаВIIВ IfX выражения в уравнение 

С = Ф + ~ Ai соз iY1. (3*) 

Не зная конкретной формы функций Ф, А 1 , А 2, Аз, ... , 
можно провести некоторое общее рассмотрение результата ис
ключения. Второе уравнение (3) принимает вид 

А 1 sin У1 + 2 А2 sin 2У1 + ЗАз sin ЗУ1 + ... = О; (4) 

находим, что это уравнение имеет корни У1 = О И У1 = П. Если 
существуют еще другие значения корней для У1' ТО они должны 
удовлетворять уравнению, которое получим, если (4) разделим 
на sin Yl' 

Легко получаются следующие зависимости: 

si~2iy = 2[созу +cos3y+cos5y+ ... + cos(2i-1)уJ, 
SШУ 

sin (~i -1) У = 1 + 2cos 2у + 2cos 4у + ... + 2 cos (2i - 2) у, 
ВШУ 

и, следовательно, имеем 

'" iA i Bi~ iYl = А1 + 3Аз + 5А& + 7 А7 + ... + 
."'-1 ВШУl 

+ 2 (2А II + 4А4 + 6А, + ... ) СОВУ1 + 
+ 2 (3А з + 5А ь + 7А 7 + ... ) cos 2 У1 + 

+ 2 (4А 4 + 6А в + ... ) соз ЗУ1 + . .. (5) 

По этим формулам часто можно легко судить, могут ли существо
вать другие корни, отличные от О и П. ВО многих случаях ряды 
коэффициентов А сходятся столь быстро, что первый член в (5) 
превышает сумму остальных и в этом случае, очевидно, никаких 

других корней существовать не может. Но если сходимость ряда 
(3*) слабая, то, вообще говоря, могут встретиться и другие особые 
значения для Уl' отличные от О 11 П. 

Рассмотрим более детально норни У1 = О И У1 = П. со
ответствующие значения дЛЯ Х1 и С получатся из следующих 
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уравнений: 
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Уl = о, 
с = ф + А1 + А2 + Аз + ... , I 
дФ + дА1 + дА2 + дАз + ... = о, 
дХl дХl дХl дХ1 

Уl = n, 

С = ф- А1 + А2- Аз + ... , J 
дФ _ дА1 + дА2 _ дАа + = О 
дХ1 дХ1 aXl дХ1 • • • • 
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(6) 

(6*) 

Если из обоих уравнений (6) ИСRЛЮЧИТЬ хl' то получим соотно
шение D 1 (х2, С) = О между Х2 и с. Это уравнение дает особую 
RрИВуЮ, соответствующую Уl = о. Из (6*) получаем аналогич
ным образом уравнение D 2 (х, С) = о. Результат ИСRлючения 
из фУНRЦИИ и ее производной называется ДИСRриминантом фУНR
ции. ФУНRЦИИ D1 И D" суть ДИСRриминанты хараRтеристичеСRОЙ 
фУПRции F при Уl = О И Уl = n. Они MoryT быть получены ме
тодами алгебры. 

Рассмотрим, например, случай 

Ф = ао + a2X~' 
А 1 = Ь1х1, 

где ао, а2 и Ь1 суть фУНRЦИИ от х2, И предположим, что А" = Аз = 
= . . . = о; тогда уравнения для особых RрИВЫХ запишутся 
в виде 

D1 (х2, С) = Ь~ -4 (ао -С)а" = о, } 
D" (X'J.' С) = Ь~ - 4 (ао - С) а'}, = о, 

таи что в этом случае D1 и D'J. совпадают. 
Если 

то будем иметь 

ф = ао + аlХl + a'J.X~' 
А 1 = Ь1Х1' 

(7) 

D1 (Х2' С) = (аl + Ь1)'}, - 4 (ао - С) а'}, = о,} (7*) 
D 2 (Х2 , С) = (аl - bt )" - 4 (ао - С) а" = о. 

Обоим этим предположениям ОТНОСlIтельно F соответствуют два 
важных случаях задачи трех тел. 

Для возможных приложений запишем еще ДИСRриминант в 
предположении, что F является многочленом четвертой степени 
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относительно :1:1. т. е. 

F = ао + a1x1 + а2Х: + a8~ + а4жt· 
Тогда будем иметь 

D = 4 (12аоа4 - 3а1а8 + а:)8-

[ГЛ. Х 

- (72аоа.а4 + 9а1а2а8 - 27 a~a4 - 27 аоа: - 2а:>2. 

Если С и х. лежат на особой кривой. то согласно предыущемуу 
параграфу всегда будет иметь место предельное движение. Вообще 
!<ривыe D1 = О. D2 = О ограничивают различные области пере
MeHныx С и х2• внутри которых возникают характеризуемые 
особенности движения. Так. например. в одной области величина 
Уl периодически колеблется между двумя конечными границами. 
в другой она неограниченно возрастает вместе с t. осоБые кри
Bыe играют роль кривых разрыаа непрерыности.. а именно. 

при переходе через такие кривые аналитические выражения для 

координат переходят в другие формулы скачком. 
Представление координат в проблеме Делоне как функций 

времени оказывается вообще достаточно простым при использова
нии дифференциального уравнения в частных производных Га
мильтона - Якоби. В качестве обобщенныx координат в зависи
мости от обстоятельств можно использовать либо Уl и У.. либо 
Хl и Х2• В предыдущем случае необходимо рассмотреть дифферен
циальное уравнение 

,!!",-р( av ~) - о 
де дih' дys - • (8) 

Так как F не мдержит t и У2. то полвый интеграл этого уравнения 
можно искать в следующей форме: 

V = Се + а2У1 + W (уд. (8·) 

где W (уд следует определять иа уравнения 

P(:.~)=C. 
Если найден интеграл этого уравнения 

W = W (Уl. а1• at>. 

(8··) 

в котором а1 - постоянная интегрирования. то координаты полу

чатся из уравнений 
ас aw 

Pl==~a t + ,,_ , 
(%1 ~1 

ас aw 
Р. == a<Xs t + У. + дсха ' 

aW ! Х1 == дуl ' 

ХI == ots· 
(9) 
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BW 
Из (1*) и (8*) очевидно, что дуl есть периодическая функция ОТУ1 
(если исключить особые значения постоянной с) и что W имеет 
форму 

W = ВоУ1 + 2В1 sin У1 + 2В2 sin 2У1 + 2Вз sin ЗУ1 + ... 
Здесь ВО обозначает определенную функцию от а2 и С. Но так 
как выбор постоянной интегрирования а1 произволен, то урав
нения (9), если выбрать а1 равной ВО, примут следующую простую 
форму: 

дС t+ R +2~ BBi •• ) - -д- 1"1 = У1 -д -ЗlD ~ У1, 
~ ~ ~~ 
ас t + r:I + 2 ~ BBi • • - -д- 1'" = У2 -д SID~ У1, 

(12 (12 

оХ1 = а1 + 2 1:i Bi cos i Уl' } (10*) 
оХ, = 0',. 

Легко найти аналитическое выражение для коэффициентов Bi. 
В самом деле, имеем 

n 

iBi = ~ ~oX1CoSiYl аУ1, 
О 

где оХ1 следует подставить из уравнения 

F (оХ1' aJ = С. 

При i = О имеем соотношение 
n 

Во = 0'1 = + ~ оХl аУ1, 
О 

(11) 

которое СВJI8ывает а1' а? и С друг с другом. Это полвостью 
решает проблему Делоне по крайней мере для неособых зна· 
чений С. 

Если бы в качестве обобщеивых координат использовались 
оХ1 и оХ" чт6 в этой проблеме, вообще говоря, более предпочти
тельно, то решение образуется следующим образом. Дифферен
циальное уравнение Гамильтона - Якоби примет вид 

av' ( 'av' aг+ F оХ1' оХ,; "аХl) = о (12) 

и, таким образом, можно положить 

V = С'е + а;ер (oXJ + W', 

где ер обозначает ПРОИ8вольиую функцию от оХ" а W определяется 
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из уравнения 

( 
aJ-V' , 

F Хl. X~oI> дХl) = - С • 

Если принять ер (Х2) = Х2, то 

У' = C't + a~Xa + W'. 

'Уравнение (12*) в силу (1*) имеет форму 

Ф (Хl> Х2) + ~ Ai cos i д;:: = - С' . 
aW' 

Разрешая это уравнение относительно -д ,будем иметь 
Хl 

aW' • 
-д = К (Хl' XI. СХl). 
Хl 

[ГЛ. Х 

(12*) 

(12** 

(13) 

(14) 

где a~ обозначает ПОI<а неопределенную функцию от С и Х2• 
Теперь интегралы уравнений (1) определятся из соотношений: 

• дУ' дС' aw' 
11 =-д' =-д' t + -д' , 

а1 а1 а1 

, дУ' 
11 = -д' = Х2. 

а2 

aW' 
Уl = aXl • 

дС' , aw' 
УI =az

2 
t + СХI + aZ

2 
• 

(14*) 

J 
Форму решения не так легко усмотреть, как в предыдущем слу
чае. Впрочем. приведенные выше уравнения можно упростить. 

Сначала покажем. как можно выбрать величину a~ таким образом. 
чтобы средние движения обеих угловых величин Уl и У2 соответ
ствеиио равнялись 

дС' дС' 

дa~ 
и 

дХ2 • 

Из интеграла 

очевидно, что X 1 остается неизменным, если Уl увеличивается 

на 2п. Следовательно, среднее движение Уl равно отношению 
2п к периоду Хl' Последний можно опредеЛИТJ> 113 уравнения 

дС' ,aW 
--, t+1! ="-, . 

да! да! 
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Если '2 представляет минимальное значение Жl' а '1 - макси
мальное, то из (14) имеем 

х, 

'У' = ~ к dЖl' 
'. 

так как мы имеем право произвольно выбрать один из пределов 
интегрирования. Следовательно, будем иметь 

aW' Xt~ дК -,- = -,- dЖ1' 
да1 дct1 г. 

если постоянную интегрирования r; выбрать так, чтобы при 
Жl = r 2 было бы 

дС' --t+r' =0 
д ' 1 • 
а1 

Обозначая через 2Т период Жl' очевидно, будем иметь 

(15) 

Правую часть этого уравнения можно представить как частную 
производную определенной функции от a~ и Ж2' Если временно 

положить 

" 
Q (ot~, Ж2) = -} ~ к dЖl' 

'. 
то 

'. 
aQ = -.!... \' дК dж + ..!. к arl _....!... к arz 
д ' n J д' 1 n " д ' n '. д ' • 
а1 '. а1 <Х1 <Х1 

При сделанных предположениях последний член в этом выра
жении обращается в нуль, так как Кг. = о. С другой стороны, 
K r , = 11:, следователъно, имеем 

aQ = _1_? дК dж + arl 
д' 1C~д' 1 д" (Хl г. <Х1 <Х1 

и, равным образом, 
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Если положить 

(16) 

то 

(16*) 

Таким образом, мы можем уравнение (15) записать в форме 

_ д~' Т = naQ,J • (17) 
aal aal 

Если среднее движение величины Уl обозначить через nl' то 
n 

nl=T' 
и, значит, в силу (17) 

(17*) 

Теперь найдем выражение для среднего движения n2 величины У2' 

С u u aw' u 

этои целью мы сначала наидем в а- член, пропорциональВьtИ t. 
Жа 

Имеем 

где to обозначает момент t, для KOToporo Хl = 72' 

Теперь ддК является периодической функцией относительно 
Жа 

n1t + с1• причем через С1 обозначается определенная постоянная, 
так что для коэффициентов при t правой части указанного урав
нения получим по теореме Фурье значение 

n ~ 

..!. \ адК ddЖt1 d (nlt) = .!!!. \ адК dXl = nl aaQ1 
• nJxa nJxa ха 

О ~ 

Таким образом, 

(18) 
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Формулы (f7*) и (f8) справедливы всегда. В частности, эти 
величииы получают простые значения, когда a~ совпадает с Ql' 
Тогда имеем 

и, следовательно, 

дС' I n1=- aOl~' 

дС' 
1Zt= -д • 

ж. 

(f9) 

Если бы, наоборот, а; совпадало с С', то получИJIИ бы 

1 aQl. Па aQ1 
n;-= - дС" ~= дж.· 

Если допустить, что а' совпадает с Q1' то В таком случае по
лучаются уравнения (19), и иы можем доказать, что а; = - а1' 

В самом деле, имеем 

ot~ = ~ ~ каХ1 - 71, 
r. 

Интегрируя по частям, получим 

и так как 

.. 
ot1 = ~ ~ Х1аУ1' 

О 

(xJ .. = r1; (yJ .. = п; (yJo = О 
и, кроме того, по (14*) 

aW' 
У1 = дХ], = К, 

то получаем 

Так как в силу (8**) и (12*) существует еще соотношение 

С' = -с, 
то имеем 

дС 
n1 = - да.1 ' 

что совпадает с формулами (10). 

дС 
nz=-

да.а ' 

(20) 
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Вычисление аналитических выражений для координат в про
блеме Делоне становится очевидным в чисто математическом от
ношении. ЕСJIИ принять в качестве обобщенных координат Уl 
11 у", то вычисления будут много проще, чем в том случае, когда 
используются переменные Х1 и Х2 • Последний выбор, как уже 
было сказано, следует предпочесть с п.рактическоЙ точки зрения. 
Причиной зтого является то, что в выражении (1 *) для F нужно 
брать, вообще говоря, только несколы,о членов ряда и чаще даже 
один qлен может давать хорошее приближение. Отсюда следует, 

дW' 
что решение уравнения (8**) относительно -д оказывается в об

У1 
дW' 

щем случае намного сложнее, чем определение -д из уравнения 
Х1 

(12*). В то время как в последнем случае часто бывает достаточ
ным разрешить уравнение первой или второй степени, в (8**) для 
получения той же точности необходимо рассматривать уравнение 
по меньшей мере четвертой степени. 

Дальнейший ход решения выполняется следующим образом: 
выберем a~ = Ql и из уравнения 

_ дО' t + . = дW' 
д ' 11 д' 
~1 ~1 

(21) 

ПQЛУЧИМ известным образом Хl как периодическую функцию от 

дО' , 
--, t+11 • 

д~1 

Второе из уравнений (14*) дает 

х" = y~ = const. 

Третье и четвертое уравнения при примеиении (14) дают Уl и У2 
как интегралы от известных функций Хl' которые могут быть 
разложены в ряды Фурье по кратным аргумента (21). Следова
тельно, Уl и У2 получим как функции времени. 

В следующем параграфе мы будем иметь возможность рас
смотреть зто более подробно. 

§ 5. О СОИЗ)lеримостях низших порядков 

Если средние движения двух планет n 11 n' почти соизмеримы, 
так что приближенно 

n: n' = q: р, 

l'де р и q обозначают взаимно простые целые числа, то, как мы 
видеЛIl в § 4 гл. VI, возмущения КООРДIlнат планет будут большими 
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11 их изучение связано со значительными трудностями. Абсо
лютная величина разности q - р называется степенью соиз

меримости. Если из возмущающей функции иснлючить член, 
который в возмущениях первого порядка имеет apГYMeHTO~[ 

(рn - qn')t + const, 

то приближенное изучение движения можно выполнять при по
мощи метода Делоне. Соответствующие исследования составят 
предмет этого l[ следующего параI'рафов. 

Начнем с соизмеримостей низших порядков. Для большинства 
малых планет можно получить весьма хорошее знание орбиты 
на основе проблемы Делоне. Такое исследование имеет также 
большой теоретический интерес, так как оно дает представление 
о больших трудностях, которые необходимо преодолеть, чтобы 
ПОJIУЧИТЬ общее решение задачи трех тел. Рассмотрение соизме
римостей высших порядков представляет немаловажный интерес 
для этого вопроса. 

Чтобы уяснить сущность вопроса, мы ограничимся астероид
ной плоской задачей трех тел и из выражения для возмущающей 
функции [уравнение (8) § 3] выберем следующие члены: 

1. Содержащиеся в РО члены нулевого порядка относительно 
масс, выраженные через координаты Xl' Х2, Yl' У2 предыдущего 

параграфа: 

(1) 

2. Веновые члены, которые обозначим через [Р]. В соответ
ствии с выраженнем для p~o) третьего параграфа имее~[ для них 

[F] = I-'[j- А(О) + (A~O) + A~O» 82 + (_ A~O)_ A~O) + 3A~O)+ 3A~O»84]. 
(2) 

3. Те члены в Р, которые содержат аргумент g и его HpaTHы,' 
где g является линейной функцией от Уl и У2 С целочlIсленныии 
коэффициентами. 3аПИПIем эти члены в форме 

1: Gi сов ig, 
где 

g = 81Yl - 82У2 

И G1, G2, Gз, • . • суть известные функции от Xl И Х2• величины 
81 и 82 обозначают произвольные целые числа. 

Полагая 

R = РО + [Р] + 1: Gi сов ig, (3) 

э6 R. Шарлье 
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мы ПрИХОДIfМ К paCCMOTpeНIHO уравнений 

ах. aR ау. aR 

I dt = aYl ' 
--= - aXl , dt 

(3*) 
(lx~ oR (!У2 дЛ 
dt = дy~ • dt-= - дХ2 

ЭТII уравнеНIIЯ I1меют ту форму, }iОТОРУЮ мы предполагали в § 4 
для проблемы Делоне, или по крайнеН мере могут быть приве
дены 1\ этой форме при помощи лuнейного преобразования коор
динат. Здесь можно непосредственно примеНIIТЬ выполненные 
в указанном параграфе исследования. 

Вместо выражения «соизмеримость степени I q - р 1» говорят 
таl\же «соизмеримость типа р : q». Следует отметить, что соответ
ствующий периодический член в F всегда имеет относительно 
эксцентриситетов и наклонностей степень I q - р 1. Д.'!я опреде
ленности предположим теперь, что речь идет о соизмеримости 

типа 1/з, Соответствующий главный периодический член в (3) 
будет тогда IIметь BTOpoil порядок ОТНОСJlтельно :>ксцентрИСIl
тета. Для s = 2 11 i = 3 ИЗ формулы (8) § :~ получаем 

~p~3) = G1 = ~[( ~ А(:I) + 5А~З) + A~!») е2 + 
+ (8; А(3) _ 7; A~3) + aA~3) + 12А~З) + 4A~3») e4J. (4) 

Далее, для s = 4 и i = 6 ПОЛУЧIIМ 

~p~6) = С2 = ~ (157 А(6) + 2~7 A~6) + 37 A~6) + 9A~6) + A~6») е4 • (4*) 

Д.'1Я аргумента С ПОЛУЧIIМ значение 

g = 3Yl - 2 (Уl + У2) = Yl - 2У2 

или по формулам (6*) § 3 

g = l - ЗNt + Зл. 

(5) 

Вместо Xl' Х2 , Уl' У2 введем теперь новые координаты Л1 , 1\2' Л1 , Л 2 
при ПОМОЩIl линейного преобразоваНIIЯ 

1 1 
Л\ =0'0 -ТУ\ -1- У2 = --ГС, Л2 = Yl' 

В соотвеТСТВJlП (' § 1 ;)ти координаты также являются наНОIIIlЧС-
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tIШМlI. Имеем, 'l'аюш обр,цоы, 

.'\1 = Х2, Л1 = - ~ Уl + У2' \ 
1 j Л2 - , Хl -1- Т Х2' Л2" !I., 

(Н) 

Jl.ТIII, выра;нан чер('з ОСl'У.'IIIРУЮЩJl(' Э.'Iем('нты, 

:: = ~ ;1~ ~1: у:;)' ,о), ::: 1 ~:" Nt: - 3п), } (6*) 

Ir тогда 

(IА1 дЛ (/Л1 aR 

j "dt = дЛ •• Тt= - д'\1 , 

,/A2 aR dЛ2 дЛ 
(7) 

тt = дЛ2 • --(IГ = - дА2 ' 

)'де 

R -= Р(I -j 'РI + ~ С! С08 2;Л). (7*) 

Величины ро, 'РI 11 С; даются при помощи формул (1), (2), 
(4) 11 (4*) Kal, ФУЮЩШI Х1 11 Х2 • Остается еще представить эти В('
ЛИЧIlНЫ как функции А} JI '\2' 

Из (6) находим 
1 

ХI =.'\2 - 2 Л\; У\ = Л2' j 
Х2 = Л1 , у .. "= Л\ .L __ 1_ Л .. 

• • I 2 -, 

(8) 

тю. ЧТО епачала ПО.1УЧIIМ 

L' 1 
го = 1 2 

2 ("2-Т 1\1) 
(9) 

Величины (Р) 1I Gi целесообразно разложить по степеням Л}. 
Во-первых, ПОЛУЧJlМ 

2 Х2 Л1 ''''4'6 1() е ='-.-=-;-,--=8-+8 +8 +''', () 
2:rl 2:12 - ;\1 

l'де иоложш1lt 

,., Л\ 
8 - = :!А2 (10*) 

Rе;IIfЧПНЫ A~H опреДNIЯЮТСЯ CorJIar.HO § :1 форму:юii 
(О ot" Q~,1(i) -1 = -- _. __ .. 

. -' .~! аа' ' 

36* 
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И, следовательно, являются функциями только Хl. Таким обра
зом, имеем 

A(i) (л .. _ .!. Л1) = A(i) _! Л1 д4(i) + (~)2 .!. a2A(i) + ... = 
2 2 дЖl 22дж2 

1 

= A(i) _ 8'" (Xl дА(i) ) + 8'4 (ж~ д2А(i») + ... 
дЖI0 21дж20 ' 

1 

где в выражения внутри скобок следует после дифференцирова
ния поставить Xl = А2• 

Из формулы (9) § 3 легко выводим следующие соотношения: 
дА(i) (i) 

Хl-д- = 2A1 , 
Жl 

ж~ д2А(i) (i) (i) 
2г --.. - = A1 + 4А.. • 

дЖ1 
так что имеем формулу 

А(i)(л2 - ~Al)= A(i)-28'''Аii)+8'4(Аii)+4А~i»+ •.. , (11) 

из которой легко можно вывести соответствующие выражения 

A (i) A(i) A(i) 
для 1, 1, 3 •• •• 

Не входя в подробности исследования соизмеримости тина 1:3, 
и отмечая ЛИDIЬ некоторые прииципиальные вопросы, мы огра

ничимся в последующем исследовании в r F] и Gi членами второго 
порядка. Fo, наоборот, оставим неизменным. 

С учетом (11) имеем 

R = ( \ У + N (ЛII - ~ Л1) + 
2 А2 -"2 А1 

+ .... {~ А (о) + A~0)8'1I+(2: А (3) + 5 Ai3) + A~3)8'''cos2'''1)}. (12) 

Так RaI( R не зависит от "' .. , то согласно (7) имеем 
A'l = const. (13) 

Таким образом, величины A~i) при интегрировании следует СЧIIтать 
постоянными. 

Сначала необходимо определить особые значения постоянных 
интегрирования. Согласно § 2 это получается исключением 
А1 и "'1 из уравнений 

R =С, 
дR дR 
дА1 = д).,1 = о. 
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Последние два уравнения примут такой вид: 

::1 = 1 }N + 2~2 (A~O) + К cos 2Л1) = о, (14) 
2 (Лz - ~ л1)З 

- :~ = 2,...Ke'ssin 2Л1 = О, (14*) 

где 

К = ~ А(З) + 5Ai8) + А~З). 
kn 

Уравнение (14*) имеет только корни л = "2 (k = 1, 2,3, ... ). 
Следует заметить, что это заключение для соизмеримостей низших 
порядков справедливо не всегда, если учитывать члены с аргу

Itlентами 4л, 6л и т. д. В таком случае могут встретиться особен-
n 

ности при других значениях Л, чем О и 2' как мы это нашли в § 4. 
Это, в частности, справедливо для соизмеримостей типа 1:2, 2:3 
11 т. д., где порядок характеристических членов равен единице. 

Если в (14) подставить значения л = о и л = ~, то для опре
деления особых значений A1 мы получим следующие уравнения: 

1 _ ~ N + 2~2 (A~O) + К) = О, (15) 
2 (Л2- ~ л1)S 

1 _ ~ N + 2~2 (A~O) -К) = О. (15*) 
2 (Л2- ~ Лl)З 

Соответствующие значения С получим из 

R = Fu + [F] + ,...Ке'! = С, 

R = F O + [F] -,...Кв'! = С. 

Уравнения (15) и (15*) могут быть непосредственно 
О'гносительно A1• Из (15) и (15*) получаем 

1 [ N J.L (О) K)r'/• Лs -2 А1 = 3 .- Л2 (A s + J ' 

ЛS - ~ Л1 = [ЗN - :. (A~O) -K)J-'I •. 

(16) 

(16*) 

разрешены 

(17) 

(17*) 

Эти значения дЛЯ Л1 необходимо подставить в (16) и (16*). 
Тогда мы получим два соотношения между А! и С, которые дают 
две особые I{ривые для соизмеримостей типа 1:3. 

Итак, уравнения для особых кривых могут быть строго ВЫ
ведеиы. Однако для числовых расчетов целесообразно испonr.-
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зuвать paa.1UitieHlle по с.тепеням '\1' 11 PCi";J,C ЧСМ IIсрехо;щть 1, этому 
раз.'10;f\еНIIЮ. C.le;lyeT c;le.laTb не"оторые за~lечаНIIЛ о ТОЧНО~I 

решеНIIII ypaBHeHJlU (7), 
ЕС.ТJII R IFJ 11 G1 УЧlIтывать TO.'lbI,O Ч:IeНЫ второго JIUРЯ;l"а, та" 

что R БУ,1ет IIMeTb форму (12), то в соотвеТСТВlI1I с (12) уравнеНIIО 
орБJIТЫ. очеВIIДНО, МОiЮIO заl1l1сать в форм\' 

, :х .;- ~'\1:- ",.\Н б,\~ 
со:) 2Лl::=:= ----.,' -;" • 

:Х. _:, ~. '\1' ,'Лi _:- 6', \t 
Ес.'111 аатем обозначить ЧllС.1I1те:IЬ 11 знамеН8те.7lЬ правой части 
~TOГO выражеНIIЯ соответственно через Х п У, то наiiдем, что МС
iНДУ '\1 11 врсменсм IIмест мссто соuтнuшеНlIС шца 

( 1 '.2 
(' ,;\2- '2 AI) dAl 

t I ~ - , 

т - ... v (У - Х)(У -:- Х) • 

Хотн под 3Н81-:0М J\OpHH CTOIIT МНU('UЧ:lен шестuii степени, lЮ ДО\(
;кение мо;кно исследовать Jlзвестным образом: :щеСI. это OUJlel'· 

чается благодаря тому, что ЮIОl'очлен шестоii стеllеНII l\IOiI,er 

быть предстаВJlен в ВlIде JIРОIlзве;lеНIIЯ двух МНОГОЧ.lенов 'сретьеп 
степеНII. 

Да.'1ее l\lbl не будеl\1 С.lедовать ЭТIIМ путеl\I, а Bl\IeC·TO этого раз
ЛОЖIIМ R по степеням А1 . 'У'равнеНIIН ('17) 11 (17*) ПОf\азывают, что 
А2 находится на особых J\PIIBblX в Of\peCTHOCTJI значения (3NГ' '. 
Поэтому целесообразнее всего прпнять во ВНИl\lаНlIе таюlC зна
чеНIIЯ '\2' которые Ma.'IO ОТ.'lIIчаются от (3N)-I/·. По.ТJОЖllМ В соот
веТСТВIШ с этим 

х = (3N)':' , J 
\ 

1,;, ~ 
'2=--' 

Х . 

(18) 

1I раЗЛОЖllМ R по степеням ~ 11 АI' ДЛЯ сокращеНIIЯ заШ[СJI по:lO
ilШМ еще 

( 18*) 

Тогда имеем 

н, С.'Iедовательно, с ТОчностью до Ч.'tевов BToporo ПОРllдка отно
сительно ~ 11 Z ВfШЮЧlIте.ТJЬНО, 

F х2 
(5 4 t "{t·, 6" '3 .,) 

i U = 2 \3 - 3" 'е ·т '. ':>- - ~Z -; z- . 
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Далее имеем 

..1(IJ) [ ~ (1 + ~) ] = .4(0) ( ~ ) + ~ ~ а:;:) + ... = 
_ f (IJ) ( 1 \, I ?!: t(U) + 
-."1 .Х) "1 - ..... 1 ••• 

И 

8'2 = -1': 1: , 
, '" 

так что, пренебрегая Ч.'1енами порядка ~2~t, получим 

[F) = ~ l ~ ..1(0) + .!~()S + A~)z ] • 
G1 = ~tKz. 

Величины А (IJ) A~O), A~O) 11 К следует вычислять для значеНIIЯ 
ХI = 1/><. ' 

ЕС.'III ПОJЮЖIlТЬ 
2 5 1 (11) 

1') = "7 С - з - ;(2 ~A , (19) 

то уравнение орбиты примет вид 

4 ') 11 = - -;;- ~ + 3~2 + 3z2 - 6~z + -;- ~ (AiO)~ + A~O)z + Kz cos 21..1), 
" у. 

(20) 

Форма кривой зависит от двух парамзтров ~ 11 '1'). Особые зна
n 

чсния получим, нак раньше дЛЯ ЛJ. = О 11 1..1 = Т, ОТЫСIшвая 
Дllскриминанты уравнеНIJП 

1. ? ( 
'1') = - ; ~ + 3~2 + 3z2 -6~z + ;2 ~ (AIO)~ + A~O)z ±Kz). 

Эти дискриминанты 1Iмеют вид 

[66- :2 ~(A~O)±K)J=12(-'1-}6+36:!+; ~A~O)6)' (21) 

Члены второго порядка ОТНОСllтелыlO 6 взашшо УIllIЧТОЖНЮТС,Я, 
ТЮ, что 'особые значеНIIЯ ~ 11 '1 .1Jежат на ДВУХ прнмых, уравнения 
"ОТОрЫХ имеют вид 

'I')+3~4 ~2(A~O)±K)2_6[ -}+:2 ~(Ait)+A~II)±K)]=U. (21*) 

Если ДlIскриминанты обозначить через D 1 и D2• ТО эти уравнения 
будут иметь форму 
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Чтобы получить удобные Д.1JЯ числовых расчетов формулы, 
для краТБОСТП ПОЛОjКим 

(22) 

и тогда уравнение (20) можно записать в форме 

'1')' = 3000z2 + z [- 6000~ + А ~ + К' соз 2 л'1]' (23) 

Если известна масса возмущающего тела J1, то вместо A~ и К' 
можно подставить определенные числовые значения. 

Предположим, что рассматриваются возмущения от Юпитера, 
1 

так что}.l. = 1047· Тогда ПОЛУЧИl\1 следующие значения для встре-

чающихся здесь коэффициентов Лапласа. Имеем 

)(3 = 3N = 3 у1 + J1 = 3,00143, ~ = ~ = 0,69325, 

откуда получаем значение ао = 0,48060, для которого коэффи
циенты Лапласа получают следующие значения (из таблиц 
Рэнкля [79]): 

} A~O) = + 1,0667, 

A~O) = + 0,3099, 

A~O) = + 0,2585, 

A~O) = + 0,1466, 

Отсюда получаем К = 2,3924. 
Из этих значений получаем 

A~,3) = + 0,0777, 

A~3) = + 0,2531, 

A~1) = + 0,3109, 

A~3) = + 0,2029. 

A~ == 2OOO\.L A~O) = + 0,2845, ,,2 

и затем по (22) 

A~ == 2~~ A~O) = + 0,2373, 

К' == 2~p. К = + 2,1963, 

-q' ::z 1000'1 + 1333,0488, ~ 3000 ,8. (22*) 
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Обозначая особую кривую, соответствующую значению л,1 = о, 
через L 1 , а ту особую кривую, которая соответствует л,1 = 'Я/2 , 
через L'J.' для L 1 И L"!. получим следующие уравнения: 

особая кривая L 1 

100011 = - 0,0004935 -1330,6152 ~, (24) 

особая кривая L2 

1000 11 = - 0,0003198 -1335,0078 ~. (24*) 

Если подставить вместо 11 величину 11', то эти уравнеиия примут 
вид 

дЛЯ L 1: 

11' = - 0,0004935 + 2,4336 ~ - 3000 ~I. 
дЛЯ L 2: 

11' = - 0,0003198 -1,9600 ~ - 3000 ~2. 

Правые части уравнений являются точными квадратами, так что 
эти уравнения можно также записать в следующей форме: 

-11' = 3000 (~- 0,0004056)2,} 
-11' = 3000 (~ + 0,0003266)2. 

(25) 

Будучи выраженными в переменных 11' и ~, особые кривые будут 
параболами с параллельными осями и вершинами соответственно 
в точках ~ = 0,0004056 и ~ = -0,0003266. В последующем будем 
использовать (24) и (24*). 

Эти ПРЯМЬ1е пересеJ\аются в точке ~ = 0,0000395, 11 = 
= -0,0530927. 

Чтобы решить дифференциальные уравнения 

dЛ1 aR а"'1 aR 
те = д"'1' те = - дЛ1 ' 

перейдем к уравнеиию Гамильтона - Якоби: 

'1' = 3000z2 + z (- 6000~ + A~ + К' соз 2 ~~: ) . (26) 

Если 

W ' 1 \ '1' - 3000:2 + 60<Щ: - A~s dЛ 
="2 J arccos K's 1 (26*) 

- решение этого уравнения, где 11' будет обозначать постоянную 
интегрирования. и по (18*) 

2 
dА1 =и dJ, 
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тогда, в соотвеТСТВШI с § '1, '\1 11 Л1 найдутся пап ФУНlЩИ11 временп 
п р1l IIО~IOЩI( слеДУЮЩIIХ уравнений: 

1 1]' - 3000:2 + 600Щz - A~:: 
Лl = 2" Ю'ссоs К':; - (27) 

ЕСШJ lJO:JOj-JШТЬ 

.\\ = К' Z - '1' + 3000 Z2 - 6000 ~z + А 2' z,} 
Х2 =.-.= К' Z + '1' ~ 3000 Z2 + 6000 ~z - А 2' Z, 

то уравненпе (27*) ПРlIмет ВIJД 

дС 1~' dz 
д'1' t - ~1 = -,r ' х J' Х1Х2 

где Z дается Бак ФУНКЦ1lЯ времени. 

(27*) 

(28) 

(2~*) 

Границы, в 1-\ОТОРЫХ колеблется величина z, определяются 
nОрНЯМII уравнениii Х1 = О JI Х2 = О. Последние можно выра-
311ТЬ с помощью ДИСI<Рllминантов D 1 IJ D 2• ЕС:ПI положить 

1)~ = ~ D 1 = } '1 + 0,0000001645 + 0,4435384~, 
'1 1 D 2 = 3 п2 = 3" fJ + 0,0000001066 + 0,4450029;, 

11 затем записать 

то б~ Д~M IIMeTI. 

Х1 = 3000 (z - Pl) (z - Р2)' 

.\2 = - 3000 (z - Рз) (z - Р .. ), 

Рl = ~ - 0,0004056 -+- -v D~, ) 

Р2 = ~ - 0,0004056 - -v D~ , I 
р, ~ • + 0,0003265 + Jf D; , I 
Р4 = ~ -+- 0,00032li[) - -v п~ . J 

(2~) 

ДJlС"РШlIIнант п~ меняет З1lаl> на ШIНIIll 1.1' а ДIIСНрИМlIнант п2 
на ШlНШI lJ2' ЕСЛJl D~ отрицатс.'1ЪНО, то уравнение Х1 = О не 
lIMeeT деiiСТВllте.:IЬНЫХ порней, и Х1 всегда остается ПОЛОЖJlтель-
ным. ЕСЛll D~ отрицательно, то уравнение Х:! = О не имеет дей
ствительных порней, и Х2 всегда остается отрицательным. Так 
пап произведе1lие Х1Х2 не может быть отрицателbHblltf, то нахо
ДIlМ, что не могут существовать такие значения ~ и fJ, дая которых 
О1 JI D-;. одновременно отрицательны. 
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IIРЮlые ;IIIНИII L 1 11 L 2 делят деiIСТВIIте.:JЬНУЮ п:юс/,осТJ. ;11 
на четыре об.lаСТJI, JiOTOpble обознаЧ1lМ через G1, G2, Gз 11 G~, 
а IIменно та).;, что 

в G1: D 1 ПО;10,ЮIТе.1ЬНО, 

» Gz: D 1 110.10ifште.1ЬНО, 

» Gз: D J ОТРllцате.чьно, 

» GJ : D1 uтрllцате.'IЬНО, 

D~ - отрllца'те:IЬНО, 

D 2 - 110.'(();ЮIТе:IЫЮ, 

D z - ПО;lOiюпе:IЫЮ. 

D 2 -- ОТРJlцате.1ЬНО. 

Об;lасть .f!~ ,..яв.lяется «запрсщеЮlOii», I1бо, еСДII ТОЧI,а (~, 11) 
.1JСilШТ n ЭТОll ОО.lаСТJI, то ДllффереНЦllа.lьные уравнсннн НIШalillХ 
дсiiСТВlIтельных решеНllii не допус"ают. 

В облаСТII G1 "орнн Р3 11 p~ "ОМП.:Iе"сные, та ... что здесь Х., 
всеГ;J.а остается ОТРIlцате.1ЫIЫМ. с.lедователыI, ДО.l;ЮIO ТЮ,i1iё 
всегда оставаться ОТРIlцатель-

ным Х., Д.J1Я чего неоБХОДIlМО,'i 
чтобы z liШJебаЛОСJ, меiliДУ "ор
НЯ~JII р, 11 Р2' В этом с.'Iучае 21..1' 1., 

очеВJlДНО, юшогда не МО;l\ет 

быть равно 1800, но УГ.1Jовая ве
;lIIЧJlна Л, "О.1Jеблется подобно 
~lаЯТНII"У ОIiОЛО значеНIIЯ 1..1 = О. 
Следовате.1ЬНО, в облаСТII Gt ._____ .. 

lIMee~1 Лllбрацшо по 1..1 о/-\о;ю 
1..1 =--= О. С" 

В G2 вес J'ОJЭНI1 р" pz, rз, p~ 
деiiСТВlIтеш.ны. Здссь Х, 11 Х2 
ДО.liННЫ БЫТI. одновременно ш:ш 
оба ОТРIЩl:\те.!JЬНЫ, ШIII оба пол()- '-, 
;J-\IIте.1JЬНbI. Величина z liолеблет-
ся меiliДУ одним из "орнеН Рl 
11:111 pz 11 однпм llЗ корнеН Рз РJlс.44. 
II:Ш p~. l\аliIЮ 113 ЭТIIХ l\орнеН 
011 редс.'шют I'Р<\Н1ЩЫ Z, заВI1СIIТ от IIХ 'IlIC,10IJblX анаЧСIIJJJj. }')'
.. юная веШIЧlllН.\ Л, :щесь Hcm'paHII'ICHHO ноарастает. 

На"онец, в Gз 1i()PHH р, 11 1'2 "ОМIIJЮI\СIIЫ(', та" чт() .\1 неСI'да 
()стuется 1I():lOinllтс.1ЬНЫМ. С:Н.'доватсщ,но, .\~ таЮl\е всегда дш\
il'"O быть 1I0:10iliIlтсдыIм. д:ш Ч('Г() неоБХ()I\IIl\lО. чт()бы z 1.;o;Il'
баJIOСЬ меiliДУ граНlщаМlI 1>з 11 p~. ВеШIЧlша 21..1 здесь юш()гда 
не l\lOiKeT стать равной ну.Тlю, Tali "а" она маятюшообраЗllО "0-
:Iеб,1ется 01,0.'10 значения 21..1 = 1800. Итаli, в облаСТII Gз имеет 
место ШlбраЦIIЯ по 1..1 01\0.'10 значеНlIЯ 21..1 ~-= 1800. 

Для выяснеНI1Я xapaliTepa ОПllсаllНОГО TO.1b1i0 что ДВlliliеНIIЯ 
проведем ВЫЧIIС.1JеНllе nOplleii Д:IЯ опреде.'lСННОГО с.lучая. ПО.l)О;ЮI~I 
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s = + 0,001 и тогда ПОДУЧIlМ ДIlСКрИМIIнанты 113 форму.'! 

• 1 
D1 = 3 1') + 0,0004437029, 

• 1 
D2 = 3 Ч + 0,0004451095. 

Будем теперь придавать веЛllчине 1') различные значения от 
0,003 до -0,0013353295 (последнее знач.ение лежит на границе 
«запрещенной» области G,) 11 из (29) получим следующие значения 
для корней: 

I 
1 
'3'/1 I 

р, I р. I ". I 
р, 

1 0,001 0,0385905 -0,0374017 +0,0393411 -0,0366880 
2 -0,0002 0,0162054 -0,0150166 0,0169825 -0,0143295 
3 -0,000i430 О,О0143Н -0,0002423 0,0027756 -0,0001226 
4 -0,00044335 О,ООН885 +0,00000035 0,0026530 ±О,ооооооо 
5 -0,00044370 0,0005944 +0,0005944 0,0025125 +0,0001405 
6 -о ,00044440 мнимое IIIнимое 0,0021688 0,0004842 
7 -0,00044511 • » 0,0013265 0,0013265 

Точки 1, 2, 3 и 4 лежат в облаСТII G2 • Точка 5 лежит на LJ , 

т. е. на границе области Gз . Точка 6 лежит в области Gз, и, на
конец, точка 7 лежит на L2 на границе «запрещенной» области G4• 

В случаях 1, 2, 3 z периодически колеблется между Р! и Рз' Угло
вая величина Лl неограниченно возрастает со временем. 

При ~ 1') = -0,00044335 и вообще для всех ТQI(ИХ значениii 1'), 

1 
которые лежат между этим значением и значением 3 1') = 
= -0,00044370, имеют место особенные движения. А именно, 
здесь могут быть две различные формы движения: либо z колеб
лется между Рl и Рз, либо между Р2 и р,. Значит, координаты не 
являются однозначными функциями постоянных интегрирова
ния S и 1'). 

1 
При '21') = - 0,00044370 имеет место предельное движение. 

Оно также может происходить ДВОЯIшм образом: величина z 
стремится к граничному значению +0,0005944, либо от меньшпх 
значений Z, которые имеют нижнюю границу z = 0,00014.05, или 
от таких значений Z, которые больше чем граничное значение, 
но меньше чем +0,0025125. 

В случае 6 z колеблется между Рз и р,. Здесь угловая вели
чпа 2Лl никогда не может быть равной нулю, КOJIемнсь OROJIO 
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значения 1800. Таким образом, здесь имеет место либрация по Л L• 
Это имеет место для всех значений Т), ItoTOpble лежа1' между 
1 1 
3 т) = - 0,00044370 и 3 т) = - 0,44511. 

Наконец, в случае 7 z принимает постоянное значение 
1 + 0,0013265, что будет при 3 т) = - 0,00044511. При значениях 

Т), меньших этой границы, никакие действительные движения не

возможны. Величины корней Р1' Р2' Рз, P~ дают точки орбитъr, 
которые соответствуют зна

чениям 2Л1 = О И 2Л1 = 1800. 
Для получения еще двух то
чек орбиты вычислим с по
мощью (26) значение величи
ны Z, Iюторое соответствует 

значению Лl: 

A~ + К' cos 2л,1 = о. 
Подставляя числовые значе
ния A~ и К', получим 

2л,1 = + 960,20. 

Соответствующие значе
ния z по (26) и (22*) будут 

Z=~±V69+~ = 

= , ± V ~ т) + 0,4443496, • Рис. 45. 

Таким образом, в трех случаях 3, 4 и 5 мы получаем: 

3) 

4) 
5) 

ZI = 0,002162, 
Zl = 0,002000, 
ZI = 0,001806, 

Z2<0, 
Z9<O, 
Z9 = 0,000194. 

в случаях 6 и 7 значения Zl и Z2 комплексные. 
Рис. 45 дает ясное представление о геометрической форме 

орбит 3 -7. Одна из кривых, 4, лежащая внутри меньшей петли, 
в этом масштабе свелась к точке. Предельная нривая указана 
пунктиром. Если имеет место предельное движение, то точка 
(Z, л,1) движется по одной из петель и с ростом времени неограни
ченно приближается к двойной точке предельной кривой, не 
достигая ее в нонечный момент времени. 
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ECJIII S ОТРl1цатеJIЫЮ It;JJl положптельно 11 меНJ,ше чем 
0,0000395 (НООРДllната 6 точки пересечеНIlЯ JШНllii L 1 11 L 2), то 
воспользуемся ПРIlведеННЫМII выше рассуждеНИЯМIl с ОДНIJI\I из

l\I('пенпем: Лllбрация по 2Л J IIМ('eT м ('('Т О теперь н(\ OI,(),!IO 2Л1 ··1 ROC', 
а о"о.тlO значеНIIЯ 2Л 1 = О. 

Соответствующне ЧНС.1а станут яснее, еС.'111 при ПОМОЩJl 1l0:IY

ченных граНIIЧНЫХ значениii для z ВЫЧИСЛIIТЬ соответствующие 
граНJlчные значенпя ОСI\УЛПРУЮЩIIХ средних движениiI малых П,1lа
нет. Для ОСНУЛIlРУlОщего среднего движения n пмеем уравнение 

1 1 
n= -.-, =-

а" :ri 
JШJl n силу (8), (18) JI (18*) 

n = (1 -:- ~l~ :)3 = 3N (1 - 36 + ?z + ... ). (30) 

ЕС.ТIII N выраЗJlТЬ в астрономичеСI\IIХ единицах 11 принять в l\а
честве возмущающеii планеты ЮПllтер, то будем IIметь N = 
,-" 299",12836, 11, с:юдоватеЛЬJlО, Д.1Я 6 .7.С О,ОО1 

n ~-=O 894",69292 + 2692:15[)24 z. 

Отсюда получаем следующие граничные значения для оску:ш
РУЮЩIIХ средних движеНIIЙ в случаях -1 -7. 

Граничные значения для ОСКУШIРУЮЩJlХ средних движениii 
l\Ia.lIblx планет ТIIпа 1/3 НРIl 6 = +0,001: 

1. 998,5Е45 1СОО,6052 

:!. !J38,З20З Н4(),4124 

:\. 898,515f1 902,16fi2 
4. 897,8925 8!!1 ,702:i НО1 ,H:~Zi2 894,6929 
5. 896,29:Н 8!)(i,29~1 901,4569 895,0711 
6. 900,5316 895,9964 
7 . 898,2640 898,2640 

Из этой таблпцы непосредственно видно, что ОСКУЛllрующие 
средние движеНIIЯ малых планет могут иметь любое произвольное 
среднее значение. Для значений 6, 1], которые находятся на особой 
I<РIIВОЙ L 1, по крайней мере для 6 = 0,001 ОСКУЛJlрующее среднее 
движение приб.'1ижается J\ значению, которое мы обознаЧJlМ 
ч<'ре:\ \'1: 

(Э1) 

в точке i ОСI\УJlllрующее среднее ДВШI,еНlIе IIмеет :\tlUчение 

VЗ = 898)640. (31 *) 

ЕСЛII имеет меето .ТllIбраЦIJЯ по Л 1 , то ОСКУЛJlРУЮЩ('Р среднее ДВlI-
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жеllие колеб.'1ется между граНllцаlllll, 113 I';ОТОРЫХ одна меньше 
Vl, а другая больше \'3' 

Если речь пдет об орбите (например, 4), распо.10ааЧlНоii внутри 
меньшей пеТЛII граНИЧНОII "ривоii, то :шачеПJlЯ ОСl\у.'IIIРУIOЩРI'О 
среднего ДВJlжеllllН будут меньше \'1' 

Этн выводы справеДJIlIВЫ ПОl\а TOJIbl,O дЛН ЗШ\ЧСНIIН ~ ,-,-: 0,001. 
Но леГI\О важнейшие IIЗ ннх распространпть на все значения ~. 
В самом деле, можно доказать, что для всех точеl\ :ШЮШ I.Jl 
ОСl\улирующее среднее движенне неограНllченно п рнб.ТlПжается 
к определенному уравнением (31) значению V1• 

Далее можно ДОI.;азать, что во всех ТОЧI\ах лиНIШ L~ ОСI\У
лирующее среднее двшнеНllе об:Iадает значением Vз , определяе
мым при помощи (31 *). Еслп точка (~, 11) наХОДllТСЯ на L l , то со
гласно (29) z приб.1JIIжается 1\ значению ~ - 0,0004.0;,6. Но :>тому 
значению z по (30) соответствует постоянное значение n, а I1меНIIО: 

n = (1 + O~~4(56)3 = 89()",2931 = V\. 

АнаЛОГllЧНЫМ образом наХОДJlМ, что Ш\ 1.-2 oCI\YJl11 РУIOЩ<Ч' С ре;\нер 
ДВllжение обладает значенпем Vз' 

ЕСЛIlИСI\ЛЮЧIIТЬ IIЗ рассмотрения орбllТЫ, попадаЮЩllе внутрь 
меньшей петли, то видим, что в облаСТII G2 ОСНУ.1НРУЮЩJlе среДНllе 
движения будут бо.1Jьше Vl, и еС.1JИ бы мы преДПРННЯЛII подобное 
исследование для отрицательных значеНIII' ~ (11.111, точнее, д.1Я 
~ < 0,0000395), то обнаРУЖII.lII бы, что ОСl\у.'шрующне среднне 
движения вне области лпбрации меньше Vз ' Если lIMeeT место 
ЛIlбрация, ОСКУЛllрующие средние ДВllжеНIIЯ 1\0.1еб.1JЮТСЯ меiI\ДУ 
двумя границами, из I\ОТОРЫХ одна - верхняя - всегда БО:Iьше 
\'з, в то время как НIliКНЯЯ граница всегда меньше Vз' Но она ~южет 
в зависимости от обстоятельс.тв быть бо.'Iьшеii ШIII меныпеii \'1. Та
IШМ образом, это обстоятелъство Уl,азьшает на то, что BC.TIeAcTBlIe со
измеримости никаЮIХ люков в ОСКУЛПРУЮЩlIХ среДНIIХ движеНIIЯХ 

не возникает. То же самое, следовательно, справед.'IIШО Д,1Я ос"у
ЛИРУЮЩllХ БОЛЬШIIХ JIО.'IуосеЙ П.'Iанетных орбит. Та" I,а" э:[е
менты планетных орбит, которые пуб.'1IШУЮТСЯ в аСТРОНОМIIчеСl\IIХ 
эфемеридах, являются в подав.'1яющем БО.1JЬШIIНстве случаев 
ОСКУШlРУЮЩИМlI, то находим, что .1JIOIШ, 1\0TOpble обнаружены 
в I\Одьце малых П:Iанет 11 встречаются нменно ТЮf, ri\e ОСI';У.'IП

рующне средние ДВЮI\еНIIЯ 1I.'IaHeT в два шш ТрIl раЗi\ бодьш(' 
среднего двюнения Юпитера, едва .111 могут быт!) о(iЪJlснены тем, 
что такне ОСI,УJШРУlOщне элементы Ma.'IbIX ПЛi\нет неВО:ШОflШЫ 

с теоретпчеСI.;оii ТОЧI\ll зреНIfН *). ОдlНЩО :lТО не мешает T(HIY, ЧТО 

*) Это, впрочем, само собой понятно y"l>e на того, что моашо преДСТ8ВIlТЬ 
себе планету, которая в определенный момент OНlICbluaeT данпый :}ЛЮIl1С, Tal\;I;C 
liохожий 11а этот :JЛЛIIПС. ОСКУJJllрующие зл.,мснты МOI'УТ IiblТl. 11<'(' Jlыliрrшы 
произuолыlO. 
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объяснение этих странных люков может стоять в связи с точ
нами разрыва проблемы Делоне. 

Кан ведут себя истинные средние движения в областях G1• 

G2 и Gз? Чтобы ответить на этот вопрос, выясним сначала более 
тщательно понятие истинного среднего движения. 

Уравнение (28*) показывает, что если исключить особые ли
нии, L 1 И L 2, Z будет периодической функцией времени. Обозна-

я 
чим. период через 2Т1 и положим n1 =""1\' Тогда IIЗ уравнения 

(27) найдем, что dd~l - периодическая функция того )I,e самого 
периода. Следовательно, мы можем написать 

2л,1 = n1t + C1 + 1:а, sin i (nlt + С1). 

Затем, в соответствии с (7), имеем 
d'Л, дR 
(jГ= - дЛ2 ' 

rде правая часть является степенным рядом по Z, который также 
может быть представлен нак периодическая функция времени 
с периодом 2Т1 • Имеем, следовательно, 

л,2 = n2t + С2 + 1:Ь, sin i (nlt + С1). 
Величины nl и n2 являются средними движениями соответственно 
для 2л,1 и л,;I' 

Если эти формулы подставить в уравнение (6*), то получим 
среднюю долrоту l + n и долrоту периrелия п, представлеНlIЫМII 
как функции времени. Из (6*) получаем 

l + n = (л,2 + Nt) = (n2 + N) t + С2 + ~ Ь, sin i (n1t + Сl)' 
n = N - ~ (2л,1 +~) = [N - ~ (nl +n2)Jt +Сз + ~cisin i (n1t+cl). 

Таким образом, истинное среднее движение малой планеты, 
которое мы обозначим через по, имеет значение 

по = n2 + N, (32) 

и для среднеrо движения периrелия находим выражение 

1 
N - 2 (nl + n2). 

Если среднее значение функции обозначать скобками, то в силу 
(7) имеем 

(33) 
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Для вычисления значения n2 для точки внутри области Ga проще 
всего поступить следующим образом. В силу (6) имеем 

aR 1 aR aR 
-=---+~ дА1 2 д:Сl д:С2 ' 

и, значит, 

aR + 2 aR = 2 aR 
дА2 дА1 a:cz • 

Но внутри областей G1 и Ga имеем n1 = О, следовательно, 

[~]=O, 
так что здесь 

(34) 

Но правую часть можно сравнительно легко построить. Из (1), 
(2) и (4) получаем 

_ 2 aR = 2N + ~[_ A~O)_ A~O)_ 
д:С2 :1:1 

- (2: А (а) + 5A~a) + A~a() cos 2л'1 + ... J. (35) 

Все пренебрегаемые члены умножаются на положительную степень 
е2 и массу Jt. Для вычисления среднего значения правой части 
этого выражения необходимо знать среднее значение cos 2л'1. 
В области Ga величина л'1 является периодической функцией t, 
которая может быть записана в форме 

л'1 = 1800 + ~Ci sin i (nat + Са)' 
Следовательно, в этой области имеем 

11: 

[cos 2л'1] = ~ ~ COS 2л'1 d (nзt + Са). 
о 

В то время как nat + Са возрастает от нуля дО П, z колеблется 
между р", и Ра, так что согласно (28*) 

dz 

37 К. Шарnье 
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Но в силу (28*), 

так что 

очевидно, имеем 

ра 

дС n {. r --::,;,d~::".....,,= 
д1)' • n; == Х.) VX1X. ' 

Р. 

[ГЛ. Х 

(36) 

Чтобы ВЫЧИСЛИТЬ этот интеграл, проведем интегрирование урав
нения (28*) для либрационного случая. 

Корни Рl И Ра являются коиплексиыми. Если положить 

то будем им~::. 

Рl = а + ip, 
Р2 = а - ip, 

rJ. = 6 - 0,0004056, } 

~ = r -D~. 
Тогда интеграл уравнения (28*) примет вид 

Р4 + Plhl + (- Р4 + рзhl) СП и 
Z = t + h1 + (_ t + hl) сп и ' 

rAe h1 и и имеют следующие значения. 

(37) 

Введем вспомогательные углы ерl и ера при помощи формул 

Р4-(I р&-(I 
tg \pl = -~-, tg ера = -~ - • 

и 

и = gt + const. 

Модуль k эллиптической функции сп и будет равен 

k = I sinf (ера - ерl) 1. 
Отсюда выводим следующие выражения для Х1 И Ха: 

(38) 

(38*) 

[1 + ht + (-1 + hJcn U)Х1 = 12000 [(Р4 - «)' + р') (1- k' зп1u). 
[1 + h1 + (-1 + hJcn U]Ха = 3000 h1 (Ра - pJ' sn' и, 
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и, наконец, 

dz du 
ухх--== 4, 

1 21 3000 'Yr"O[7"(p-4, -Ct~)2~+~~2~][:-:'(p-a-_-a-:)':"'2 -:-+-:~~2)' 
• 

При помощи этой формулы можно вычислить lJнтеграл (36). Нет 
необходимости выполнять эти вычисления, чтобы получить пред
ставление об изменении истинного среднего движения. Во-пер
вых, очевидно, что среднее значение [сов 2Лl1 самое большее равно 
+1, а самое меньшее -1. В самом деле, эти границы либо дости
гаются, либо по меньшей мере мы подходим к ним сколь угодно 
близко. Это оказывается в непосредственной близости от обеих 
особых кривых L1 и L'l.' Следовательно, внутри области G8 истин
ное среднее движение по колеблется между двумя границами: 

"iO) = 3N + ~ (- А 10) - A~O) - К) (39) 
Xl 

и 

где члены, которыми пренебрегают, умножаются на ~ и возму
щающую массу и, значит, сравнительно малы. 

Если подставить числовые значения, то найдем 

,,~o} = 896)65, ,,~') = 898)36. (39**) 

Таким образом, ни одна из границ дЛЯ ПО внутри области G8 не 
совпадает с "1 и "8' Действительно, находим, что 

(О) (О) 0"128 
"1 - "1 = "8 - '\'8 =. . 

Разность "8 - "1 равна разности ,,~o) - ,,10). 
Как ведет себя истинное среднее движение при переходе череа 

особые линии L 1 и L z? Чтобы решить это, мы найдем для истин
ного среднего движения в области G'l. приближенное выражение. 
Из (32) и (33) имеем 

no=N- [:~]. 
Но 

R = F о + [F1 + G1 сов 2Лl' 

и будем иметь 
BF' t 
_О ~--+N=-n+N, 
дАа ~ 

где n обозначает ОСI\УЛИР}'ICщее cleAHee движение. Даnее 

37* 
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приближенно 
д [F] =.!. дА(О) = -f... А(О) 
дЛ2 2.... aXl Zl 1· 

Что касается среднего значения G1 соз 2л1 , то оио В области Gt 
с точностью до членов второй степени относительно эксцентри
ситета и второго порядка относительно масс равно нулю, сле

довательно, приближенно имеем 

по = [n] - L AiO) = [n] - 0",128, 
Zl 

где [n] обозначает среднее значение оскулирующего среднего 
движения. Как известно, это среднее значение на L 1 равно 
896Н ,2931 (=V1). в окрестности L1 [n) также немного отличается 
от этого значения, и, следовательно, в области G2 вблизи особой 
линии L1 имеем 

ПО = 89(165 = 'Y~O). 

Итак, находим, что при прохождении особой линии L 1 истинное 
среднее движение не делает никакого скачка, а непрерывно пере

ходит в среднее движение области Gз. 
Это тем более неожиданно, что в другом отношении особые 

линии L 1 и L 2 следует считать линиями разрывов. Это имеет место 
для амплитуды колебаний эксцентриситета. 

1 
В области G2 величина z (она приближенно равна 4" е2) ко-

леблется между Рl и Рз, И амплитуда колебаний Рз - Р1 здесь 
равна 

РЗ-Рl=0,0007321 + YD~-YD~. (40) 

в области Gз колебания z будут ограничены корнями Рз ир". 
а амплитуда колебаний здесь равна 

РЗ-Р4=2УD~. (41) 

Если оставаться в непосредственной близости L1, то D~ = О 
и, следовательно, амплитуда колебаний 

в области G2 : 0,007321 + У D~ = CXt, 

» 

Если принять во внимание, что D; предполагается весьма 
малым, то здесь приближенно имеем 

D; = -0,0000000579 + 0,0014645 ~. 
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Таким образом, при переходе через линию L 1 амплитуда нолеба
ний делает скачок от значения а2 до значения аз. Для очень малых 
значений S (которые должны быть больше 0,0000395) ot2 > аз. 
Для S = +0,0004055 а2 = аз. Для еще б6льших значений s 
всегда аз > а2' 

Этот сначон в амплитуде нолебаниiI при переходе постоянных 
интегрирования через особую линию является наибо.lIее важ
ным СВОЙСТВОМ интеграла в Оl\рестности СОJ1змеримостеЙ. Следует 
отметить, что амплитуда нолебаний изменяется скачном, а пе
риод, кан уже было доназано, подвержен непрерывному изме
нению. 

До сих пор мы не рассмаТРIlвали область G1 • Здесь норни 
Рз и Р4 номплексные, и следовало бы ожидать, что ДВIIжение будет 
происходить между Рl и Р2' Но формула (29) ПОJiазывает, что Р. 
отрицательно. Так нан по своей природе веЛИЧlIна z всегда поло
жительна, то в этом случае Р2 не может служить границей для 
I\олебаний Z. С другой стороны, кажется *), что внутри G1 имеется 
область, в ноторой Рl положительно, и где положительные зна
чения z совместимы с дифференциальными уравнениями. Нан надо 
исследовать соответствующие движения, если они вообще су
ществуют? Дифференциальные уравнения (7) здесь непригодны. 
Проще всего вместо А1 и Лl ввести новые каНОНIIчесние перемен
ные (см. § 1 гл. VI): 

Мы не будем исследовать этот вопрос более подробно. И без этого 
можно сказать, что эти орбиты, eC.lIII ОНJI существуют, должны 
соответствовать либрации по Л] оноло Л1 = О, тан кан значение 
2Лl = 1800 несовместимо со значениями этих постоянных IJHTe
грирования. 

Мы видим, что линии L 1 И L 2 не являются единственными гра
ничными линиями для постоянных интегрирования. Значения 
О и 1 образуют для ЭI{сцентриситета (а следовательно, О и 1:4 для 
А1) танже граничные линии, ROTopble нельзя пересечь. 

Сопоставляя наши результаты о соизмеримости типа 1 :3, прихо
дим к следующему. 

Интегралы заВIIСЯТ от двух постоянных IIнтегрирования, S и '1'\. 
Из них '1'\ приближенно совпадает с постоянной ЯRоБIJ, В то время 
нан S зависит от энсцентриситета. Если s 11 '1'\ рассматривать нан 
прямоугольные НООРДIlнаты на плосности, то эта плосность пря-

*) Мы ГОВОРЮI «кажется», так как область положительных значений 
Рl внутри Gl все же весьма мала, и поэтому не исключено, что наблюдаемая 
здесь степень точности может быть недостаточпоii, чтобы окончательно ре
шить этот вопрос. 
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мыми линиями L1 И L2 будет делиться на четыре области, G1, G2, 

Ga, G" которые характеризуют различные формы движения. 
Если точка (~, f)) находится в G" то движение невозможно. В G2 
неограниченно возрастает "'1' в то время как Л1, а ТaI{же эксцен
триситет I\олеблются между двумя постоянными границами. 
В Gз эксцентриситет, а равным образом и величина "'1' также ко
леблются между двумя постоянными границами. Около значе
ния 21..1 = 1800 имеет место либрация. В то время как точка 
(~, f) области G2 пересекает особую линию L1 и переходит в об
ласть Gз, амплитуда колебаний эксцентриситета изменяется скач
ком, а период этих колебаний изменяется непрерывно. В области 
G1 может быть либрация по "'1 вблизи значения "'1 = о. На линии 
L1 оскулирующее среднее движение при всех ~ и f) стремится 

к значению 89(293, на линии L 2 оно Иl\lеет значение 898:264. 
Истинное среднее движение IL\leeT на этих линиях соответственно 
значение 896')65 и 896)64. Свойства интеграла не дают ника
кого прямого объяснения люку в числе планет вблизи среднего 
движения, равного 897". 

Малым планетам типа 1/2 посвящены исследования различных 
авторов. Результаты аналогичны, но не идентичны тем, которые 
были здесь найдены для соизмеримости типа 1/з. Среди исследова
ний можно отметить работы Гильдена, Гарцера [801, Шварц
шильда [811, Пуанкаре [821, Андуайе [831, Бренделя [841 и 
Хилла [851. Наиболее полными из них являются исследования 
Бренделя и АндуаЙе. Последний, между прочим, доказал, что для 
соизмеримости типа 1/2 особые линии и либрационные движения 
могут встретиться не только при "'1 = О И "'1 = 1800, но и при 
ПРОМ,jжуточных значениях "'1' 

§ 6. О соизмеримоствх высших порвдков 

СоизмеРlL\lОСТИ низших порядков обусловливают большие 
возмущающие члены, которые уже на достаточно малых проме

жутках времени вызывают большие изменения в координатах. 
Иначе обстоит дело с соизмеримостями высших порядков. Они 
могут быть замечены толы{о на больших промежутках времени. 
Но тем не менее они представляют весьма большой интерес, 
так как непосредственно эти члены наиболее важны в вопросе 
об устойчивости. Мы исследуем такие соизмеримости, применяя 
методы предыдущего параграфа. 

Из возмущающей функции мы возьмем: 1) члены нулевого 
порядка (Fo) , 2) вековые члены (F), 3) члены 

где 
~ а. соз ig, 

g = SIYl - S2Y" 
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и 81 И 82 обозв:ачают большие числа, из которых 8, можв:о считать 
положительllым. В таком случае мы имеем соизмеримость по
рядка 8,. 

Полагая 

R = 'I'J + F. + [F] + ~ ас соз ig. (1) 

где под 'I'J будет пов:иматься пока неопределенная величина, мы 
придем к дифферев:циальному уравнению (3*) предыдущего пара
графа. 

Что касается коэффициентов ас, то, как нам известно из § 4, 
а1 имеет порядок 8, относительно эксцентриситета. Далее, а, 
имеет порядок 282' И вообще ас .- порядок i8,. Так как вдесь 
89 считается весьма большим, то а1 весьма мало, и ряд ~ac схо
дится очень быстро. 

Для приведения уравнений движения к одв:ой степени СВО
боды положим 

, , 
где 81 и 8, пока не определеиы. Если еще положить 

Жl = 81А; + 8;A~, ж, = - 8sЛ; - ~~, 

тогда л;, А;, д~, д; также образуют систему кав:онических пере
меииых, с той же самой характеристической функцией R. Рааре-
шая последние уравнения относительв:о л; и A~, получим 

, . , 
М1 = - 8'Жl - 81Ж2' 

где обозначено 

А = - 818~ + 8g8;. 

Сделаем еще одв:о преобразовав:ие, полагая 

Адl = д;, д, = - д;, 

А1 = M;,Ag = -A~, 

и тогда новые перемеииые Л1, А" дl' hg будут всегда оставаться 
каноническими. 

Выбор чисел 8; и ss является произвольным. Можв:о было бы, 
в:апример, этот выбор сделать так, чтобы получилось А = 1. 
Такой выбор в некоторых случаях делается (в:апример, для типа 
1/S>, но он приводит при высоких соизмеримостях к очень боль
шим величинам координат А1 и А2, что не удобно. Для этой цели 
сделаем иной, более подходящий выбор. Возьмем 

st = -1; 8; = О, 
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так что имеем !J. = - 82 И координаты 

"-1 = - ~ У1 + У2. j 82 

"-2 = У1. 
(2) 

которые положим в основу последующих исследований. 

Так как возмущающая функция разлагается по степеням Х2 (или, 
правильнее сказать, по степеням у xJ, то представляется целесооб
разным использовать Х2 в качестве координаты. Величина А2 
отличается от Х1 только на малую веЛIlЧИНУ 81 Х2 и, наконец, 

8, 
аргумент g 1 равен - 82"-1' 

Дифференциальные уравнения 

dЛ1 aR dЛ1 дЛ j 
([г = дд1' dГ = - дЛ1 ' 

(3) 
dЛ2 aR dдз aR 
dt = дд2' dt = - дЛ2 

допускают интеграл 

А2 = const, 

в котором постоянную обозначим через уа. Кроме того, имеем 
интеграл 

R =0, (4) 

так как соответствующая постоянная интегрирования может быть 
включена в 'I'J. 

Дифференциальные уравнения 

dЛ1 aR ад} aR 
те = дд1' dt = - дЛ (5) 

характеризуются несколькими особыми точками, которые полу
чим из уравнений 

aR aR 
R = дЛ1 = дд1 = о. 

Последнее из этих уравнений имеет вид 

1: i Gi sin ig = о, 

(6) 

(6*) 
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Так как в характеристическую функцию R величина Лl входит 
только В комбинации S2Лl, то эти решения приводятся к двум 
следующим: 

S2Лl = О, S2Лl = 1&. (6**) 

Если эти значения подставить в первое из уравнений (6), то 
оно примет вид 

R 1 = 'I'J + F o + [FI + 1:Gi = О (7) 
и 

R 2 = 'I'J + Fo + [FI + 1: (_1)i G$ = О. (7*) 

После того как из этих уравнений и соответственно уравнений 

дR1 = О (8) 
дА1 I 

:1: = о (8*) 

исключено А1 , получим уравнения для двух особых кривых. 
Запишем эти уравнения в форме 

D 1 (а, 1') = О, (9) 

D 2 (а, 1') = О. (9*) 

Функции D 1 и D: можно рассматривать как дискриминанты R1 

и R'I.' 
Находить эти дискриминанты не обязательно. Рассмотрение 

интегралов можно ировести проще. Ниже, ради краткости, 
ограничимся иервым членом суммы 1:Gi cos ig: 

G1 cos g = G1 cos S2Лl1 

так как нет никакой нужды учитывать много членов. Положим 
далее 

так что теперь 

(10) 

(11) 

где G1 - степенной ряд относительно А1 , начинающийся с BA~J2 
(через В обозначена постоянная). 

Так как G1 - весьма малая величина, то интеграл (5) не 
на много отличается от интеграла уравнений 

dA1 дФ dAl дФ 
dt = дА1; dt = - дА1 • (12) 

По крайней мере в порядке опыта мы можем исходить из этих 
уравнений при отыскании интеграла уравнений (5). 



586 

где 

О ФОРМЕ ИНТЕГРАЛА В ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ 

Интегралы уравнений (12) запишутся в виде 

А1 = A~ = const.} 
),,1 = nlt + С1, 

дФ 
nl = - дЛО • 

1 
Уравнения (5) имеют форму 

dЛ1 С'" /lГ = - $2 1 З1n $2"'1. 

dhl дФ aGl '1 

dt == - дЛ1 - дЛ1 СОЗ $2"'1. 

Для получения интегралов эти уравнений положим 

А1 = A~ + БА1• 
Лt = nlt + С1 + БЛt, 

и разложим фуннцию Ф по степенЯ\I БА1: 

Ф = ФО + дд~O 6А1 + ~ ~~O (6А1)2 + ... 
1 дЛ1 

[гл. х 

(13) 

(13·) 

учитывяя сначала только первые степени БА1• дЛЯ БА1 И БА! 
получим дифференциальные уравнения 

dБЛ1 С' ( ) ~ = - $2 1 sln $2 nlt + Сl t 

dбhl д1фо aGt 
--аг- == - д~ 6А1 - дЛ1 соз $2~' 

интегралы которых будут 

6А1 = !!!. СОВ$. (nlt + Сl). I nl 

... " 1 {д2фо аl + даl)' ( ) 1,1"'1 = - -- --2- -- дЛ SlR$z nlt+Cl • 
8.nl дЛ1 nl 1 

(14) 

Эти выражения показывают. что А1, И "'1 из-за наличия чле
на G1 соз $иА1 испытывают в общем случае только малые перио
дические отклонения от тех значений, которые даются уравне
ниями (13). 

Но этот вывод несправедлив, если величина 11,1 весьма мала 
или равна нулю; в этом случае выражения (14) становятся не
-ограниченио большими. Для исследования этого случая мы будем 

дФ 
всходить из такого значения дЛЯ А1• при котором 11,1. т. е. дЛ1' 
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обращается в нуль. Пусть А1 = Р представляет такое значение, 
что 

Тогда имеем 
1 д2ф 

Ф == ФО + ? - (БА1)' + · . " 
... дA~ 

(i5) 

где фо и ее производные должны быть вычислены для значения 
А1 == р. 

Для R получим значение 
1 д'ф 

R == 11 + ФО + '2 д~ (БА1)' + G1 соз 8,Аl. 

Пусть 111 - такое значение, что 

ТJl + фо = О. (i6) 
Положим затем 

11 = 111 + ~11; 
'l'огда характеристическая функции получит форму 

t д'ф 
R == ~ТJ + 2" -, (БА~)' + G1 соз 8,AI, (i 7) 

дА1 

а дифференциальные уравнения будY'l' допускать интеграл 

R = О. (i7*) 

Теперь наши дифференциальные уравнения примY'l' следую
ЩИЙ вид: 

(i8) 

в R мы пренебрегли тем изменением, которое испытывает вели
чив:а G вследствие перехода от значения А1 = Р К значению 
А1 == Р + М1• 

Особые значеВИJI ~11 получаются из уравнений 

aR aR 
R == дАl = дАl == О, 

которые дают 

БА1 == О, 

8,А1 == О или n, 
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так что дискриминанты примут вид 

D1 = L1ТJ + G1 = о, } 
D2 = L1ТJ - G1 = о. 

[ГЛ. Х 

(19) 

Существуют толы,о две особые ТОЧКИ L1ТJ = - G1 И L1ТJ = G1• 

Из уравнений (18) и (17*) теперь получаем 

d~~l = _ 82 V G~ - [L1ТJ + {ф" (6Лд2J2, (20) 

а:е1 = - v - 2ф" (L1 ТJ + G1 сов 82A.J). (20*) 

Достаточно проинтегрировать одно ИЗ этих уравнений. 
Сначала исследуем значение Ф". Предварительно нужно

определить только знак этой величины. Согласно (2) и уравне
НИIQ (1) предыдущего параграфа имеем 

РО = 1 + N (Л2 _ 81 + 8э Л1 ) 
( 

81 )2 82 2 А2-- А1 
82 

и, следовательно, 

дРо 81 

дА1 = 82 

Производные от Ф необходимо вычислить для значения А1 = p~ 
дФ 

которое выбирается так, чтобы обращал ось в нуль дА1 ' Имеем 

тогда 

Последний член в этом выражении умножен на возмущающую 

массу, и, таким образом, весьма мал. Множитель при 81 в первом 
82 

члене совпадает с оскулирующим средним движением n дЛЯ 

А1 = р. Итак, приближенно имеем 

81n - (81 + 82)N = о, 
так что для соответствующих значений А1 среднее движение малой. 
планеты близко к соизмеримости со средним движением Юпитера. 
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Вторая производная от Ф почти совпадает со второй произ
водной от Fo• Формула для F; показывает, что Ф" положительно. 

Рассмотрим уравнение 

d~~l = _ 82 V G-~---=[ d-'I1-+----,}-ф-"-(б-А-1-)z ..... J~2 = 

== - ~ ф" v - (БА 1 - е1) (БА1 - ez) (БА1 - еа) (БА1 - е4), (21) 

t'де 

) 

I (21*) 

, I 
• J 

По (19) особые значения для d'l1 будут d'l1 = - G1 и: d'l1 = G1• Если 
А" > G1 (эту величину мы предполагаем положительной), то 

dБАl 
все корни комплексные, и тогда --;[г" также комплексное, так что 

такие значения А" расс.матривать не нужно. 
Итак, необходимо исследовать следующие четыре случая: 

а) d'l1 < - G1, 

Ь) d'l1 = - G1, 

с) - G1 < d'l1 < G1, 

d) d'l1 = G1• 

С Л У чай а). Как видно из уравнения (21), если не проис
ходит предельное движение, то БА1 должно осциллировать между 
двумя наибольшими или двумя наименьшими корнями е1 , е2 , е8' ef,' 

Порядок величин в случае а) е1 < еа < е, < е2 , так что БА1 пе
риодически нолеблется либо между е1 и еа, либо между ef, и е2• 
Угловая величина Л1 неограииченно растет вместе со временем. 

С л у чай Ь). При d'l1 = G1 норни еа и е, совпадают. Это 
соответствует предельному движению по БА1 , так что А1 асимпто
тически стремится к значению р, оставаясь всегда либо меньше р, 
либо всегда больше р. 

С л у чай с). Здесь е1 < е2• Корни е8 и е", комплексные. 
Здесь БА1 нолеблется между границами 

_ ' /" 2 (G1 - L\ Тj) + ' /"7:"2"( G:;-l----:L\..-Тj7") 
V ф" и V ф" • 
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Уравнение (20*) показывает, что веnичИна S2'J"l не растет 
неограииченно вместе со временем, а периодичесни ноnебnется 
окоnо значения S~l = 1800. Таким образом, здесь имеет место 
либрация по 'J"l' Есnи бы Gl быnо отрицательно, то имеnа бы место 
nибрация окоnо значения 'J"l = О. 

с л у чай d). L\1] = Gl ; тогда БАl доnжно быть тождественно 
равно нулю, И, следоватеnьно, A l всегда равно р. 

Ампnитуда ноnебаний в случае а) равна 

e2-m:' = еа -еl = V ;., [yG t - L\1] - r - (G1 + L\1])], 

И значит, остается одной И той же, независимо от того, будет ЛИ 
коnебаться БА1 между еl И еа иnи между е" е •• 

В сnучае с) эта амплитуда равна 

• 2" /"'2~(~a;-! ----,tJ,;-'1-:") 
е2;- el = V ф" • 

Есnи значение L\1] бnизко н особой точке -G1 , так что при
", /4а1 

ближенно L\1] = - G1, то ампnитуда в сnучае а) равна V Ф" 
, j7iiГ 

а в случае с) - 2 V ф .. l; спедоватеnьно, ПрИ переходе через особ;ую 
точку от сnучая а) н сnучаю с) ампnитуда коnебаний удваивается. 
Таким обраЗОif, особая точка L\1] = - G1 явnяется дnя ампли
туды коnебаний точкой разрыва непрерывнос'JИ, которая ведет 
себя так же, нак соотве'Jствующая особая nиния для соизмери
мосш типа ]/8' 

Как же ведут себя средние движения "'1 И "'2? Пре'Jерпев8.ЮТ nи 
ови также раЗрЫЕЫ в точке L\1] = - G1? 

Уравнение (21) дает в сnучае а) для попупериода коnебаний Т 
значение 

если имеет место ноnебание между е1 и е8' Есnи бы нолебания 
ПРОИСХОДИnИ между е, и е2 , то значение поnупериода можно быnо 
бы получить, взяв приведенный интеграл в предеnах от ес ДО е •• 

Как изменяется Т, ногда L\1] стремится к значению G1? Поnа
Гая 

(2З) 

где 

(2З*) 
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при ведем эnnиnтический иитеграn к нормаnьной форме, и тогда 
попучим 

rде модуnь k имеет значение 

k _,1 (e2-~)(ea-el) == VG1-&ТJ-V-(G1+&ТJ) (24) - r (e,-еl)(е2- еS) VG1-&ТJ+ V-(Gl+&ТJ) • 

Есnи ~1'1 стремится к значению ~1'1 = - G1, то k стремится к еди
нице и одновременно Т неограниченно возрастает. Есnи бы дви
жение происходиnо между е, и е2' то дnя Т попучипось бы то же 
самое значение. 

Мы видим, что в сnучае, когда все корни е1' е2' еа и е, деЙстви. 
теnьвы, коnебания замедnяются, есnи ~1'1 стремится к особой 
точке ~1'1 = - G1• Движение постепенно и без скачка переходит 
в предеnьное. Это можно выразить танже и так, что среднее дви
жение по Л1 стремится к вуnю, есnи ~1'1 при возрастании стре
мится к ~1'1 = - G1• 

Как же обстоит депо с nибрационным сnучаем (спучай с»? 
Среднее движение по Л1 всегда равно нулю. а веnичина Л1 перио
дически коnебnется окоnо значения Л1 = 1800. Канов же период 
этих коnебаний? 

Веnичива БА1 коnебnется между е1 и е2; корни еа и е, чисто 
мнимые. Здесь попупериод Т имеет значение 

11. 

Т = _2_ (" dБА1 (25) 
82Ф" ., " J\\ 2 2' .. ,. (e2-БА1)(БА1 - еl)(uА1 -е,) 

который может быть преобразован при помощи подстановки 

БА1 = е2 (1- Z2 (25*) 

К нормаnьной форме. Попучаем 

1 
т = 2 (" dz1 

82 V ф"G1 ~ "у(1- Z2) (1- k2Z2): ' 

где 

(25**) 

Есnи ~1'1 стремится к значению - G1, то модуnь k возрастает 
до едивипы и одновременно неограниченно растет попупериод Т. 
Еcnи прибnижаться к особой точке G1• то в обn8СТИ nибрации 
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колебания становятся медленнее. Здесь таI\же движение непре. 
рывно переходит в предельное. 

Если вспомнить, что по (2) 

л'1 = _!!. (1 + л-Nt) -л + Nt, л'2 = 1 + л-Nt, 
82 

то ИЗ того обстоятельства, что среднее движение по л'1 при пере
ходе через особую точку &'1') = - а1 имеет регулярное (непре
рывное) изменение, отнюдь не следует, что это справедливо также 
и для средних движений по l и л. Необходимо, чтобы среднее 
движение по л'2 было непрерывной функцией от &'1'). Но теперь 

d'J.s aR дфо 1 дSФ (JI. 2 да1 ~ 
те = - дЛ == - дЛ - 2" 2 uA1) - дЛ соз 82"'1' 

2 2 дЛ1дЛ2 2 

Выясним вопрос, как ведет себя среднее значение (БА1)2, 
когда &'1') переходит через точку -G1• 

Если &'1') < - а1, то обращение (21) дает 
БА _ e1h2 + е21/2 

1 - h2+y2 , 

где 

у = sn и 
и и имеет значение 

и = ~ 82Ф" -у (е4 - е1)(е2 - ез) t + const. 

Итак, величина БА1 является периодической функцией и 
с периодом 2К. Это имеет место и дЛЯ (БА1)2. Если (БА1)!! разло
жить в ряд Фурье, то постоянный член в этом разложении равен 
среднему значению (БА1)2. Оно равно 

к 

[ (БА )2] = -.!- \' [e1h
2 + е2 sn

2 и J2 аu. 
1 К J h2 + sn2 и 

о 

Этот интеграл можно точно вычислить, однако достаточно 
узнать его значение в окрестности точки &'1') = - G1• Мы уже 
видели, что в этом случае k принимает значениеt равное еди
нице. Затем будем иметь h2 = 1 и 

и, следовательно, 

2 к 

[(БА1)2] = ~ ~ 4du (25***) 
о 
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где К неограНIIченно растет, Rогда 1..2 стремится R е;шнпце. Но 

так что 

и, значит, 

. 4.du 1 

~ [е2и .. г2t1р == 1 .. е-Аи ' 

1 
=7 

[(БА1)2] = О. 

в случае .'шбраЦИIl обращенпе (21) прпво;щт 1, 
6А1 = e~ сп U J , 

rде 

и1 = 82 -v G1Ф" t + const, 

а модуль пмеет значение (25**). Средне/> ilначение (b'\J)2 :щесь 
будет равно 

Но 

q к 

[(6Л1)2] = ~ ~ сn2 и1 аи1' 
~ 

О 

к 
1 \' q k'2 Е 
К J Cll-U1 du l = - k 2 + k2K ' 

о 

где через К 11 Е обозначены Э.:I.'IПптические интегралы первого п 
второго рода. Если k2 стремится R единице. то Е таю-ке стре)II1ТСЯ 
R единице. в то время l\aR К неогранпченно растет. ИтаR, з,з:есь 
также 

[(61\1)2] = о. 

Таким образом, среднее движение по 1..2 не претерпевает раз· 
рыва, когда ~Т) переходит через ТОЧI\У -61' 

Относительно СОИ8иеримостей высших порядков мы прпхо.1Ш! 
К слеДУЮЩIlМ выводам: 

1. Член 
G1 cos (SlYl - S2Y2) 

в возмущающей функцпи оБУС:Iовливает ТОЛЬRО малые перподп
ческие изменения с амплитудой, Rоторая в ОRрестностп С·ОIIЗМе. 

римости имеет порядок V G1• 

2. Угловая величина 81Уl - S'!lJ2 В обще}! случа~ неограНIIченно 
растет. Но если постоянная ЯRоби лежит внутри опреде.1РН
ной (впрочем, весьма малой) области, то ВОЗНИRает ;шбрацпя 

38 R. Шар:n. е 
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этой угловой веЛllЧIШЪJ, тю, что SlYl - SiY2 нолеблется около 
значения 1800, если G1 положите:IЬНО. Еслп G1 отрицательно, то 
ПРОIlСХОДИТ либрация оноло значения SlY.1 - S2Y ... = О. 

3. При переходе через границы этой области от «обыкновен
ного» случая к либрационному амплитуда колебанпй по Л1 удваи
вается. Средние движения по l (средняя аномалия) и по долготе 
перигелия испытывают при этом тольно непрерывные изменения. 

§ 7. О представлеНИII интеграла задаЧII трех тел 
в чисто тригономеТРllчеекой форме 

Первые попытки (XVIII в.) отыснаЮIЯ интеграла задаЧlI трех 
тел позволили установить, что в возмущениях первого порядка 

в энсцентриситете и нанлонности появляются члены, возрастаю

Щllе пропорционально Bpe)feHlI. Но из тан называемого ДОI\аза
тельства устойчивости Лапласа 11 Лагранжа вытекает, что на эти 
Ч.'lены следует смотреть только нак на первые члены разложения 

в степенные ряды долгопериодичеСНlIХ ТрИГОНОlllетричесних Bblp<t
il\еНIIЙ, 11 поэтому имеется возможность представить координаты 
П;1анет в чисто тригонометрическоii форме. Такое представление 
lшеет важное значение как в праl\тическо:м, тан 11 теоретическом 
отношеНJIИ. Если произволъную I,оординату можно представить 
в форме 

х == ~A cos (i1Wl + i2W2 + ... + isw~), 
где Шl' Ш2' ••• , Шв обозначают Лllнейные фУННЦИII вреllJеЮI, 11 еСЛd 
1:.4 Rонечна, то, во-первых, lIIОЖНО напти предельные значения 
J,оординаты, чтобы Оl\ончате;IЬНО ответить на вопрос об устой
чивости, во-вторых, приведеННЫli ряд для х можно применить 
Д:JЯ всех моментов времени. ЕСЛII подобные ряды получаются для 
произвольных небесных тел, то ОЮI будут справедливы для любых 
~fO~IeHToB времени. Тогда основная работа состояла бы при рас
четах ВОЗ~IущеНIIЙ в ТОЧНОlll определенпи постоянных интегриро
вания. l\nждое новое наблюдение свеТIIла сделаЛQ бы внлад в это 
определение постоянных JI позволило бы еще более ТОчно вычислять 
ноэффициенты и средние движеНIlЯ «аргументоВ» Wr. 

Вычисление ВОЗllJущенпii принимает совсем другой вид, если 
НООРДlIнаты будут предстаВ;lЯТЬСЯ при ПОМОЩJI рядов, I,oTopbIe 
справедливы тольно для ограНIIченных интервалов времени. 

Тогда все вычисления возмущений должны время от времени 
ВЫJlОЛНЯТЬСЯ заново. Форма представления может оставаться 
той же, но коэффициенты раз:шчных Ч:Iенов будут постоянно 
изменять СВОJl значения. 

Попытки осуществить идеи Лапласа о получеНI1J1 ТРl1гономе
ТРllчесной формы интеграла Оl\азываются связаННЫllJl1 с большими 
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ТРУДНОСТЯМII. В СВОIlХ IIСIi.lIЮЧlIтельно интересных IlСС.''Н.'доваН/lЯХ 
орбнт БОЛЬШJlХ П.1Iанет Леверье преДПРИНIшал раЗЛl1чные ПОПЫТЮI 
преО;:J;олеть ЗТlI трудности; он вынужден бы.lI ОТIiазаться от три
гонометричеСIiОЙ формы IIнтеграла, J[ как и Ньюкомб, I\ОТОрый 
ПОЧТИ одновременно с Леверье ВЫПОЛНИЛ полные исследования 
орбlIТ планет, должен был, по крайней мере частпчно, lICIiaTb 
выход в разложениях по степеням времеНII. 

НаllБО.lIее серьезно за проблему представления IiоорДllнат 
в задаче трех тел в чисто тригонометрической форме принялся 
Гпльден. Его УСИЛИЯ после выхода работы [86] были направлены 
ИСI·;.тIЮЧlIте.lIЬНО на решение ;этой проблемы. При этом он ОТIiРЫЛ 
много важных путей рассмотрения проблемы. НО преждевремен
ная с~шрть оборвала его труд именно тогда, ногда он сам ворп.!, 
что его исследоваНlIЯ настолыio продвинулись, что могут дать 

основу для вычисления «абсолютных орбит» больших П.'1апет 
(т. О. главных Ч.1Iенов в трпгонометрическоii форме интегра.1Iа). 

Тодько одному lfСС.1Iедовате.1IЮ удалось в одном специальном 
c:lY'Iae полностью ВЫПОЛНIIТЬ это представление Rоординат в чисто 
тригонометрической форме. Этим исследователем был Делоне, 
IiОТОРЫЙ в ранее цитировавrnеi'Iся работе «Теория ДВIliI,еНIIЯ Луны» 
своеобразным методом добился представленпя Rоординат этого 
светила в чпсто тригонометричесноiI форме *). ПрактичеСЮIЙ успех 
его метода в значительной мере зависит от того, что возмущающее 
тело (Солнце) движется на значительном удалении от возмуща
ююго тела (Луны); остается ПО;:J; вопросом, можно ли реаЛIlзовать 
lIIетод Делоне в более общем С:Iучае. ПО-ВIIДИМОМУ, он онажстся 
ВПО.'lне пригодным для малых П,'lанет, среднне движения которых 

ПОЧТII соизмеримы со среднюш движениями больших плnнет 
(ср. ранее цитированную работу Хилла по этому вопросу). Помимо 
практического значения метода Делоне, он очень подходит для 
ПОНIшания того, как в формальном отношении действительно 
можно добиться чисто тригонометрической формы решения задаЧIl. 
Это ДОI,азательство было дано Тиссераном [87]. Не задаваясь 
целью ПрИВОДIIТЬ ПО.1Iное изложение этих идей, мы дадим неко
торые указаНIIЯ о соответствующих вычислительных опера

циях. 

ПреДПОЛОЖIIМ, что речь идет об I1нтегрпроваНIIII Дllфферен
цпа:IЬНЫХ уравнений 

аХ! aF аУ1 aF 

j dt = aYl' dt - aXl' 
аХ2 дР аУ2 дР 

(1) 

Ilt'"' = дУ2 ' tit= - дХ2' 

*) Позднее ХIIЛЛ и после Hero Браун добились той же неЛII IIIIЬШ путеи 
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где 

(1 *) 

а Ф И Ан суть заданные аналитические фуНlЩИИ 3:1 и 3:2' 

Возьмем из возмущающей функции F произвольный член 

Ai,i, сов (i1Yl + jlY2) 
и ПОЛОiКИМ 

F1 = ф + Ai,i, сов (i1Yl + jlY2)' 
Рассматривая сначала уравнения 

dXl aFl 

dГ= aYl' 

dX2 aFl 

Т = дУа ' 

(2) 

можно на определенные из них координаты смотреть как на коор

динаты промежуточной орбиты J 1" Соответствующим изменением 
ПОстоянной jl можно удовлетворить точным уравнениям (1). 

На интегрирование уравнений (2) можно смотреть KaI, на 
частный случай проблемы Делоне, которая рассматривалась 
в § 4. Пусть 

(3) 

где i~ и j~ обозначают произвольные целые числа, ноторые МОЖНО 
выбрать так, что определитель ilj~ - jli~ будет иметь значение 
+ 1. Кроме того, i1 и jl предполагаются взаимно простыми (что 
здесь может быть сделано). Определим далее две величины ~l 
и ~2 из соотношений 

3:1 = ~1~1 + ~~~2'} 
3:2 = ] l~l + Jl~2' 

(3*) 

Как известно из § 1, это преобразование не нарушает канони
чеСI,ОЙ формы дифференциальных уравнений. 

Но теперь дифференциальные уравнения для ~1' ;2. Т)1 и Т)2 
имеют форму, которую мы предполагали в проблем:е Делоне. 
В соответствии с (10) § 4 мы можем написать выражения: для коор
динат промежуточной орбиты J 1. а именно: 

дС '" aBf 
- -д t + ~1 = fJl + 2 ~-д- sinifjl' 

аl аl I (4) 

) 

(4*) 
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Положим теперь 
, дС 

711 = - даl t + ~1'I 
' дС (5) 

1')1 = - да2 t + ~I' 

Разрешая уравнения (4) относительно 1')1. 1')2. ~1' ~ •• получим 

1')1 = 1')~ + ~ Di sin i1')~. } 
(6) 

1')1 = 1')~ + ~Eisin iТJ~. 
~1 = аl + !'Р" соз iТJ;. } 
L=~ ~ 

причем F о не обязательно должно быть равно нулю. 
Из (3) и (3*) получим далее. принимая во внимание предполо

жение о целых ЧИCJIах i~ и I~. 

Уl = I;ТJ1 - 111')2 = 
= 1;1')~ - 111')~ + !. U;Di - I1Ei) sin i 71;. 

У, = - i;1')l + iТJ2 = 
= - i;ТJ; + ilТJ~ + !. (-i'Di + i1Ei) sin iТJ; • 

(7) 

и 

Х1 = .i1a1 + .~~a2 + !..i1Fi соз ~ТJ~: } (7*) 
Х! = ]lаl + ]la. + 1:]1 Fi соз ~ fJl' 

Наконец. сделаем еще линейную подстановку. полаrая 
, " , 

Уl = 11711 - 11711' } 
y~ = - i~ТJ~ + ilfJ~ 

(8) 

и 

} 
, I 1, 

аl = I1Хl - i1xl. 

а. = - I1Х; + il~' 

Последние соотношения МОГУТ быть записаны также в форме 

и 

1')~ = i1Y; + 1 1Y~. } , , , , , 
Т). = i1Yl + I1У' 

х;. = i 1a1 + i;al • } 

X~ = 11аl + 1;(1.1' 

(9) 

(9*) 

39* 
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:\lы утверждаем. что дпфференциальные уравнения (1) МОЖНО 
замеНI1ТЬ системой уравнений 

dx~ дР ay~ дР ) 
-=-,. -=-д" l clt дУl dt x1 

cl."f~ дР dy~ дР 

! 
(10) 

-=-" Тt=- дx~ • dt ду! 

Деiiствительно. мы .виделп. что переход от переменных Хl' Х2• 
Уl' У2 К переменным ~1' ~2' '1')1. '1')2 не может нарушить каноническоiI 
формы уравнений. Далее. теорема о преобразованиях Якоби 
IIЗ § 1 показывает. что переход от последних переменных к перо
менным «1. «2. 11~. 11~ таIшtе сохраняет I\аноннчеСRУЮ форму. 
В самом ДС.1е. согласно (9) § 4 имеем 

'дС дS дS 
'111 = - даl t + ~1 = даl' ~1 = дЧl' 
'дС дS 

'112 = - даэ t + ~2 = да2' 
дS 

~! = дЧ2' 
I'де S является определенноiI фующией от '1')1. '1')2' «1' «2 11 по фор
ltIу.чс (8*) § 4 имеет форму 

S = «2'1')2 + W ('1')1' «1. «2)' 

Итак. согласно теореме о преобразованиях Якоби «1. «2. '1');. 'I')~ 
тю,же образуют I.аноничеСRУЮ систему с той же самой характе
ристической фУНIщиеii F. НаIiонец. линейная подстаНОВIiа (9) 
II (9*) очевидно оставляет неизменной каноническую форму. 

По (7) и (7*) старые переменные Хl' Х2• Уl' У! связаны с новыми 
переr.Iенными X~. X~. Y~. Y~ следующими уравнениями: 

Yl = Y~ + ~ D: sin s (i1y; + j1Y~), ) 

У! =y~ + ~E:sins(ilY~ + flY~)' l 
Хl = X~ + ~ F: соз s иlY~ + jlY~)' j 
3:! = x~ + ~ с: cos s (ilY: + jlY~)' 

(11) 

где s изменяется от нуля до 00. а F~ и G~ не обязательно должны 
быть равны нулю. 

Нсе коэффициенты Ан в возмущающей функции умножены 
на возмущающую массу ,.... Если бы Ai,j, были равны нулю. то. 
очевидно. все коэффициенты периодических членов в (11) обра
ТIIЛИСЪ бы в нуль и мы имели бы , , , 

Уl = Yl. У2 = У2, Х1 = Хl. Х2 = 3:2' 



§ 7) о ПРЕДСТАВ:IЕlIИИ ИНТЕГРАЛА ЗАДАЧII ТРЕХ TEiI 

Это замечание важно в том С:Iучае, l\огда рассматрпвается 
изменение возмущающеii фушщпп прп впедеюш вместо X1, Х2 , 

Yl' У2 величин X~, X~, y~, y~. 
Расс~IOТРПМ новую форму возмущающеii ФУНlЩllII. По.ТIO,ЮШ 

F = F 1 + F~. 
Быраа,ая X1 , Х2, Yl' У2 через новые пере1lIенные, в соотвеТСТВПII 

с (3*) § ,4 ПРlIведе~ F 1 1\ ФУНlщпи от X~ п X~, которая не заВlIСlIТ 
НII от Yl, НII ОТ У2' Итак, ПОЛОiJШМ 

('12) 

Что l\асается F~, то ;)та ФУНlЩIlЯ содерп:,ит все Ч.'Iепы из Р, за 
исключением (шеt\ОВЫХ» членов, которые содержатея в Ф, 11 перио
дического члена Ai,i, cos (ilYl + jlY2)' Если теперь ввеСТII новые 
пере!IIенные Х;, Х;, y~, y~, то F1 примет впд 

(13) 

и в соотвеТСТВИIl со сделанным ранее замечанпеllI О рядах (Н) 

новые I,ОЭФФИЦllенты A~j будут ОТЛllчаться от соответствующих 
l\озффицпентов в ряде (1 *) толы,о па ве.'IllЧIlНУ порядка Iша;l;рата 
возмущающеii :массы. В (13) тю,же может, 1I0жалуii, встретиться 
член ВIIда 

Но в TaKOl\[ случае этот член умножается на квадрат возмущаlOщеii 
массы, в то вре~IЯ кю~ член 

(14) 

которыц мы браЛIl в промеiКуточноii орбllТе J l' содержит :IIlIOiIШ
'l:елем первую степень возмущающеii массы. 

Итан, при помощи промежуточноii орбиты J 1 мы поаучп.:ш 
возмущающую фУЮЩIlЮ, в которую член (14) либо вообще не 
входит, либо при обретает еще более иезнаЧIlтельный коэффицпент. 

Мы сделаем теперь еще одно нреобразованпе Делоне или 
«операцию», как это преобразоваНllе называет сам Делоне. Из воз-

мущающей функции F; выберем член 
(14*) 

и опредеЛИ1lI новую промежуточную орбиту J 2 при ПО~lOщп 
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уравнений 

dx~ aF. dy~ aF2 
) 

-=-., -=--., 

} 
dt дУ1 dt дХ1 

dx; aF. dy; aFt 

-=-" -=--, , 
dt дyi dt дх" 

rде 

Аналоrично предыдущему можно записать 
уравнений в форме 

y~= y~+~D:sins(i"y~+lsY;), ! 
y~ = У; + ~E; sins(i"y; + I.y:), j 
x~ = x~ + ~ Р: совв (Ё"y~ + I"y;), 

x~ = х; + ~ G: сов s (i"y~ + I"y;), 

(15) 

(15*) 

интеrрал ЭТИХ 

(16) 

и теперь дифференциальные уравнения (1) можно заменить урав
нениями 

dx~ aF dy~ aF. 
1 -=-и, -=--. , 

dt дУ1 dt дХ1 
dx; aF dy; aF ~ (17) 

J 
-=-и, --=--,,-, 
dt ду. dt дх" 

rде характеристическая функция F теперь имеет следующую 
форму. Если положить 

F = р" + F:, 
то Р. приведется к функции ОТ х; и Х:: 

Р, = Ф. (Х;, х;). 
Ч то касается p~, то имеем 

F; = ~A;J сов (iy; + jy;), 

и в этой сумме члены вида (14) и (14*) либо не встречаюrся вообще. 
либо они имеют HaMHoro меньшие коэффициенты, чем в прежнеil 
возмущающей функции *). Тау( новыми операциями можно по
следовательно убирать или уменьшать члены один за друrим. 

*) Следует отметить, что одновременно с членом А сов ('V1 + ;V.) можно 
уничтожить также все члены вида А. сов 8 (tV1 + ;Vi)' Ср. § 4. 
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Будем предполагать, что после серии из r таких операций 
получается возмущающая функция Fr , в которой периоди
ческие члены численно настолько малы, что ими можно прене

бречь. Значение F r сводится к вековому члену Фr, который за
висит от ж~) и ж(r). Тогда получим уравнения 

dж(r) дФ 
1 r 

т= ду1r) , 

dж~) дф, 

d"t= д1l~)' 

dyf) dФ,! 
dt= - дж(r) , 

1 

d.,(r) dф .,. r 

dt = - дж~r)' J 

(18) 

Боторые дают для жf) и ж~) постояииые значения, а для yf) и y~) 
значения 

где 

дФr 
nl=--- ; 

дs(l) 
1 

8ф, 

ns = -8 (r)' 
Жа 

(19) 

Если теперь выполнить все подстановки, которые даются урав
неннями (11), (16) и Т. д., то получим 

Уl = nl
' 
+ Сl + ~Df; sin [цnl' + С1) + j (n.t + С,»), 1 

У. = n.е + С, + ~ Ен sin [i (n1е + С1) + I (n,е + es»), ! 
Ж1 = ~FfJ соз [i (n1

' 
+ С1) + I (nst + С.)], 

ж, = ~ GfJ соз [i (n1е + С1) + f(nst + С,)). 
(20) 

что и дает выражения для координат в чис'fо тригонометрической 
форме. 

Мы предполагали здесь, что имеем дело с движением только 
с двумя степенями свободы. Но приведениый выше метод, оче
видно, можно применить J\ каноническим дифференциальным 

уравнениям произвольного порядка. Видимо, для канонической 
системы с р степенями свободы получим в общем случае также р 
различных так называемых аргументов 

nlt + С1 • n 2t + С2, • • •• пpt + ер. 
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В § 10 fJI. V мы напm:п, что дllфференциа.'ыIеe уравпеНJJЯ 
задаЧlI трех тел могут быть сведены 1, четырем степеням свободы. 
Поэтому Э.:Iементы L, Г, L', Г', l, g, l', g' могут быть выраа,ены 
при ПО~IОЩll ТРIIГОНО:\lеТРllчеСЮIХ РЯ;J;ОП с четырыш аргум('нтюш. 

ЕСШI выраЗlIТЬ анааогичным обра30~1 прямоугою,ные },оордп
наты, то ПО.'lучим еще тю,оii аргумент, l\оторыii выра;кается 
через среднюю долготу общей ;'IJIНПИ y3.'IOB обеllХ орбнт. Этот 
аРГУ:\Iент можно получить из уравнений (12) § 10. 

Итю(, в проб.:Iеме трех тел прюroУГО.'lьные l\оорДlIнаты могут 
быть выражены ПРII ПОМОЩИ ЧJlСТО ТРllгономеТРllческих рЯ;:(О8 
с пятью aprYMt>HTallIlI, l\оторые все ЯВ.'Iяются Лllнейными фуш,
ЦИЯМII времеНII. Ес;п[ ДВllжение ПрОНСХОДIlТ в П;'lОСl\ОСТИ, ТО l\OOP
ДIlнаты выраа,аются череа ряды с четырыrя аргументаМll. 

В ШIос"оii астерондноii задаче трех те:!, в KOTOpoii В03111У
щающее те.'10 двпжется BOI,pyr Солнца по I\PYfOBOii орбите, I,OOP
динаты можно выразпть через трпгонометрпчесюlC ряды С ТР('~IЯ 

аргументаМII. (8 пространственноii задаче IIОЯВ.'Iяется еще (ЦIIП 
аргумент.) 

Гениальныil метод Де.'10не весьма УНlIверсален 11 I1MeeT бодь
шие преимущества перед ДРУГИМII методамн, l\ОТОрЫМII I1ыта.'НСЬ 

воспользоваться для ПОJIучеНIIЯ решения проблемы тр('х тел 
в тригонометричеСl\оii форме. Но он страдает двумя сущестнен
ны~ш недостат"амн, l\OTOpble ограничивают ('го пршrенеПllе. 

Во-первых, в праl\ТIIческом отношеНИII 011 весьма трудое?lIOI'. 
Делоне ВЫПО:Шll.'l не менее 497 операЦlllI, прежде ч{'м ПО.Ч·ЧIl;r 
возмущающую фУШЩIIЮ, которая, в пределах Прllнлтоii Il!II точ
ности, не содеРЖ8.1Ia ННl\аких пеРllодических членов. Тю,ал 1'1[

гантская работа могла быть уместна для случая орбпты Ш\Juего 
СПУТНlIка. Д.ТlЯ другпх небесных тел должны быть найдены более 
компю,тные методы. 

Во-вторых, необходrlМО учесть еще один существенныi'I теоре
тичес"ий недостаток. Выше мы молчаливо предполагаЛIl, что 
НII одна из введенных проме;куточных орбит не должна обладать 

либрацпей по Уl ШIП У2 (соответственно по у;' у; ШПI y~, у; и т. д.). 
Но еСЛII бы IIме.ТI место это1' случай, возможность которого необхо
ДШIO предусмотреть, то при ва рпации элементов тю,оi'I промеlI;УТОЧ

ной орбиты этп варпацпп проходи.Тlи бы иногда внутри лпбрашюн
ных границ УПО:\IЯНУТОII орбпты, а иногда вне се. Но нак в таКО:\1 
случае можно вывести ТРllГОНОI\IeТРllческую форму решения? Следу
ет заметить, что та"ой случай едва ли можно избежать при соизме
римостях высших порядков. Поэтому доказательство существо
вания тригонометрпческой формы решения проблемы трех те.'l 
с помощью метода Делоне оказывается нестрогим. Обусловлен ЛlI 
этот реЗУ;'lьтат ПрПРОДОЙ задаЧII плп дефеl\ТОI\l метода - этот 
вопрос оставим пока ОТliрытым. 
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Ес:ш выражать КООРДIlнаты в проблеме трех тел в ТРИГОНОllIе
трическоii форме, то неоБХОдIlIlIО тем или иным образом исполь
зовать промежуточную орбl1ТУ, параметры которой изменяются 
таюш образом, чтобы можно было представить истинную орбиту. 
Обычно с этой целью ВВОДI1ТСЯ кеплеРОВСlшii ЭЛЛIШС, хотя он для 
этой цели мало пригоден. Наибольшая засл)та ГJIльдена состоит 
в ТОМ, ЧТО он раз;шчными способами ПОJ\азал, что основное условие 
СХОДIШОСТII последовательных приближений состоит в том, чтобы 
с самого пачала псходпть 113 ПОДВIJЖНОГО ЭЛЛIшса, а не пз ЭJIЛппса 

снеподвижной ШlНнеii апспд, каким является обычный кепле
ровскиii эллппс. 3тн весьма простые, но важные исходные идеи 
в той ИЛIl lIНОЙ форме встречаются во всех методах, ноторые вы
двпгаШIСЬ в последнее время для вывода тригонометричеСI{оii: 
формы решения. 

В формальном отношеНИII очень Гl1бюlМ при отыскаЮlIl ре
шеНI1Я оказывается уравнение ГаМIJльтона - Якоби. Наиболее 
плодотворно оно используется IIуанкаре в его исследованиях 
на эту тему во BTOPOI\I томе его «Methodes nouvelles». Большое 
преимущество уравнений в частных производных лежит в почти 
псчерпывающей возможности, которую они представляют для 
введения избыточных постоянных пнтегрирования. Используя 
это свойство и lIСХОДЯ из метода Пуанкаре, мы ПОI,аза.'IlI 1881, 
кап можно разЛIlЧНЫМИ сиособаМII прпйти к тригонометрическим 
выражениям для элементов. Проведем здесь эти исследования 
бо.11ее обстоятельно. При этом мы ограничимся астероидной зада
чей трех тел, ибо в этом случае рассуждения будут более корот
ЮII\Ш. С другой стороны, это связано с тем обстоятельством, что 
сейчас не существует I\акпх-лпбо праI\ТIIческих методов, чтобы 
выразить численно коордпнаты в тригонометрической форме 
в общей задаче трех тел. Теоретическую возможность тю,ог() 
представления мы ПОI\азали в предыдущем параграфе. 

Используf:'М переменные § 3; тогда 

Хl = -Уа, 
Х2 = -Уа(1- -У1-е2), 

11 будем IIметь 

Yl = l + 31 - Nt, } 
У2 = -31+ Nt, 

где 

ау· дF 
а/ = - дХi (i=1,2), 

(1) 

(1 *) 
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и F о имеет значение 
1 Fo = -, + N (ХI-Х2). 

2%1 
(2) 

Возмущающая функция F 1 имеет форму 

F 1 = ~p~i)COS [iYl -S(Уl + У2»). (2*) 

Коэффициенты p~i) разлагаются по степеням VZ2. 
Будем интегрировать дифференциальныe уравнения (1*) при 

помощи дифференциального уравнения в частныx ПРОИЗВОДНЫХ 
Тамильтона - Якоби: 

( 
BS BS ) 

F BYl' дув; Уl' У2 = - с. (3) 

Если 

8 = 8 (x~. ~; Уl' Y~ 

- интеграл этого уравнения с двумя независимыми постоянными 
о о v 

антегрирования Хl и Х2. то Хl' Х2. Уl' У2 получатся из уравнении 

BS дС BS I -о = -о t + ~1' - = Хl, 
B:l:1 дЖ1 BYl (3*) 

as = дС t + ~2' as = Х2. 
B:l:~ дж~ дУа 

. Покажем, что 8 можно различным образом выразить как пе
риодическую функцию от Уl И у,. Для этой цели мы воспользуемся 
~ледylOЩИМ искусственныM приемом. Положим 

R = Fo + р."" (4) 
так что 

(4*) 

.здесь под", понимается пока совершенно произвольная функция 
-от Хl и Х2• 

Положим далее 

С = со + .... с1 + fJ.2C2 + ... , (4**) 

и пре,цположим, что дифференциальное уравнение (3*) можно ин
-тегрировать при помощи ряда 

8 = 80 + J1S1 + р.'82 + . . . (5) 

Принимая во внимание форму (4*) дЛЯ F, дЛЯ определе
:ния 80' 81' 82 И т. д. получим следующие дифференциальные 
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уравнения: 

R (aSO aso ) е 
aYl' дУ2. = - о, 

aR asl• + aR aS1 = _ F
1 
+ ,1, _ е 

aXl aYl дХа дУ2 "t' 1 

:1:1, вообще, при р :> 1: 
aR asp + aR asp _ Ф е 
aXl ду! aXt дУа - - l' - 1" 
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(6) 

(7) 

(7*) 

тде Фр обозначает функцию от 80,81' ... , 8Р-1' которую можно 
.считать известной благодаря предыдущим интегрированиJIМ. 

Рассмотрим сначала уравнение (6) для 80' Его решение можно 
.записать в форме 

(8) 

тде x~ и ~ обозначают две произвольные постоянные. Тогда между 
С о, x~ и Х: должно иметь место соотношение 

СО = -R (x~, x~). (8*) 

Если затем положить 

n~ = - aR = дС. , J 
дx~ дx~ 

о aR дСо n:l=--=-
дхО дхО ' 

а :1 

"l'огда уравнения для 81 и 81' могут быть записаны в форме 

о aSl О aSl F е 
n1 д1/1 +ns дуа = 1-11' + 1, 

n~ aaySp +n~ aaSP = Фр + ер. 
1 Уа 

(9) 

(10) 

(10*) 

Если Р1 рассмотреть в форме (2*), то интеграл (10), очевидно, 
.ъlOiКно записать в виде 

p(f) 

81=~. ~ оsiп)iУ1-s(У1+УS»), (11) 
(~ - 8) n1 - 8n. 

тде штрих над знаком суммы означает, что надлежит исключить 

значения i = s = О. Ряд (11), очевидно, удовлетворяет урав
нению (10), если предположить, что С1 выбрано так, что ие за
висящие от У1 и У! члены в правой части (10) обращаются в 
:нуль. Если через [Р1 ) обозначить вековую часть возмущающей 
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фующии, то е l' следОвательно, до:ш,но удовлетворять УСЛОВJIIО 

[F1] -'!' (x~, x~) -+- е1 = О. (12) 

Очевидно, дпфференциальные уравнеПIIЯ для 82' 8з И т. Д. 
совершенно анаЛОПIЧНЫ дифференцпальному уравнению Д.1Я 81' 
Фр ПОЛУЧПl\{ В ВIIде 

Фр = ~л~r) cos [iYl - S (Yl + У2)] 
И обозначим пе завпсящий от Уl И У2 член через [Фр]; опреде.1JШ 
ер таюш образом, что 

[Фр ] + ер = О; 
тогда 811 получаем n форме 

А!(1) 

811 = ~ . 1~ О sin иУ1 - s (У1 + У2)]' 
(~-s)1I1-sn2 

Ита .. , IIнтеграл (3) будет пметь слt'д)'ющую форму: 

8 = X~Yl + X~Y2 + ~/Bis sin IiYl - S (Yl + У2)]' 
где I\оэффпцпенты Bis РЩIЛ:агаIQТСЯ ПО степеНЮ·I /1. 

Уравнения (3*) примут ВIIД 

г~ t + ~1 = У1 + ~' дB~8 sin иУ1- S (1/1 + У2)], ) 
дх! дх! I 
д~ t + ~2 = У2 + ~' дB~8 sin [iYl- S (Уl + У2)], [ 
дХ2 дХ2 
Хl = X~ + ~' (i - s) B iJ COS иУl- s (Уl + У2)], 
Х2 = .x'~ - ~' SBi8 COS иУl - 8 (Уl + У2)1, 

(13) 

('13*) 

(14) 

(15) 

что 11 прпводит 1\ интегралу в искомой, ЧIlСТО ТРIIгономеТРllчеСI\ОП 
форме. 

Эти формулы справеД:IПВЫ прн ВСЯКОМ зпачеюПl Функцип 
'ф (х!, х2). В этом нет ничего странного, тю, Kal\ согласно (4) и (4*) 
J1'Ф нужно сначала добавить 1\ ве.'IIIЧIJне F о' а затем вычесть из J1F l' 
Но мы найдем, что на свопства IJитеграла 8 СИ.:Iьно влияет выбор 
величины 'Ф. После того, кан'!' будет определена, П3 формулы (15) 
получае~f, что IIстинное среднее ДВПiБеНlIе n1 величины Уl равно-

дС дС 
-о и истинное среднее движеНIIе n2 велпчины У2 равно -О' Гово-
aXl дХа 
рят, что угловая веЛИЧIIна У обладает истинным средним движе
нием n, если 

у = nt + пеРИОДllчеСIiая фУНJщия t. 
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Заметим, далее, что выбор ФУНКЦПIl 'ф ВЛllяет на значения. 

веШIЧИН n~ п n~. Делпте.'1I1, I\оторые входят в ряды для S l' S 2' 
.8 3 н т. д., имеют ВIIД 

(z - s) n~ - sn~. 

С:Ieдовате.l:ЬНО, знаЧСПIIЯ де.ТJlIтелеiI заВIIСЯТ от выбора ФУнк
ЦЮI ф. ~lbl можем Ф выбрать тю" что ЭТIl делитсли будут иметь 
-такие значения, что все ряды дЛЯ S1' 8" И т. д. будут сходящимися. 
С другой стороны, мы ~IO;.кем встретить такой выбор, что n1 и n" 
в Mo~reHT t = О лпбо совпадают с оскулирующимп средними дви
жениями, .1Iпбо будут TOiКдecTBeHHЫ с истиннымп среДНИМII дви
жениям, либз будут Юlеть неИЗ~lенные значения для ряда зна-

чений x~ Jl x~. Д.ТJЯ ДО~ТJ{tНЭНIIЯ этих различных целей MOiКHO 
рекомендовать, в заВIIСЮIОСТII от обстоятельств, несколько варьи
ровать развитые выше методы. 

Если мы хотш.1 добиться. чтобы ряды для всех S1' S2 и т. д . 
.()ЫЛII СХОДЯЩИМIIСЯ, тогда по Teope~fe Брунса, которую мы рас
сматриваЮI в § ;) гл. IX, веШIЧИНУ 'Ф необходимо выбрать так, 
чтобы отношение n~ : ~ было 1,0pHeM алгебраического уравнения 
с це.ТJочислеННЬШIl КОЭФФПЦllентаМlI по меньшей мере второй 

степенн. Тогда длн этих значений n~, ng все ряды S1' S2 И Т. Д. 
будут сходиться. Отсюда, естественно, не следует, что ряд 

S = So + /1S 1 + jt2S2 + /13SЗ + ... 
'ТаЮIiе будет СХОДЯЩПМСЯ. 

Если сделать так, чтобы в делители входили истинные средние 
ДВИiКешIЯ веЛИЧIlН У1 и У2' то целесообразно избрать следующий 
путь. ПОЛOiЮШ 

R = Fo + ~tQl + /12Q1! + ... , 
где Q1' Q2' .•. обозначают пока неопределенные фУНКЦИIl от Хl 
11 Х2• Тогда Ilмеем 

F = R + /1 (F1 - Ql) + /12 (F2 - Q2) + 
Будем искать решение уравнеНIJЯ 

( 
д.)' aS ) 

F -д-' -д • Yl.y'l, =-с 
У1 У2 

в виде ряда 

S = So + /1S1 + /12S 2 + . 
,.огда для So получим уравненпе 

R ( aso , aso ) = _ С. 
дУ1 дУ2 
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которое дает 

80 = :rWl + Ж~Уа' 
где ж~ и ~ обозначают две постоянные интегрирования. 

Если положить 

[aR дС aR дС 
nl=- дхО == дхО' nа= - дхО = дхО' 

1 1 1 2 

то, очевидно, в силу (15) nl и Па совпадут с истинllыми среДНИМIl 
движениями величин Уl и У'1.' Величины Ql' Qa, ••• определяются 
так, чтобы в уравнениях для 8 l' 8 а и т. д. уничтожались неперио
дические члены. 

Так как получаем 

Ql = [F1 ], 

то для истинных средних движений в астероидной задаче трех 
тел находим следующие приближенные значения: 

nl=_дРо _ .... д (Р1 ) =_1 __ N _ .... д(FJ ) , 
дx~ дx~ х~З дx~ 

Па = _ дРо _ .... д [Р1 ) = N _ .... д (Р1 ) • 

дx~ д:r;g дx~ 

Если эти выражения сравнить с формулами (1), то найдем следую
щие значения для среднего движения перигелия п средней ано

малии l: 

(16) 

Эти формулы справедливы с точностыо до членов первого порядка 
включительно. Выражение дЛЯ [F1 ] берется из § 3. Не менее 
интересен и другой способ выбора делителей. Величины n~ и ng 
можно выбрать так, чтобы они в момент t = О совпадали с оску
лирующими значениями среднпх движений по Уl и Уа' Этого :можно 
добиться следуIOЩИМ образом. 

Положим 

С = СО + flC1 + fl2C2 + ... , 
8 = 80 + .... 81 + .... 282 + .. . 

и сначала получим 

F ( aSo дSо ) С 
о дУl' дУ2 = - о, 
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откуда 

80 = X~Yl + X~Y2· 
Мы хотим так определить функции 81' 82' ... , чтобы по

стоянные интегрирования X~, X~ в момент t = О совпали с оску
лирующими значениями Хl и Х2• 

ДЛЯ 81 справедливо уравнение 

(17) 

и, вообще, 

n~ aaSP +n~aaSP = Фр + Ср, 
Yl У2 

(17*) 

где Ф" зависит от 81' 82' ... , 8"-1. 
Здесь 

(17**) 

Интеграл (17) можно записать в виде 

81 = ot1 + ~IYl + f1Y2 + ~ В{Р sin [iY1-S (У1 + Ys»), (18) 
где 

(18*) 

До сих пор мы полагали ЛIlшние постоянные интегрирования 
аl' ~1' 'Уl равными нулю, но теперь мы распорядимся ими ИНЬ1М 
образом. Те же самые постоянные можно, очевидно, выбрать 
произвольно, если только выполняется соотношение 

(18**) 

Это уравнение выполняется при соответствующем выборе С1• 
После того как определено 81' аналогичным образом получим 

82. Положим 

и тогда получим 

8р = ар + ~PYl + У2'У" + ~'B~r) sin [iYl - S (Уl + yS>l, (19) 
где 

А(Р) 

В(,,) _ ia 
1$ - • 

(i - 8) n~ - 8n~ 
(19*) 
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Поетоянная Ср определяется из уравнения 

n~~p + ~rp = A~~) + Ср. (19**) 

Теперь S мы можем записать в форме 

S = X~I/l + XgY2 + а + ~Yl + УУ2 + 
где 

+ I,'Bis sin [iYl -S(Уl + У2)]' (20) 

а = '''Щl + /12а2 + ... , 
~ = /1~1 + r-t2~2 + .. " 
у = /1Уl + /12У2 + ... . 

Bis = /1B~~) + /12B~;) + .. . 
Из (20) получаем интегралы 

Хl = ~~1 =x~ + ~ + ~' (i -S) Bi$ COS [iYl- S (Уl + У2»)' ] 
дS' (21) 

Х2 = -д = xg + r - ~ sBis COS [iYl - S (Уl + У2») 
УЗ 

и 

Величины а, р, у, являющиеся произвольными, должны быть 

выбраны так, чтобы при t = О Хl = x~ И Х2 = xg, И чтобы, кроме 
того, постоянные C1 и С2 совпадали со значениями Уl и У2 при t = О. 
Обозначим эти значения через Y~ и yg и тогда получим условия 

~ +~' (i -S) Bi8 cos [iy~ -8 (y~ + y~] = О, ] 
~' о о о r - "'-! 8Ви cos [iYl - S (Уl + У2)] = о, 

ot + ~y~ + ryg + ~' Bi8 sin [iy~ - 8 (y~ + yg)] = О, 
(22) 

из которых должны быть определены а, р и у. 

Так как x~ и xg являются ОСНУЛИРУЮЩИМИ значениями для Хl 
1 

и Х2• то ---os будет оскулирующим значением среднего движения l. 
:1:1 



§ 8] о ПРЕДСТАВЛЕНИИ ИНТЕГРАЛА ЗАДАЧИ ТРЕХ ТЕЛ 611 

Следовательно, в силу (1) при t = О оскулирующее среднее Дви
жение по Уl равно 

а ОСКУЛlIрующее среднее движение по У2 равно 

N= _ iiFo =n~. 
дж~ 

так что n~ и n~ в этом случае обозначают оснулирующие средние 
движения величин Уl и У2· 

Из (22) получаем 

n~~ + n~T = -1;' [(i - s)n~ - .. m~] Bi$ cos [iy~ - s (y~ + y~]. 
Если в правой и левой частях приравнять I\оэффициенты при 
одинаковых степенях JA., то в силу уравнений (19*) и (19**) полу
чаеllI 

Ср = - A~~) -1:Aff> cos (iy~ - s (y~ + y~) 1 = - Фр (y~, y~). 

С.;Iедовательно, постоянные Ср необходимо определить так, чтобы 
при t = О правая часть уравнения (17*) обращалась в нуль. 

Тап кап, npol\le того, 

то 

тап что 

(23) 

Значения истинных средних движений n1 и n2 легно выводятся 
из (21*) и (23). Для этой цели Ha~1 необходимо только отбросить 
перподические члены в (21 *) 11 разрешить уравнения относительно 
Уl и У2. Иоэффициенты при времени t в этих вырая,ениях дают 
Ha~1 тогда значения nl и n2. А именно, получаем 

:x~ = ( 1 + :~ ) nl + :X~ n2. J 
(24) 

дС = д~ nl + (1 + д1 ) n". 
дx~ дж~ дж~ 
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Если отсюдlI. С ПО~lOщью (23) ИСIЫЮЧИТЬ частные ПРОIIзводные от 
С, то истинные средние ДВIIжения l\IОЖНО выразить ка" фУНRЦIIИ 
оскулирующих элементов. 

Ограничиваясь пеРВЫl<Ш степеня~1И относительно масс, в силу 
(23) будем IIMeTb 

дС ap(i) 
- = ПО _ f.t ~ _8_ cos [iyO - s (уО + yg)], 
дx~ 1 ~ дx~ 1 1 

дС aP~i) 
- = ПО - f.t ~ -' cos r 'у(О) - s (уО + уО)]. 
дхО 2 ~ дх(О) 1 1 2 

2 2 

Заметим, что в этих рядах имеется также член с 8 = О, i = О 
Затем согласно (24) с той же степенью точности получаем 

дС д~ д. 
nl=--nО --nО -

дхО 1 дхО 2 дхО • 
111 

дС д~ ду 
n!=--nО --nО _ 

дx~ 1 дx~ s дx~ 

и 

n~~ + ~y = - f.t1:'p~i) соэ [iy~ - 8 (y~ + y~)J. 
Если это уравнение продифференцировать по x~ и x~ 11 учесть, что 

дn~ 3 
-=---, 
дx~ x~ 
дnО ---f = О, 
дZ1 

то получим 

al3 ду 3 ~' дР • по - + ПО - = - ~ - ,... - соз [tyO - 8 (уО + уО)], 
lд:l:~ 2д:l:~ x~4 д:l:~ 1 1 2 

ПО af3 + по "ду = _,...~' дР соз [iyO -8 (уО + уО)). 
1 д:l:~ 2 д:l:~ ~ дx~ 1 1 S 

Отсюда, наконец, получаем 

nl=n~-,...дд[P~] + 3:~'(' (i)-:)P О COS[iY~_8:(~1+y~)]'1 
Х1 :1:1 t - 11 n 1 - I1nа • 

(25) 
n .. = nO_1L д [Р1 ] 

" 2 r д f) , 
:1:2 

что и представляет собой ИСI(О~lOе соотношение между истинными 

средними движениями (nl и n2) 11 оскулирующшш (n~ и n:). 
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Различие между ИСтинными средними и оскулирующими дви
жениями при известных обстоятельствах может стать, очевидно, 
значительным также и при малом .... ' в частности, если имеются 
малые делители в соизмеримостях низшего порядка. 

Использование оскулирующих средних движений в делите
лях полезно не только потому, что можно непосредственно про
водить вычисление коэффициентов в разложении возмущающей 
функции, в то время как при использовании других средних дви
жений приходится искать окольные пути, но и потому, что оно 
имеет важное достоинство, состоящее в том, что для возмущений 

различных порядков получаются сходящиеся выражения. 

Учитывая соотношения (22), получим, например, для Жl выра
жение 

Жl = ж~ + !!~'iBi}) [соэ ОУl + jyz) - соэ (iy~ + jy~)], 
где взяты только возмущения первого порядка и несколько из

менены индексы. 

Из ряда правой части мы рассмотрим члены трех типов. 
Положим 

~'iBij [соэ иУl + jY2)- соэ иy~+ fY~)} = ~1 + ~2 + ~3' 
В ~1 мы Вlшючаем такие члены, которые фактически будут вхо
дить в (упомянутые) числовые расчеты. Сумма 1:2 охватывает 
все такие ЧJIены, в которых малые делители не становятся меньше 

определенной нижней границы. Так как сумма ~p~i) предпо
лагается сходящейся, то, значит, при произвольных Уl И У2 зна
чение ~2 не может превзойти определенную конечную величину. 
Сумма ~3 содержит так называемые критические члены, которые 
Шlеют малые делители различных порядков. Мы покажем, что 
~3 для Iiонечных значений времени не может превзойти некото
рую конечную величину. 

В самом деле, имеем 

"t' "t' 2iP . ( . Уl + Y~ + f У2 ~ y~ ) х 
"3 = - f.t ... о , . о SШ l 2 

m1 -г 1n2 

• (. Уl - Y~ + J' У2 2 y~) . 
х В1И l 2 

Но при малых значениях времени приближенно имеем 

Уl = y~ + n~t, 
У2 = y~ + ~t, 

40 ко ШаРnЬ8 
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где n~ п 1l~ обозначают ОСhУ.'II1рующие срсдннс ДВlш,еНIlЯ, 11, 
С.'1едовательно, д.ТIЯ 1:з НО;1учае:м ПРllб.:Шif\енное значеНlIе 

~ _ _ t .... '.p . (. Yl + y~ + . y~ + yg) , 
.... 3 - f.L ~l SШ l 2 ] 2 

которое оnазывается конечным. ТаКИIll образом, lIIа.'lые деЛIlтелп не 
вызывают раСХОДIlМОСТИ ряда для Хl по I,райнеIUI мере ДШI lIIa:lblX 
значеНI.пi t. Наоборот, мы ВIIДIl!\l, что действие этпх членов Tanoe 
же, naI,oe IIlIЮ.'10 бы место, еСЛlI бы в X1 JI Х2 ВХОДIIЛlI вт,овые 
члены неlIзвестной веЛIIЧIlНЫ. Если числовые расчеты недоста'rоч
но полны, так что в 1:;:1 входнт КРПТllчеСl\ие члены НIJЗШИХ 
порядков, то раЗJШЧIlе между ВЫЧIlслеНШШll II наб.'IюдеНIIЯМИ 
быстро обнаруживает ПрОПОрЦIЮ'Iальную завпсш,IOСТЬ от Вр;:'lIIени. 
Если же числовые расчеты охватывают достаточно большое 
I,олпчество членов, то малые де.'Iителп станут заметны ТОЛЬRО 

после сотен ИЛIl тысяч лет. 

Подставляя в Уl II У2 значеНIlЯ а, ~, II 'у П объединяя члены 
в группы, нан и выше, найдем, что здесь БJlагодаря малым делп
те.'lЯ!\l раЗЛllчие между вычпсленпямп п наблюденпями в У! 11 У'!. 
возрастает пропорцпонально BTOpoii степеНII времеНII, плп по 
крайней мере может возрастать. ЕСЮI ряды 

'дВ' 1:Bii соответственно ~. д~1 

сходятся, то .1:з всегда до.'1ЖНО оставаться внутрп конечной гра
ницы. 

Эти рассуждеНIIЯ относятся ТОЛЬRО R возмущениям первого 
порядка. Для возмущениii высших порядков справедлпвы ана
логичные выводы; ТО.'lько в этом случае появляются высшие сте

пени t (или, праВlIльнее, J,tt). Эти выводы можно сравнит!> с сооб
ражениями § 6 гл. Х о рядах обычной теории возмущений. 

Дифференциальное уравнение в частных прОllЗВОДНЫХ Га
М1Iльтона - Яnобll дает, нан мы в I1де.'l 11 , большую свободу выбора 
постоянных интегрирования. 

Наконец, упомянем еще о таком выборе, I\ОТОРЫЙ имеет 
большое значение при системаТIlЧеСIШХ определениях возмуще
ния малых планет. В методе БОЛIlна, ROTOPbliI мы раССМОТРIIМ 
подробно в С.'lедующем параграфе, возмущения группы планет 
связываются, нак известно, с определенны~ш значеНIlЯМИ по

стоянных IIнтеГрlIроваНШI, для ноторых средние движения пла

нет соизмеРllМЫ. Между Te:\1 таНllе групповые возмущения от
нюдь не обязательно связывать с ТОЧRаМII соизмерпмости, и 
можно, конечно, исходить из совершенио ПРОIlЗВОЛЬНЫХ значе

ний элемеНТОR и к ним относить возмущения группы П.'lанет. 
Вообще даже выгоднее выбрать точку неСОlIзмерпмости, так 
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БЮ{ тогда функцию 8 можно разлагать по степеням /..1., а пе y~. 
с другой стороны, предпочтительнее групповые возмущения свя
зывать с точками соизмеримости ТО.1IЬJ{О В особенных случаях. 

Еще раз положю,f 

8 = 80 + J.l8] + J.l28 2 + ... , 
С = СО + /..I.C1 + J.12C2 + .. . 

и сначала получIO.f 

откуда следует 

80 = X~Yl + X~Y2' 
Затем имеем уравнение 

oas + о aS] _ F (..n ...n. ) + С n1 ду] n2 дУ2 - ;(;i,L2, Yl' У2 1, 

интеграл которого заПllшем в форме 

8 = ~lYl + YIY2 + пеРllодическая функция Yl 11 У2' 

Теперь мы можем обеим постоянным ~ JI x~ дать ПРОJIЗВОЛЬ
ные числовые значения, а ~ 11 У рассматривать как постоянные 
интегрирования. Предполагаем, что величины ~ И У не слишком 
большие. 

Для С 1 выберем такое значение, что 

n~~l + ll~Yl = [F1] + C1• 

Определение 82' 8з 11 Т. д. ПРОJIСХОДИТ тогда обычным образом 
при помощи формулы (10*), и 8р (р ;;;.. 2) можно всякий раз за
писать в чисто тригонометричеСI\оir форме. 

Так как иногда оказывается необходимым учитывать члены 
второго порядка, то рассмотрим дифференциальное уравнение 
)J1(Я 82' Име('м 

Ф 1 {a
2
F o ( aS])2 + 2 д2р дSt as] + д2Ро ( as] )2} + 

11 = "2 дx~ дУ1 дх] дх! ду] дУ2 дх: дУ2 

+ aF] aS1 + дР1 aS1 + Р1_ дх] ду] дХа дУа 

n астероидной задаче трех тел в силу (2) 

F = a2
Fo = a2

Fo = О 
2 дх]дх! дх2 

11 
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в 

так что 

ЕCJIИ записать 

ТО 

F 1 = ~AiJ соз (iYl + jyJ, 

81 = ~Y1 + ry, + ~' . о ~ii. о sin (iYl + jY2) , 
m1 ,ln2 

fAe Aij, n~ И ~ нужно вычислять для значении Хl = x~, 
Таким образом, имеем 

BS1 r:I + ~' iAij (' +. ) 
дy-~ = t"' ~. 0+ . о соз tYl JY., 

1j ln1 11~, 

rrn . .х 

Заметим, что Ф, является функцией второй степени относительно 
р и у. Так как постоянную С2 МЫ ХОТИМ определить так, чтобы в 
Фs + С2 обращались в нуль постоянные члены, то Ф2 + С, 
будет линейной функцией ~ и у вида 

Ф, + С2 = T(l) + ~T(') + уТ(3), 
в 8десь 

в теХ CJIучаях, когда при непосредственном вычислении ВО8муще
иий нет необходимости в учете возмущений второго порядка, 
функцией ТЮ, ВЫЧИCJIение которой несколько затруднительно, 
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можно пренебречь 11 положить 

Ф2 + С2 = ~T(I) + уТ(3). 
При применении этого метода для систематического вычисле

ния возмущений малых планет величине x~ дают ряд равноот
стоящих значений и вычисляют соответствующие значеНIIЯ Ац 
11 их производные. 3ти веЛИЧIlНЫ представляются в ВIIде рядов по 

степеням величины~, которую можно оставить неопределенноЙ. 

§ 9. О представлении внтеграJlа задачи трех тел 
в триrоиометрической форме (второе продолжение) 

Если дана алгебраическая зависимость между х п У 

F (х, У) = Fo (х) + J.tF1 (х, У) -с = о, (1) 

то в общем случае имеется l,орень этого уравненпя, который 
может быть разложен по степеНЯ~f J.t в оиреСТНОСТII J.t = о. Если 
хо - одно из значений х, которое удовлетворяет уравнению 

Fo (хо) -с = о, 
11 если положить 

х = хо + бх, 
то (1) получим в форме 

дРо • 1 д2ро (. )1 F ( ) дFt. О -a-ux + 2-2 uX + ••• +J..I. 1 Хо, У +JI-д-UХ+ ... = • 
ХО a:to Хо-

н, следовательно, бх можно прп малых значениях J..I. разложить 
по положительным степеням J.t в предположении, что равенство 

aFo =0 (2) 
дхо 

не имеет места. 

Но если С имеет такое значение, которое удовлетворяет урав
нению (2), то бх нельзя разложить по степеням J..I.; тогда сущеСl вует 
разложение бх по степеням vi!. 

Рассмотрим вместо алгебраllческого уравнения (1) дпфферен
пиальное уравнение ВlIда 

F (:~ , У) = ро(::) + J..I.F1 (~~ , У) -с=о; (3) 

тогда в общем случае существ}'ет решение 

S = S о + J.I8 1 + J..I.28 2 + ••• , 
где 8o, 81' 82' ... суть ФУНКЦИIl от у. Таинм образом J:еп:ение 
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разлагается в ряд по степеням 1-1. Но если выполняется уравнение 
(2), то соответствующее решеНllе (3) IIмеет впд 

8 = So + Vit81 + JLS2 + JL V~8з -+- . . . (4) 

ЕСЛll B~IeCTO обыкнов('пного дифференциального уравнения (3) 
было бы дифференцпа.'Iьное уравнение с чаСТНЫМII ПРОИЗВОДIIЫМИ 
для 8 с.двумя ШIИ б6ЛЬШIl!\I КОШIчеством незаВIIСИМЫХ переменных 
Уl' У2' Уз, ••. , 11 Fo завпсе,10 бы только ОТ 

aS aS aS 
aYl' дy~' дуз' ••. , 

во не от Yl' У2' Уз, .•. , то резу.'Iътат бы.'l бы анаJIОГIlчен (4). 
толы\o YC.'IOBlIe (2) ПО.ТIучает другую форму.ТIПРОВJ>У. 

ВозвраТИIlIСЯ к астероидной задаче трех Te:l, в котороН F 1 

является перподпческоii фУНlщпеii ОТ Yl П У2 С пеРПОДО~I 2п по 
обеим переменным. В предыдущем параграфе мы видеЛJl, ЧТО 

подходящпм выбором ПрОI1зво.'Iьноii фУНКЦIlll 'Ф (x~, x~) можно 
добптъся, чтобы велпчпны n~ п n~, J>oTopble входят в деЛlIтель 
in~ + jn~, приюшаЛII ПРОllЗВО:Iъные значенпя. Это справедливо 
таI\же Д.1Я значеНlIii постоянных IIнтегрироваНIIЯ x~ 11 xg. Мы на
ШЛIJ таюне, что IIHTerpa;:r 8 ДlIфференцна.ТIЪНОГО уравнеНIIЯ Га
мильтона - Янобп 

(as aS ) (aS aS 
Fo aYl' дУ2 + JLF1 дУ1' дУ2' Уl' У2) = -с (5) 

может быть представшш в общем случае рядом, который распо
лагается по возрастающим степеням JL 

8 = 80 + I-1S1 + JL28 2 + . . (6) 

Но в предыдущем параграфе мы виделп, что это не IIмеет 
дР дР 

места, если ПРОlIЗВОДlIые ~ 11 --t связаны линеiiным со-
aXl дХ 2 

отношением с цеЛОЧИС:ЮННЫIlIII I\ОЭффlIциентаМII. Тогда I1нте

rрал можно разложить по степеням V JL. Впервые это ПОI\азал 
Болин [89]. Его метод стал предметом обстоятельного изучения 
во втором томе «Methodes nouvelles» Пуанкаре. 

Вводя фупцию 'Ф предыдущего 11араграфа так, что 

F = Ro + JL (F1 -'Ф) (7) 
и 

Ro = Fo + JL"', (7*) 

предположим, что произво;:rьная функция 'Ф получает такое зна-
чение, что 

. 0+. о О lOnl IOn2 = , (8) 
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где положено 

дЛ nо = ___ , 
1 tЖ~ 

aR nо = __ _ 
2 дхО • 

2 

(8*) 

в уравнении (8) iO и j о обозначают два целых числа. Какие бы 
значения нн имели истинные средние движения величин io 
и jo, всегда можно так выбрать 'Ф (Х1' Х2), чтобы выполнялось ус
ловие (8). 

произведеы� теперь линейное преобразование 

'1')1 = iOYl + jOY2, 
112 = i~1 + j~Y2' (9) 

которое не изменяет канонической формы. Числа i~и j~ выбираются 
так, чтобы ioi~ - joi~ = 1. Этим самым мы добиваемся того, что 
воз}fYIЦaIOЩая функция будет периодической функцией относи
тельно '1')1 и f)2 С периодом 2n. Если положить 

F = Ro + ~1' (10*) 
то 

R1 = ~Aij cos (iЧ1 + jf)2)' 

где А " зависят от 61 и 62. 
Теперь имеем 

aRo _ • дЛо + . aRn 
д;1 - lo aXl ]11 дХ2 ' 

и, следовательно, по (8) будет 

aRo =0 
д~O ' 

"1 

(10) 

(11) 

если 6~, 6~ являются значениями 61 и 62' которые соответствуют 
о о 

Хl = Xl, Х2 = Х2. 

Рассмотрим теперь дифференциальное уравнение 

( as aS ) ( aS aS ) 
R afJl ' дТJ2 + ""R1 aТJl ' дl]2' f)1, f)s = - с (12) 

и попытаемся искать его решение в виде 

одновременно полагая 

С = со + ""С2 + ",,2С4 + ... (12**) 
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Для сокращения записи обозначим 
BRo 

~=--. 
2 д;~ 

Дифференциальное уравнение для 80 ПРИl\lет вид 

R (BSo д80 ) С 
о дТJ1' дТJ2 = - о· 

Предположим, что его решение запишется в виде 

80 = ~~111 + ~~112' 
Имеем, следовательно, 

R o (~~, ~~ = - со' 

[Гll. Х 

(13) 

(14) 

(14*) 

Введение вспомогательной функции 'Ф половно, так как ~~ и ~~ 
выбираются произвольно, и ПОЭlОМУ их можно считать по-

стоянвыми интегрирования. После того как выбраны ~~ и ~~, 
соответствующее значение для 'Ф получим иа уравнения (11). 

Если в (12) подставить ряд (12*), то для определения 81' 82 
и т. д. получим следующие уравнения: 

• .11 BS1 О 
'У, дТJ2 = , 

~ aS8 =..!. a8
Ro ( aS1)2 + R + С 

2 дТ). 2 д~~ дТ)l 1 2. 

(1) 

(11) 

'\'0 BS8 = B2Ro BS1 BS. + B2Ro BS1 aS2 + ..!. B8Ro ( BS1 )8 (111) 
2 дТ). д~~ BТJl дТ)1 д;1 at. дТ)1 дТ). 6 д;~ дТ)1 ' 

,\,o[BS, = a2Ro BS1 BS8 +.!. B2Ro (BS2 )2 + B2Ro BS1 дSз + 
2 д'l2 Щ~ B'l1 д '11 2 д;~ B'l1 B~IBt2 B'l1 д1]2 

+ B2Ro BS. BS2 +.!. B2Ro ( BS. )2 +.!. азRо (aS1 )2 BS. + 
д~1 at. BfJl дТ)2 2 д~: дТJ2 2 д~~ . дТJl д1]1 

+..!. даRо (aS1)2 BS. -+- С (IV) 
2 Щl Bt. B'l1 дТ). ,. 

Vравнению (1) удовлетворяет произвольная функция от 111' 
Пусть 

(15) 

является этим решением. Функцию 81 выберем так, чтобы унич
тожились члены в правой части (11), которые содержат в аргу-
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меитах тригономеТрJAеских функций только 111' но не 119. Если ф
произвольная функция вида 

Ф == а111 + Ьr]" + 1:Yti sin О111 + 111,,) 

или вида 

Ф = 1:б tJ сов (i111 + fl11,,), 

то через (Ф) обозначим сумму тех членов из Ф, которые содержат 
только '11' так что в первом случае 

(Ф) == a'll + 1:YiO sin t'll' 

а в последнем случае 

(Ф) == 1:бю сов i'll" 

Итак, мы определили 81 так, что 

.!.. a2Ro (aS1)2 + (R ) + с == о 
2 д~~ a'h 1 " • 

Тогда функция 8" определится из уравневия: 

~ :~: == R1- (R1) == ~ At;cos(i'll + 1'1,,). 

(16) 

Штрих над знаком суммы означает, что следует исключить все те 
члевы, в которых j == о. 

Интеграл этого уравневия: имеет вид 

S" == ~7 "2J' : Ai ; sin (i'll + 1'1,,) + (S,,), (17) 

" 
где функция (8,) зависит только от '11 И пока не определена. Она 
выбирается таким образом, чтобы члевы в (111), не зависящие от 
'1", обратились в нуль. 

Для этой цели должно выполняться уравнение 

a2Ro д81 д (82) +.!. a8Ro (as1 )з _ О 
д~~ дТ)l дТ)l 6 д~~ дТ)l -

или 

a2Ro д (82) + .!. a8Ro (aS1 )2 == О (18) 
д~~ afJl 6 Щ~ afJl • 

В силу (16) это уравнение примет вид 

( 
a2Ro )2 д (82) _! a3Ro (R) + с == о (18*) 
д~~ afJl з д~~ 1 " , 
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которое дает 

я'" 
(82) = ~2'1')1 + ~ ~ ~ A iO sin i'l')1' 

зяо t 

где «2 обозначает постоянную, значение которой зависит от С2• 
При интегрировании (lП) в 81 вопдет произвольная функция 

от '1')1' которую определим так, чтобы зависящие только от '1')1 члены 
в правоii части (lV) обратились в нуль. Продолжая таким же 
обраЗО~J, мы, Бак и в предыдуще~I параграфе, получим 8 в форме 

8 = «'1')1 + ~'I')2 + !B ij sin (i'YI1 + j'YI2) (19) 

или, если снова ввести веЛИЧIlНЫ Уl и У2! 

S = ~/Y1 + ~/Y2 + ~ B;j sin иУl + jY2). 

Итак, мы получили решение в чисто тригонометрической фор
lIIе, прпчем здесь малые делители не возникают. 

РаССМОТРЮJ более обстоятельно полученное решение. 
Операции, Боторые мы ВЫПО.'Iнили, имеют, вообще говоря, 

ту же природу , что и в предыдуще:\1 параграфе. Единственное 
ИСК.'Iючение предстаВ.:Iяет уравнение (16) для 81" Оно имеет форму 

1 " ( aS1 )2 'l • "2 RO дТ)l = - С2 - 1 AiO cos Z'l')1· 

Если С2 + А ОО достаточно велико, то отсюда получим 

S 1 = «1'1')1 + !В i sin 'i'YI1" 

Но если ~' I AiO 1> IC2 + А ОО 1, то колебания 'YIl ограничены 
частью окружности, и имеет место либрация по 'YIl. Рассмотрим 

более обстоятельно предыдущиii случай. Рассматривая s~ и sg 
как постоянные интегрирования, представим теперь уравнения 

для определения Sl' ~2' 'YIl, 112 следующим образом: 

:~ = ~1 = (J, + ~ iBij cos (i'11 + j'l')2) , 

aas =;2 = ~ + ~ jBij cos (i'l')l + j'12) , 
Т)2 

дС t + да + д~ + ~ дВ . (. +. ) 
д~~ Сl = д~~ 'YI1 Щ~ 112 "'-1 д~~ sш l'YI1 1'1')2' 

дС t + с = да. + ~ + ~ дВ sin (i + j ) щ~ 2 д~~ 'YIl щg 'YI2 "'-1 щg 'YI1 'YI2 • 

Истинные средние движения '\11' '\12 для 'YI1 И 'YI2 получаются из 
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уравнений 

Они представляются в виде рядов, расположенных по воз

растающим степеням V f.t. Коэффициенты Вц имеют таную же 
.форму. 

Так как малые знаменатели, которые образуют главное пре
пятствие Д.'1я сходимости в обычных методах, здесь совершенно 
не встречаются, то можно было бы думать, что здесь со сходи
мостью дело обстоит лучше, чем с рядами предыдущего пара
графа. Деiiствительно, находим, что здесь ряды для 81' 82' 8з, ... 
·сходятся, если сходится разложение для возыущающеiiфункции. Но 
мы видели, что этого же можно добиться также и для рядов пре
дыдущего параграфа. Отсюда, одню(о, не следует сходимость 
ряда 

(20) 

действительно, Пуанкаре доказал, что эти ряды являются рас
ходящимися. 

Легко понять, нан образуется эта расходимость. Для этой 
цели ИСКЛЮЧII:\I из возмущающей фуннции произвольный член 

А cos (i'lll + i'll2)' 

.а из 8 - член 

В sin (i'lll + i'll2). 

Исследуем теперь форму В. В 82 мы получаем член 

А . (. +. ) """'"i)7 SШ lt')l lЧ2' 
'1;21 

и отсюда 

Если через ~ обозначить постоянный член в ~:' то в силу (111) 

в 88 появится член вида 

R" А '2 

~-t -о ~ sin (i'lll + iЧ2) 
'1;2 '1;2 1 
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и, таким образом, 

дВа R~ А i2 • 
д = ~ -о -о """'2 COS (lYJl + IYJz). 

1]1 "2 "2 1 

в ддВ4 тем же самым путем получим член 
1]1 

дВ, R~" i8 

д = А~2(j1--:З соз (i'I'Jl + 1111)' 
1)1 "2 1 

[ГЛ. Х 

Следовательно, в S имеется член В сos (i'I'Jl + 1112), коэффициент в 
которого разлагается в ряд по степеням величины 

",-~R~ i 
Х= r 11-0 -.-. 

"2 1 

Каковы бы ни были 11, ~, R~, 'V~, всегда можно найти такие зна
qения i и 1 при произвольно большом Х, что В представится 
расходящимся рядом. 
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